Spielerische Knobeleien mit Zahlen ab der 2. Jahrgangsstufe

Eine Lernumgebung rund um

die Spielidee von »Twenty-Four«

Hartmut Spiegel/Daniela Gotze wTwenty-Foura
ist ein vom Amerikaner Robert Sun entwickel-
tes und bei Suntex erschienenes Kopfrechen-
spiel. Uns hat dieses Spiel bereits vor Jahren
gefesselt, und auch die Erfahrungen aus dem
Unterricht haben uns immer wieder gezeigt,
dass diese simple Spielidee nicht nur reichhal-
tige Lernchancen fiir Kinder unterschiedlichen
Leistungsniveaus bietet, sondern Kinder und
Erwachsene zum sspielerischen Knobeln« nach-
haltig motivieren kann.

Im Folgenden wird gezeigt, wie dieses Spiel
sinnvoll im Mathematikunterricht eingesetzt
werden kann.

Worum geht es?

Nehmen Sie vier Ziffern, z. 8. 1, 2, 3, 8. Bilden
Sie daraus Aufgaben oder Ketten von Aufgaben,
bei denen jede dieser Ziffern genau einmal vor-
kommt. Als Rechenoperationen sind die vier
Grundrechenarten zugelassen, egal in welcher
Anzahl und Reihenfolge. Ein Beispiel ist das fol-
gende;2-8=16,16+3=19;19-1=18,
Das ist eine Falge von Aufgaben, bei denen die
Ziffern 1, 2, 3, 8 genau einmal benutzt werden
- zusdtzlich natiislich die entstandenen Zwi-
schenergebnisse. Man kann dieselbe Rechnung
(ohne das Ergebnis) auch durch einen Rechen-

ausdruck beschreiben: 2 - 8 + 3 - 1. Die Beschrei-

bung in einem »Term« hat den Vorteil, dass dabei
wirklich nur die gegebenen Ziffern auftauchen
und diese jeweils genau einmal.

Die Materialjen zu diesem Beitrag
M1 Setze ein [

M 2 Spielen mit Rechenoperationen
M3, 397 Kombinationen []

M4 4 x4Tabellen [}
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Probieren Sie sefbst

Nun sind Sie dran; Gesucht sind Rechenausdriicke
mit den Ziffern 1, 2, 3, 8 (jede Ziffer genau einmal)
und den Grundrechenarten (egal in welcher Anzahl
und Reihenfolge), deren Ergebnis 24 ist. Wir ken-
nen drei, die sich deutlich voneinander unterschei-
den. Fiir die Ziffern 1, 6, 8, 9 kennen wir zwei ver-
schiedene Rechenausdriicke mit dem Ergebnis 24,
genauso wie fiir 1, 3, 9, 9, wobei hier beide Mog-
lichkeiten nicht so einfach zu finden sind.

Die Spielregeln

Mit Obigem ist die mathematische Grundidee, die
unserer Lernumgebung und damit dem Spiel 24
zugrunde liegt, schon abgesteckt. Die Spielregeln
selbst sind simpel: Es werden immer vier Ziffern
auf einer Spielkarte abgedruckt, die sich gemag
der obigen Bedingung zur Zielzahl 24 verkniipfen
lassen, Ein Kartenstapel mit z. 8. insgesamt 48
Spielkarten wird mit der Riickseite der Karten
nach oben auf den Tisch gelegt. Eine Karte wird
aufgedeckt. Wer als erstes eine passende Aufgabe
mit dem Ergebnis 24 sagt, bekommt die Karte.
Dann geht es mit der néchsten Karte weiter. Wer
am Ende die meisten Karten hat, ist der Gewinner.

Und noch ein paar Ubungen zur Reflexion des
Spiels

Damit Sie sich zunachst ein Bild davon machen
kinnen, welche Fihigkeiten beim Spielen von
224« geférdert und gefordert werden, sollten Sie
es mit so vielen weiteren Zahlenkombinationen
versuchen, wie sie migen. Wir stellen lhnen mal
einige Kombinationen als Ubungsmaterial zur
Verfiigung.

1245, 2348, 4458, 1258, 2446, 4577, 1348,
3477, 6666, 1367, 3479, 6668, 1789, 3666
Jede der hier aufgefithrten Kombinationen las-
sen sich auf mehr als eine wesentlich verschiede-
ne Art zur Zielzahl 24 zusammensetzen. Was mei-
nen wir mit »wesentlich verschiedens? Das ist
eine Sache der Festlegung. Es ist nicht gdnstig,
den Begriff zu weit zu fassen, denn dann gébe es
z. 8. schon 120 verschiedene Lésungen zu 4, 5,
6, 9, die sich nur dadurch unterscheiden, wie ich
die beteiligten Zahlen beim Addieren zusammen-



fasse und in welcher Reihenfolge ich das erledi-
ge. Schwerer ist s vielleicht schon damit, (4 + 4)
: 2 - 6 nicht als verschiedenvon (4 +4}-6: 2 zu
betrachten, aber auch in diesem Fal} sehen wir
es als dkonomisch an, nicht von verschiedenen
Losungen zu sprechen. Da es aber eine Frage der
Ubereinkunft ist, was man als verschieden be-
trachtet und was nicht, kann es jeder machen,
wie er machte. Fir den Unterricht hat es sich als
sinnvolt erwiesen, den engen Verschiedenheitsbe-
griff zu benutzen, d. h. dass eine lediglich unter-
schiedliche Reihenfolge beim Rechnen nicht als
werschiedens gezihlt wird.

Niitzliches Vorwissen fiir diese Lernumge-
bung im Unterricht

Alle, die viele Versuche mit der Spielidee von »24«
hinter sich haben, werden Abnliches entdecken: Es
macht wenig Sinn, alle iiberhaupt maglichen
Rechnungen so lange durchzuprobieren, bis man
durch Zufall auf eine stoBt, die als Ergebnis 24
hat. Ebenso wird man feststellen, dass das Ganze
nur SpaB macht, wenn man das kleine 1 x 1 auto-
matisiert zur Verfiigung hat, unterschiedliche mul-
tiplikative und additive Zerlegungen der 24 kennt
und schnell in einen Zusammenhang mit den vor-
liegenden Ziffern bringen kann. Man braucht bei-
des; Wissenshausteine und eine Strategie.
Nehmen wir das Beispiel 2, 3, 7, 8. Hier bietet es
sich an, zu Uberlegen, ob ich zu 2, 3, 7 eine Auf-
gabe mit Ergebnis 3 finde, zu 2, 7, 8 eine mit
Ergebnis 8 oder zv 3, 7, 8 eine Aufgabe mit Er-
gebnis 12. Im ersten und letzten Fall kann man
Etfolg haben: (7 +2):3=3bzw. 7+ 8-3=
12; Als Losungen ergeben sich: (7 +2):3- 8=
24 bzw. (7 + 8 - 3) - 2 = 24 Im zweiten Fall
klappt es nicht, Aber es gibt nach eine dritte L5-
sungzu 2, 3,7,8:(7-3)-(8 - 2) = 24. Hier
sind die beiden Faktoren 4 und 6 durch jeweils 2
der vorhandenen Ziffern dargestellt.

Dieses Beispiel liefert schon drei unterschiedli-
che Arten von Rechnungen. Je mehr Arten man
im 8lick hat, desto schneller bzw. leichter wird
man Lésungen finden kénnen. Eine grobe, aber
hilfreiche Unterscheidung besteht darin, dass 24
eine Summe, Differenz, Produkt oder Quotient
zweier Zahlen sein kann. Diese kénnen dann
selbst wiederum unterschiedlich zerlegt werden.
Jeweils ein Beispiel ist in der nebenstehenden
Tabelle abgedruckt.

Zum Schwierigkeitsgrad

Noch eine Bemerkung zum Schwierigkeitsgrad
einer Kombination: Er hangt nicht nur von der An-
zah! méglicher Lasungen und deren Komplexitat,
sondern auch von den persdnlich bevorzugten
Strategien ab. Jemand, der es z. B. vorzugsweise
liber eine Kombination von multiplikativen und
additiven Zerlegungen probiert, wird es mit 2, 4,

9,9 oder 5, 5, 7, 7 vielleicht schwerer als andere
haben. Dennoch haben unsere Erfahrungen ge-
zeigt, dass Kombinationen, bei denen sowohl Divi-
sion als auch Subtraktion vorkommen oder bei
denen Zwischenergebnisse benutzt werden, die
groBer als 24 sind, von der Mehrheit (der Kinder)
als schwer angesehen werden. Daher ist es ein
Muss fur den Unterricht, an dieser Stelle mit Kin-
dem dariiber zu reflektieren, bei welchen Kombi-
nationen sie lange nach einer Lésung gesucht ha-
ben und woran das vielleicht gelegen haben mag.
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Wie man vorgehen kann

Die oben zusammengestellte Vielfalt der mogli-
chen Rechenwege zeigt, dass das Aufgabenfor-
mat ein sehr breites Spektrum fiir unterschiedlich
anspruchsvolle Probleme bietet. Bevor man Kin-
der das Spiel miteinander so spielen ldsst, dass
das schneliere Kind gewinnt, kann man ihnen
interessante Angebote machen, die ihnen den
spielerischen Umgang mit den Zahlen nahe brin-
gen und so ihre Flexibilitat im Umgang mit Zah-
len entwickeln helfen. Grundsatzlich ist es bei
dieser Lernumgebung immer wieder wichtig, die
Kommunikation der Kinder untereinander uber
unterschiedliche Lésungen, Strategien oder auch
Problemen anzuregen. Ein Austausch unter den
Kindem fiihrt gemal unseren Erfahrungen zu
mathematisch reichhaltigen Gespréchen, aus
denen jedes Kind etwas lernen kann {vgl. Spiegel
& Gotze 2007). tn welcher Reihenfolge die nun
folgenden Lernangebote im Unterricht angebo-
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ten werden sollten, kann nach eigenem Interesse
entschieden werden.

Spielen mit Zahlen und Rechenoperationen
{Vorgabe der Startzahlen)

Es werden vier Zahlen vorgegeben und die Kinder
bekommen die Aufgahe, verschiedene Folgen von
Rechenaufgaben zu finden, bei denen jede Zahl
rniur einmal benuizt wird - es sei denn, sie tritt
auch als Zwischenergebnis auf, Es kénnen dabei
noch zusatzliche Zielvorgaben gemacht werden:
Wer findet die Aufgabenfolge mit dem kleinsten
Ergebnis? ... mit dem grdBten Ergebnis? Wer fin-
det zwei verschiedene mit dem gleichen Ergeb-
nis? Es konnen fir leistungsstérkere Kinder auch
Bedingungen vorgegeben werden: mindestens
einmal malnehmen, mindestens einmal teilen,
alle drei Rechenoperationen verschieden etc.

Spielen mit Zahlen und Rechenoperationen
{Vorgabe des Ergebnisses)

Hier geht es darum, zu der Zielzahl »24« verschie-
dene Sets von vier Zahlen zu finden, aus denen
man diese Zielzah! errechnen kann. Auch hier
kdnnen zusétzliche Randbedingungen eingefiihrt
werden entweder hinsichtlich der Zahlen: zwei
Zahlen solien gleich sein, alle Zahlen sollen ver-
schieden sein, es darf keine Eins dabei sein, es
soll eine Eins dabei sein etc., hinsichtlich der
Operationen (wie oben): mindestens einmal mal-
nehmen, mindestens einmal teilen, alle drei Re-
chenoperationen verschieden etc. und/oder hin-
sichtlich der Anzahl der Lésungen: findest du vier
Zahlen, die auf mehr als eine Art miteinander
verkniipft werden kénnen, so dass sie die gesuch-
te Zielzahl ergeben?

Eine neue Notationsform kennen fernen
Ausgehend von dem Problem, den eigenen Re-
chenweg bzw. die gefundene Aufgabe korrekt
aufzuschreiben, ergibt sich ganz natiirlich ein
Anlass, sich iiber passende Notationsformen zu
verstandigen. Kinder schreiben ndmlich gerne
auchmalso:2-7=14-6=8-3=24 Dann
kann einerseits die 8edeutung des Gleichheits-
zeichens thematisiert werden und es kdnnen die
Konventionen eingefiihrt werden, die eine un-
zweideutige Motation erlauben: die Verwendung
von Klammern und die Regel, dass bei nicht
vorhandenen Klammern »Punktrechnung« den
Vorrang vor »Strichrechnunge hat. Die Kinder
kdnnen also ernen, Ausdriicke wie diese zu ver-
stehen und auszuwerten:
(2-7-6)-3,(6-8):(3-1),(1+2}-{9-1),
(7-7-1):2etc.

Spielen mit Zahlen und Rechenoperationen

(Vargabe der Rechenstruktur und des Ergebnisses)
Eine reizvolle Variante des vorhergehenden Auf-
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gabenformates ist die zusétzliche Vorgabe einer
»Rechenstruktur« ((THE). Es wird genau vorgege-
ben, welche Operationen wie zusammengeseizt
werden sollen.

Spielen mit Rechenoperationen (Vorgabe der
Zahlen und des Ergebnisses 24)

Damit sind wir bei der Grundidee des Spieles an-
gelangt, die sich aber noch in unterschiedlicher
Weise realisieren |3sst: Soll im Sinne der anfangs
beschriebenen Idee mit Karten gespielt werden,
dann kann die Lehrperson in Unterstitzung durch
die Kinder in die vorbereitete Kopiervorlage
solche Zahlenkombinationen selbst eintragen, von
denen ihnen bekannt ist, dass es eine Losung
gibt. Diese kdnnen die Kinder arbeitsteilig vorher
selbst ermitteln oder die Lehrperson kann selbst
welche der im Anhang zu findenden 397 Kombi-
nationen ({IE]) |6sen und dann solche mit pas-
sendem Schwierigkeitsgrad auswahlen.

Es kann aber auch die Klasse in zwei Mannschaf-
ten geteilt werden, die gegeneinander spielen:
Aus einer Schachtel, in der es zu jeder Ziffer vier
Zettel gibt, werden nacheinander vier Zettel zu-
fallig gezogen und die gezogenen Ziffern an die
Tafel geschrieben. Die Mannschaft, die als erste
eine Lésung nennt, bekommt einen Punkt. Diese
Spielidee verdanken wir einer 3. Klasse aus Boke
(bet Delbriick im Kreis Paderborn). Wenn nach
einer vorher festgelegten Zeit keine Losung ge-
funden wurde, weil die Kombination zu schwer
oder nicht |asbar ist, geht es weiter. SchlieBlich
kann auch einzeln geknobelt werden. Hierzu
kann die Kopiervorlage (X mit den 4 x 4-Tabel-
fen benutzt werden, von denen jede 20 l6sbare
Kombinationen enthélt, die Kinder einzeln oder
kooperativ bearbeiten kénnen.

Spielen mit Bruchzahlen

Das Ganze kann je nach Leistungsstand der Kin-
der noch dahingehend ausgereizt werden, dass
im Sinne der Zone der nachsten Entwicklung auf
den Spielkarten auch 8ruchzahlen benutzt wer-
den diirfen. Die Erfahrungen in einer vierten
Klasse zeigen, dass Kinder hierzu durchaus in der
Lage sind.

Fazit

Die hier dargestellte Lernumgebung eignet sich
dazu, mit einer einfachen Idee mathematisch
reichhaltige Lernprozesse bei den Kindern anzu-
regen. Es werden automatisierte Rechensatze
erneut angewendet, Beziehungen zwischen Auf-
gaben erkannt und genutzt, flexibel Zahlen und
Rechenoperationen miteinander kombiniert, viel
im Kopf gerechnet, der Zahlensinn geschult, Stra-
tegien entwickelt und reflektiert (...} und das glei-
chermaBen fir leistungsstarke Kinder wie auch
leistungsschwache Kinder. -]
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Setze ein

Achtung: »Punkirechnung geht vor Strichrechnunge«

Setze in die Kéastchen Zahlen so ein, dass die Rechnung stimmt.

el N[ 1= 1=l24 - [24
]+l [ ][ ]=]24 o ]=[24
0 -] )=l -1 ]=[24
-1 -+ =] ( D[ ]-]24
-0 - - =124 ( N R I DY
-0 -0 [-[a ( )+ | ) = [24
=T T 1:0 1=[a ( )+ | ) =[24
w Je[]=]24 ( ) - ) = [24
f -] ]=]o4 ( ) - ) = [24
E + ] = |24 ( ol ]+ ]y =|oa
[ ][z ( ) []- - [24
L= =124 Q1«0 Do 1+ D-[24
t - [-[a I+ - (-0 -[a
{ [ ]-[a -0 - (- =[24
+[]-24 i ]- -] 24
-[]-[24 (- N[ ]=[24
- [24
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397 Kombinationen

397 Zahlenkombinationen, fiir die es in vielen Féllen mehr als eine
wesentlich verschiedene Lasung fir die Zielzahl 24 gibt.

1118 1267 1479 2266 2477 3366 3777 4699
1126 1268 1488 2267 2478 3367 3778 4777
1127 1269 1489 2268 2479 3368 3779 4778
1128 1277 1556 2269 2488 3369 3788 4788
1129 1278 1559 2277 2489 3378 3789 4789
1134 1279 1566 2278 2499 3379 3799 4799
1135 1288 1567 2288 2557 3389 3888 4888
1136 1289 1568 2289 2558 3399 3889 4889
1137 1333 1569 2333 2559 3444 38%% 4899
1138 1334 1578 2335 2566 3445 3999 5555
1139 1335 1579 2336 2567 3446 4444 5556
1144 1336 1588 2337 2568 3447 4445 5559
1145 1337 1589 2338 2549 3448 4446 5566
1146 1338 1599 233% 2577 3449 4447 5567
1147 1339 1666 2344 2578 3455 4448 5568
1148 1344 1669 2345 2579 3456 4449 5577
114% 1345 1679 2346 2588 3457 4455 5578
1155 1347 1688 2347 2589 3458 4456 5588
1156 1348 1689 2348 2666 345% 4457 5589
1157 1349 1699 2349 2667 3466 4458 5599
1158 1356 1779 2355 2668 3468 4468 5666
1166 1357 1788 2356 2669 3469 4469 5667
1168 1358 1789 2357 2678 3477 4478 5668
1169 1359 1799 2358 2679 3478 4479 5669
1188 1366 1888 235% 2688 3479 4488 5677
1224 1367 1889 2366 2689 3489 4489 5678
1225 1368 2223 2367 2699 3499 4555 5679
1226 1369 2224 2368 2778 3556 4556 5688
1227 1377 2225 2369 2788 3557 4557 5689
1228 1378 2227 2377 2789 3558 4558 5699
1229 1379 2228 2378 2888 3559 4559 5779
1233 1388 2229 2379 2889 3566 4566 5788
1234 1389 2233 2388 2899 3567 4567 5789
1235 1399 2234 2389 3333 3568 4568 5888
1236 1444 2235 2399 3334 3569 4569 5889
1237 1445 2236 2444 3335 3578 4577 6666
1238 1446 2237 2445 3336 3579 4578 6668
1239 1447 2238 2446 3337 3588 4579 6669
1244 1448 2239 2447 3338 358% 4588 6679
1245 1449 2244 2448 3339 3599 4589 6688
1246 1455 2245 2449 3344 3666 4599 6689
1247 1457 2246 2455 3345 3667 4666 6789
1248 1458 2247 2456 3346 3668 4667 6799
1249 1459 2248 2457 3347 3669 4668 6888
1255 1466 2249 2458 3348 3677 4669 6889
1256 1467 2255 2459 3349 3678 4677 6899
1257 1468 2256 2466 3355 3679 4678 7889
1258 1469 2257 2467 3356 3688 4679

1259 1477 2258 2448 3357 34689 4688

1266 1478 2259 24469 3359 3699 4489
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4 x 4-Tabellen: 24-Quadrate
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Hier findest dv noch weitere solche Quadrate:

Das Quadrat liefert auf folgende Weise 20
verschiedene Zifferkombinationen zu vier Zif-
fern: Sie lassen sich bilden aus den Ziffern je-
der der vier Zeilen, der vier Spalten, der bei-
den Diagonalen; der neun kleinen Viererquo-
drate und der vier Ziffern der GuBeren Ecken.
Aus jeder der 20 Ziffernkombinationen kann
man einen Rechenausdruck (jede Ziffer ein-
mal) bilden, der als Ergebnis 24 hat.

Beispiel fir die 1. Zeile: (7+1-4) - 6 =24
Finde zu mdglichst vielen Kombinationen
mindestens eine Lésung und notiere siel
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