GRADUIERTE FAKTORIALITAT
UND DIE
PARAMETERKURVEN
TUBULARER FAMILIEN

Dissertation
zZur
Erlangung des Doktorgrades
des
Fachbereichs Mathematik-Informatik
der
Universitat-Gesamthochschule Paderborn

vorgelegt von
Dirk Kussin

Paderborn 1997



Gutachter: Prof. Dr. Helmut Lenzing
PD Dr. Luise Unger
Prof. Dr. Dieter Happel

Tag der Promotion: 17. Oktober 1997



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Kapitel 1. Graduiert faktorielle Algebren, algebraisch abgeschlossener Fall

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.

Das Resultat

Die zugeordnete Kurve
Linienbiindel und einfache Garben
Primelemente und einfache Garben
Die zugehérige tubulare Familie
Der homogene Fall

Reduktion von Gewichten

Beweis von Theorem 1

Kapitel 2. Auslander-Biindel und préiprojektive Algebren

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Formulierung der Hauptergebnisse
Das Auslander-Biindel

Die kleine priaprojektive Algebra
Beweise der Hauptergebnisse

Kapitel 3. Graduiert faktorielle Algebren, allgemeiner Fall

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9

Die Charakterisierung

Homogene faktorielle Algebren

Das Geschlecht von X

Der Beweis der Charakterisierung
Einfiigung und Reduktion von Gewichten
Reell abgeschlossener Grundkérper

Ko (X) iiber graduiert faktoriellen Algebren
Ein Kippbiindel

Kommutative Realisierbarkeit

3.10.  Grundkorper der rationalen Zahlen

3.11.

Die domestizierten und tubularen Falle

Kapitel 4. Tubulare exzeptionelle Kurven

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

Die Resultate

Garbenkategorien iiber exzeptionellen Kurven
Rohren- und Intervallkategorien

Mutationen an Rohren

Klassifikation der unzerlegbaren Garben

Der Ausnahmefall

Realisierung der tubularen Symbole

Wurzeln und unzerlegbare Garben

i



ii INHALTSVERZEICHNIS

4.9. Moduln iiber tubularen Algebren

Anhang A. K-theoretische Invarianten
A.1. Rangfunktionen
A.2. Kanonische Basen und Invarianz des Symbols
A.3. Anstiege und Rangfunktionen
A.4. Verschiebungsautomorphismen
A.5. Die Anstiegsklassen der tubularen Gitter

Anhang B. Die Picard-Gruppe
B.1. Der Beweis von Proposition 1.2.5

Anhang C. Zahme Bimoduln
C.1. Multiplizitdtenfreie rationale Punkte
C.2. Einfache regulire Darstellungen iiber R

Anhang. Literaturverzeichnis

68

71
72
72
78
79
83

91
91

93
93
94

97



Einleitung

Diese Arbeit befafit sich mit der Charakterisierung von graduiert faktoriellen
Algebren der Krulldimension zwei, die affin sind iiber einem Korper k£, und den Aus-
wirkungen auf die Darstellungstheorie von endlichdimensionalen k-Algebren. Wir
beschrinken unsere Untersuchungen auf kommutative graduiert faktorielle Algebren.
Wir beschreiben einen Zusammenhang zwischen dem Konzept der graduierten Fak-
torialitdt und gewissen separierenden tubularen Familien von stabilen Réhren einer
endlichdimensionalen k-Algebra X.

Eine separierende tubulare Familie mody(X) ist ein Coprodukt

M

reX

aus zusammenhéngenden, einreihigen Kategorien U, sogenannten Rohren, in denen
jedes Objekt von endlicher Linge ist. Die Rohren haben nur endlich viele einfache
Objekte (die im Mund der Rohre liegen), und fast alle Rohren haben genau ein
einfaches Objekt. Réhren mit nur einem einfachen Objekt heiflen homogen. Eine
solche tubulare Familie trennt die Modulkategorie mod(X) in drei Teile mod (X),
mody(X) und mod_(X) mit folgenden Eigenschaften:

e mod, (X) enthélt alle projektiven Moduln, mod_(X) enthélt alle injektiven
Moduln;

e cs gilt Homy(mod_ (X), mody(X)) = 0, Homy (mody(X), mod, (X)) = 0 sowie
Homy(mod_(X), mod, (X)) = 0;

e jeder Morphismus f € Homg(M,N), wobei M € mod,(¥) und N €
mod_(X) gilt, faktorisiert durch eine beliebig vorgegebene Rohre U,.

In dem obigen Coprodukt ist X eine zunéchst nicht weiter bekannte Indexmenge.
Unser Ziel ist, mit Hilfe der graduierten Faktorialitdt X mit einer Geometrie auszu-
statten und diese im Detail zu untersuchen.

Algebren mit einer separierenden tubularen Familie sind Gegenstand zahlreicher
Untersuchungen. Einen Uberblick findet man in [41]. Spezialfille solcher Algebren
sind die zahm-erblichen Algebren [10, 38, 12, 11, 8] (insbesondere die zahm-
erblichen Bimodulalgebren), die versteckt-zahmen Algebren [39], die tubularen Al-
gebren [39, 21, 34|, die kanonischen Algebren [39, 18, 40]. In [32] werden die
Algebren mit einer separierenden tubularen Familie charakterisiert; es handelt sich
um die versteckt-kanonischen Algebren.

Zur Untersuchung der Indexmenge kann man bis auf einen Prozel der sogenann-
ten Einfiigung bzw. Reduktion von Gewichten annehmen, dafl die k-Algebra ¥ eine

1



2 EINLEITUNG

zahm-erbliche Bimodulalgebra, also eine k-Algebra von der Form

F 0
(3 ¢)
ist, wobei F' und G endlichdimensionale Schiefkorper iiber k sind, und M = Mg
ein Bimodul ist mit [M : G| - [M : F] = 4, so daB8 k zentral operiert. In diesem
Fall hat jedes U, genau ein einfaches Objekt, d. h. jede Rohre ist homogen. Generell
ist fiir diese zahm-erblichen Bimodulalgebren die Beschreibung der Geometrie von
X ein offenes Problem. Die Arbeiten [10, 38, 8] beschreiben diese Geometrie nur in
Teilaspekten.

Uber algebraisch abgeschlossenem Korper ist die Geometrie der Parameterkurven
der separierenden tubularen Familien sehr gut verstanden. Denn Geigle-Lenzing zeig-
ten, dafl diese Indexmengen exakt die von ihnen eingefiihrten gewichteten projektiven
Geraden X(p, A) sind [18]. Hierbei ist p eine Folge von Gewichten py,...,p; und A
eine Folge von verschiedenen Punkten Aq,...,\; auf der projektiven Geraden. Die
gewichteten projektiven Geraden sind die graduierten projektiven Spektren gewisser
graduiert faktorieller Algebren S(p, A), in denen die homogenen Primelemente alle
bekannt sind. Eine solche Algebra ist graduiert durch eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe vom Rang 1, die i. a. nicht torsionsfrei ist; sie ist genau dann torsionsfrei,
wenn die Gewichte py, ..., p; paarweise teilerfremd sind.

Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchungen ist dieser algebraisch abgeschlossene
Fall und der Zugang von Geigle und Lenzing iiber die graduiert faktoriellen Algebren
S(p, A). Hier hat S. Mori [37] folgendes gezeigt: Jede positiv Z-graduiert faktori-
elle, affine k-Algebra der Krulldimension zwei ist als graduierte Algebra isomorph
zu einer Algebra S(p, A), wobei die Gewichte in der Folge p paarweise teilerfremd
sind. Die hierbei auftretenden Eigenschaften sind zur Verallgemeinerung auf beliebi-
ge Grundkorper geeignet. Daher ist es wichtig, den Satz von Mori so auf gruppen-
graduierte Algebren auszudehnen, daf§ er fiir alle S(p, A) (d. h. mit beliebigen Ge-
wichten, die nicht notwendig paarweise teilerfremd sind) giiltig ist. Wir werden in
Theorem 1 zeigen, daf} jede durch eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang
1 graduierte faktorielle k-Algebra, die affin ist und Krulldimension zwei hat, als gra-
duierte Algebra zu einem S(p, A) isomorph ist.

Um zu zeigen, daf} eine solche graduiert faktorielle Algebra R die spezielle Form
S(p, A) hat, ordnen wir R eine nicht-singulére Kurve X zu, das graduierte projektive
Spektrum. Die Kategorie der graduierten kohérenten Garben enthélt eine durch X
indizierte tubulare Familie von stabilen R6hren. Theorem 1 wird dann, dhnlich wie
in [37], in zwei Schritten bewiesen: Zunichst untersuchen wird die sogenannte homo-
gene Situation. Dies ist der Fall, wenn alle auftretenden Réhren homogen sind. Wir
zeigen, daf} in diesem Spezialfall R schon die Z-graduierte Polynomalgebra k[X, Y]
sein muf}. Der allgemeine Fall wird dann durch sogenannte Gewichtsreduktion bewie-
sen.

In den nichsten beiden Kapiteln geht es dann um die Verallgemeinerung von
Theorem 1 auf beliebige Grundkoérper, wobei wir char k # 2 voraussetzen. Wiederum
ist das eigentliche Problem (bis auf Gewichtsreduktion bzw. -einfiigung) die Klassi-

fizierung im homogenen Fall. Wir zeigen, dafl im homogenen Fall unter der zusitz-
lichen Annahme, dafl das Geschlecht der Kurve X gleich null ist, neben £[X, Y| nur



EINLEITUNG 3

ein weiterer Typ von graduierten Algebren hinzukommt. Es handelt sich um die
durch Totalgrad graduierten Algebren k[X,Y, Z]/Q, wobei ) eine anisotrope ternire
quadratische Form iiber k ist (Theorem 5). Die Voraussetzung iiber das Geschlecht
von X ist automatisch erfiillt, wenn k algebraisch abgeschlossen ist, und ist ferner
in den Situationen, die von darstellungstheoretischem Interesse sind (Existenz von
Kippbiindeln auf X), ebenfalls erfiillt.

Die graduierten Algebren der Form k[X,Y, Z]/Q untersuchen wir im zweiten Ka-
pitel. Wir beschreiben, daf die klassische Bijektion zwischen den Quaternionenalge-
bren iiber £ und den terniren quadratischen Formen iiber k, die einer Quaternionen-
algebra deren Normform der reinen Quaternionen zuordnet, eine darstellungstheore-
tische Interpretation hat (Theorem 2):

Dazu zeigen wir, dafl die kleine praprojektive Algebra der zahm-erblichen Bi-

modulalgebra der Form
k0

mit einem Quaternionenschiefkérper F' iiber k, als graduierte Algebra isomorph zu
k[X,Y, Z]/Q ist, wobei @ die zu F' gehorige anisotrope quadratische Form ist.

Umgekehrt wird zu einer anisotropen quadratischen Form () das projektive Spek-
trum X der graduiert faktoriellen Algebra k[X,Y, Z]|/Q gebildet; dann ist der En-
domorphismenring des Auslander-Biindels A ein Quaternionenschiefkorper mit zu-
gehoriger Normform (). Das Auslander-Biindel ist der Mittelterm in der Auslander-
Reiten-Folge

welche in der Strukturgarbe O beginnt.
Dabei ist eine kleine priaprojektive Algebra einer zahm-erblichen Algebra A wie

folgt definiert ([5]): Sei L ein préprojektiver, unzerlegharer A-Modul vom Rang 1
(=Defekt —1). Dann trigt

(A, L) := @) Homa (L, 77" L)

n>0

die Struktur einer Z-graduierten k-Algebra (hierbei ist 7= = Tr D die Auslander-Rei-
ten-Translation). Sie héingt nur von dem Auslander-Reiten-Orbit von L ab, und heifit
eine kleine priprojektive Algebra von A. Fiir obiges Ar gibt es nur einen Auslander-
Reiten-Orbit von priaprojektiven Moduln vom Rang 1.

Als Anwendung kénnen wir zeigen, daf die £-Algebren von der Form

(r 7)

(wobei K eine endliche Kérpererweiterung von k& und F' ein Quaternionenschiefkor-
per iiber K ist) bis auf Dualisierung neben den Kronecker-Algebren iiber K die
einzigen zahm-erblichen Bimodulalgebren iiber k sind, die eine kommutative kleine
priprojektive Algebra besitzen, die also von der Form K[X,Y]® bzw. K[X,Y, Z]/Q
sind (Theorem 4).

Diese Resultate zeigen aber auch, dal man, anders als fiir algebraisch abgeschlos-
senen Korper, mit kommutativen graduiert faktoriellen Algebren nicht mehr alle
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separierenden tubularen Familien beschreiben kann. Um mehr zu erreichen, miifite
man das Konzept der Faktorialitdt ausdehnen auf nicht-kommutative Algebren.

Im vierten Kapitel untersuchen wir fiir nicht notwendig algebraisch abgeschlosse-
nen Korper k speziell die Darstellungstheorie der tubularen Algebren (vgl. [39, 34|
fiir den algebraisch abgeschlossenen Fall). Hier liegt eine rationale Schar von sepa-
rierenden tubularen Familien vor. Im algebraisch abgeschlossenen Fall ist bekannt,
daf alle diese tubularen Familien als Kategorien isomorph sind. Wir erhalten das
tiberraschende Resultat, da3 (von einem Spezialfall abgesehen, wo die Sachlage noch
nicht vollig geklédrt ist) iiber einer tubularen k-Algebra ¥ maximal zwei Typen von
separierenden tubularen Familien vorkommen kénnen, die jeweils eine rationale Schar
bilden, deren Indexmenge dicht liegt in der Indexmenge der rationalen Schar aller
tubularen Familien iiber . Wir illustrieren die Sachlage an zwei tubularen kano-
nischen Algebren A; und A, iiber den reellen Zahlen, die beide realisiert werden
als Kippbiindel in derselben Kategorie der graduierten kohérenten Garben coh(X),
gebildet zur graduiert faktoriellen Algebra

R=R[X,Y,Z]/(X? +Y*+ Z%;

hierbei ist R graduiert durch die von © = grad X, ¢ = gradY und 2’ = grad Z
erzeugte abelsche Gruppe mit Relationen 7 = 2y = 22. Jede dieser beiden kanoni-
schen Algebren besitzt zwei [somorphieklassen von separierenden tubularen Familien
stabiler Rohren.

Die graduiert faktorielle R-Algebra R geht durch sogenanntes Einfiigen von Ge-
wichten aus der Z-graduiert faktoriellen R-Algebra R[X,Y, Z]/(X?+Y?+ Z?) hervor,
welche die kleine priprojektive Algebra zu der Bimodulalgebra

)

ist, wobei H der Quaternionenschiefkorper iiber R ist.

Grundlegend fiir unsere Untersuchungen ist die in [32] durchgefiihrte Konstruk-
tion von Mutationen auf der derivierten Kategorie einer versteckt-kanonischen Al-
gebra Y sowie die Bildung einer Kategorie von kohirenten Garben coh(X) iiber
einer exzeptionellen Kurve X (vgl. [31]), die einer separierenden tubularen Fami-
lie mody(X) zugeordnet wird. Hierbei ist X die Parametermenge in der Zerlegung
mody(X) = [[,ex Us-

Sind nun X; bzw. X, die exzeptionellen Kurven, die den “zentralen” separieren-
den tubularen Familien der tubularen kanonischen R-Algebren A bzw. Ay zugeordnet
werden, so zeigen unsere obigen Ergebnisse, daf§ coh(X;) und coh(Xy) nicht dquiva-
lent sind, aber deriviert dquivalent, ein interessantes Phdnomen, welches zeigt, dafl
eine Kurve i. a. nicht durch ihre derivierte Kategorie bestimmt ist (dies ist ein Ge-
genbeispiel zu einer in [7] {iber algebraisch abgeschlossenem Korper gestellten Frage).

Anhang A versorgt uns mit dem nétigen K-theoretischen Unterbau. Aufbauend
auf [30] werden hier die Grothendieck-Gruppen, insbesondere die der tubularen Al-
gebren, genauer unter die Lupe genommen. Fiir die oben beschriebenen Effekte bei
tubularen Algebren zeichnet im wesentlichen die Klassifikation der Grothendieck-
Gruppen der tubularen Algebren, wie wir sie im Anhang A vornehmen, verantwort-
lich. Neben dieser Klassifikation werden auch die Indexmengen der jeweiligen ratio-
nalen Scharen in jedem der einzelnen Félle aufgelistet.
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Die u. E. besonders wichtigen Ergebnisse dieser Arbeit haben wir “Theorem”
genannt und einfach durchnumeriert. Sie befinden sich auf den folgenden Seiten:

Theorem 1 S. 8 Theorem 5 S. 27
Theorem 2 S. 20  Theorem 6 S. 49
Theorem 3 S. 20  Theorem 7 S. 59
Theorem 4 S. 21 Theorem 8 S. 68

Wenn nicht anderes gesagt wird, so bedeutet “Modul” in dieser Arbeit stets
“Rechtsmodul”.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bedanken bei Herrn Prof. Dr.
Helmut Lenzing fiir zahlreiche Anregungen und stetige Unterstiitzung. Desweiteren
gilt mein Dank dem Land Nordrhein-Westfalen, das meine Arbeit zwei Jahre lang
mit einem Graduiertenstipendium geférdert hat.






KAPITEL 1

Graduiert faktorielle Algebren, algebraisch abgeschlossener
Fall

1.1. Das Resultat

In diesem ersten Kapitel nehmen wir stets an, dafl der Grundkorper £ algebraisch
abgeschlossen ist (dies wird allerdings nur in diesem und in den Abschnitten 1.6,
1.8 eine Rolle spielen). Wir werden zeigen, daf der Begriff der graduierten Faktoria-
litdt bestens geeignet ist, die Geometrie der Indexmengen der separierenden tubula-
ren Familien der versteckt-kanonischen Algebren zu beschreiben. Ausgangspunkt der
Untersuchungen sind dabei zwei wesentliche Bestandteile:

e Geigle und Lenzing zeigen, dafl die Indexmenge der “zentralen” separieren-
den tubularen Familie einer kanonischen Algebra eine gewichtete projektive
Gerade X(p, A) ist [18]. Hierbei ist p = (p1,...,p:) eine Folge von natiirli-
chen Zahlen p; > 1 (iiblicherweise p; > 2), welche Gewichte genannt werden
und gerade die Ridnge der Ausnahmerdhren sind, und A = (Ay,..., ;) ist
eine sogenannte Parameterfolge, wobei die \; € P'(k) paarweise verschiede-
ne Elemente sind; o. E. nehmen wir A\; = co und Ay = 0 an. Die gewichtete
projektive Gerade X(p, A) ist das graduierte projektive Spektrum der gra-
duierten affinen k-Algebra

S(p,A) = k[ Xq, ..., X3]/(fay- -, fo)s

wobei
fi :Xf’i — XP 4 X (1=3,...,1)

gilt. Die Algebren sind durch eine endlich erzeugte abelsche Gruppe L(p)
vom Rang 1 graduiert, die definiert ist durch Erzeugende #,...,7; und
Relationen

P1T1 = -+ = Pty

die Graduierung kommt dann zustande, indem man grad X; = Z; setzt. Die
Gruppen L(p) sind i. a. nicht torsionsfrei; sie sind es genau dann, wenn die
Gewichte p; paarweise teilerfremd sind. Die Algebren S(p, A) sind gradu-
iert faktoriell, und die homogenen Primelemente kénnen explizit angegeben
werden [18].

e Als weiteren Ausgangspunkt haben wir den folgende Satz von S. Mori aus
dem Jahre 1977 [37], den wir hier in der Sprechweise von [18] zitieren:

SATz 1.1.1. Sei R eine positiv Z-graduierte affine k-Algebra mit Ry = k,
die graduiert faktoriell ist, Krulldimension zwei hat, und so, daf$ die Gruppe
Z erzeugt wird von der Menge aller n € Z mit R, # 0. Dann ist R als

7



8 1. GRADUIERT FAKTORIELLE ALGEBREN, ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSENER FALL

Z-graduierte Algebra isomorph zu S(p, A), wobei p = (p1,...,p:) eine Folge
paarweise teilerfremder Gewichte ist und A eine Parameterfolge. U

Aus diesen beiden Daten ergibt sich die Frage, ob und wie Moris Satz auf beliebige
Gewichtsfolgen ausgedehnt werden kann. Denn aus darstellungstheoretischer Sicht
stellt Moris Satz eine erhebliche Einschrinkung dar. In den folgenden Abschnitten
zeigen wir, dafl Moris Satz in der Tat auf beliebige Gewichtsfolgen ausgedehnt werden
kann. Dabei betrachten wir die folgende Klasse von graduiert faktoriellen Algebren:

Es sei H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang 1, und R sei eine
kommutative H-graduierte k-Algebra R = @ R;, die folgende Eigenschaften hat:

(F1): R ist graduiert faktoriell.

(F2): R hat graduierte Krulldimension zwei.

(F3): R ist eine affine k-Algebra mit Ry = k und so, da§ jede homogene
Einheit in R den Grad 0 hat; (ohne Einschrinkung) werde H vom Triger
von R erzeugt.

Graduiert faktoriell heifit, dal R graduiert integer (d. h. das Produkt zweier homoge-
ner Elemente # 0 ist # 0) und jedes homogene Element # 0 Produkt von homogenen
Primelementen ist. Unter einer affinen k-Algebra verstehen wir eine endlich erzeugte
k-Algebra.

Wir formulieren das Hauptergebnis dieses Kapitels.

THEOREM 1 ([24]). Sei k algebraisch abgeschlossen und H eine endlich erzeug-
te abelsche Gruppe vom Rang 1. Sei R eine kommutative H-graduierte k-Algebra,
die (F1)~(F3) erfillt. Dann gibt es eine Gewichtssequenz p = (p1,...,p;) und ei-
ne Parameterfolge X = (A3, ..., \;) von paarweise verschiedenen Kdérperelementen
Ai #0, so dafy H und 1(p) als Gruppen, und R und S(p, A) als graduierte Algebren
1somorph sind.

Der Beweis wird in den kommenden Abschnitten in folgender Weise gefiihrt:
Zunichst definieren wir die Klasse von graduiert faktoriellen Algebren, die wir un-
tersuchen. Einer solchen Algebra R ordnen wir eine nicht-singuldre Kurve zu und
untersuchen deren Eigenschaften. Wir stellen fest, dafl die Kategorie der koh&renten
Garben endlicher Lénge iiber dieser Kurve eine tubulare Familie ist. Dann untersu-
chen wir die sogenannte homogene Situation, in der alle R6hren homogen, d. h. vom
Rang 1, sind. Wir zeigen, da3 R dann als graduierte Algebra isomorph sein muf} zur
Polynomalgebra k[X,Y]. Zum Schluf} zeigen wir dann, wie sich der allgemeine Fall
auf die homogene Situation reduzieren 1483t.

Es sei darauf hingewiesen, dafl wir in dieser Arbeit den Begriff “homogen” in zwei
verschiedenen Bedeutungen benutzen: Manchmal ist er auf die graduierte Algebra
bezogen (homogene Elemente), an anderen Stellen wird damit eine Rohre bezeichnet,
die genau ein einfaches Objekt enthéilt. Aus dem Kontext geht aber immer hervor,
welche Bedeutung gerade zutrifft.

1.2. Die zugeordnete Kurve

Im folgenden sei H stets eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang 1 und R
eine H-graduierte k-Algebra, die kommutativ ist. Um die Bedeutung der Faktorialitét
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herausheben zu kénnen, nehmen wir an, dafl R obige Bedingungen (F2) und (F3),
aber statt (F1) nur

(N): R ist graduiert normaler Integritétsring.

erfiillt. Graduiert normal bedeutet, dafl jedes homogene Element x im graduierten
Quotientenkorper von R, welches f(x) = 0 erfiillt, wobei f € R[T] normiert ist
(und o. E. nur homogene Koeffizienten hat), schon selbst in R liegt. Die Algebra
k[X,Y,Z]/(Z? — XY) ist ein Beispiel dafiir, welches nicht graduiert faktoriell ist.
Wir werden spéter noch niaher auf dieses Beispiel eingehen. Es sei hier angemerkt,
daf alle Aussagen in diesem Abschnitt iiber beliebigem Korper richtig sind.

Ist R = k[z1,...,24] (21,..., 2, homogen, o. E. vom Grad # 0), so erzeugen die
Grade 2, ..., 7, die abelsche Gruppe H. Ist R sogar graduiert faktoriell, so kann
man 2y, ..., 2, homogen prim wéhlen.

LEMMA 1.2.1. Z},..., Z, spannen den positiven Kegel H, einer (partiellen) Ord-
nung < auf der Gruppe H auf (vertriglich mit der Gruppenstruktur), und es gilt
g < h, genau wenn Ry_, # 0.

BeEwEIs. Wir zeigen zunéchst die zweite Aussage: Es gelte ¢ < h, also gibt es
Ay ey > 0mit h—g =30 %, und es gilt 0 # 2" -...- 2% € Ry, Ist
umgekehrt 0 # r € Ry, so ist 7 Summe von Monomen in zi,..., %2, desselben
Grades, und es folgt h — g > 0.

Fiir die erste Aussage zeigen wir nur Antisymmetrie: Sei h € H mit h > 0 und
—h > 0. Dann gibt es r € Ry, s € R_, mit r, s # 0. Es ist rs € Ry eine Einheit, also
auch r selbst, und weil alle homogenen Einheiten den Grad 0 haben, folgt h =0. O

LEMMA 1.2.2. Alle Komponenten Ry, (h € H) sind endlichdimensional.

BEWEIS. Sei Hy die Torsionsuntergruppe von H und 7 : H — H/Hy ~ 7 die
kanonische Surjektion. Via 7 ist R eine Z-graduierte k-Algebra, und die Erzeuger
21y ..., 2, sind homogen, und die nullte Komponente stimmt mit Ry iiberein (denn
ist 0 #r € R, mit h € Hy, etwa t - h = 0, so ist 7 eine Einheit, also auch r, und es
folgt h = 0). AuBerdem gilt offenbar 7(H,) C Z, (o. E., andernfalls C Z_). Also ist
R eine positiv Z-graduierte endlich erzeugte k-Algebra. Sei m > 0. Dann wird R,,

erzeugt durch Monome 27" -...- 2%, mit o > 0 und ", ;7 (Z;) = m, und hiervon
gibt es nur endlich viele. Also ist R, endlichdimensional, und somit sind es auch alle
Ry, mit w(h) = m. O

Sei X = Proj”(R) das H-graduierte Spektrum von R, also die Menge aller ho-
mogenen Primideale in R, die verschieden sind vom einzigen maximalen homogenen
Ideal, welches durch zy,. .., 2z, erzeugt wird (vgl. [19, §7]). Wegen (N) und (F2) gilt

LEMMA 1.2.3. X ist eine nicht-singuldire Kurve (im graduierten Sinne, d. h. fir
alle homogenen Primideale p C R der Héohe 1 ist Ry graduiert requlir lokal). O

Sei coh” (X) (bzw. vect” (X)) die Kategorie der H-graduierten kohiirenten Garben
(bzw. Vektorbiindel) iiber X (vgl. [18] und [19, §7]). Mit O = Ox bezeichnen wir die
Strukturgarbe von X. Bezeichnet man fiir ein homogenes Element f € R\ {0} mit X/
die offene Menge aller x € X, so dal f & =z gilt, so ist also O(X;) = R[f™'] eine H-
graduierte k-Algebra, und fiir jede kohérente Garbe F ist F(X;) ein H-graduierter
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O(X;)-Modul. Dementsprechend bezeichne Homy (F,G) fiir F, G € coh”(X) den
k-Vektorraum aller homogenen Morphismen vom Grad 0. Aus (IN) folgt

LEMMA 1.2.4. Fir alle hy, hy € H gilt Homx(O(hy), O(ha)) ~ Rp,—p, - O

Sei F € coh” (X). Der Rang von F wird definiert als rk(F) = dimg, (F¢)o, wobei
& den generischen Punkt in X bezeichnet, der dem Nullideal zugeordnet ist, und K
die nullte Komponente des graduierten Quotientenkorpers ist. Ein Vektorbiindel vom
Rang 1 heif3t Linienbiindel.

Bezeichne mit Pic”(X) die Picard-Gruppe von X, d. h. die Menge aller Iso-
morphieklassen von Linienbiindeln. Die Gruppenstruktur wird durch das Tensor-
produkt geliefert. Als neutrales Element fungiert die Strukturgarbe O. Verschiebung
h + O(h) induziert einen Gruppenhomomorphismus H — Pic”(X), der immer
injektiv ist, da nach Voraussetzung jede homogene Einheit in R vom Grad null ist.

PROPOSITION 1.2.5. Die Algebra R ist genau dann graduiert faktoriell, wenn der
durch h — O(h) induzierte Homomorphismus H — Pic! (X) bijektiv ist.

Der Beweis wird im Anhang erbracht. Dort wird der Cokern vom Homomorphis-
mus H — Pic” (X) untersucht.

Faktorialitdt bedeutet also vollstdndige Kontrolle iiber die Linienbiindel. Dies ist
insbesondere auch wegen der folgenden Aussage wichtig. Wir sagen, daf§ ein Vek-
torbiindel F € vect” (X) eine Linienbiindelfiltrierung hat, falls

0=FoCFC--CF=F
existiert, wobei F; Vektorbiindel sind, so da8 die F;/F; ; Linienbiindel sind.
LEMMA 1.2.6. Jedes Vektorbiindel tiiber X hat eine Linienbiindelfiltrierung.
BEWEIS. Verlauft vollig analog zu [18, Prop. 2.6]. O

Wir kommen nun zu cohomologischen Eigenschaften der Kurve X. Es gilt
Ext’(—,—) = 0 fiir i > 1, und Ext}(—, —) liBt sich auf Homy(—, —) zuriickfiihren:

PROPOSITION 1.2.7 (Serre-Dualitét). Es gibt ein (eindeutiges) Linienbiindel
wx € Pic” X, so dap fiir alle F, G € coh™ (X) der funktorielle Isomorphismus

D Ext(F,G) ~ Homx (G, F ® wx)

qgilt.

Hierbei ist D die Dualitit Homy(—, k)

BeEwEIS. Dies ist in [15, Cor. 2.5.12] bewiesen. O

Im Fall der graduierten Faktorialitdt wird obige Formel besonders handlich. In
dem Fall gibt es ein eindeutiges w € H, dualisierendes Element genannt, so daf
wx = O(w) gilt. Bs gibt also einen in F, G € coh” (X) funktoriellen Isomorphismus

D Exty (F,G) ~ Homx(G, F(w)).

Wir geben ein weiteres, nicht notwendig graduiert faktorielles Beispiel an, in dem
man wyx berechnen kann. In spéteren Abschnitten spielen die Z-graduierten Algebren
der Form k[ XY, Z]/Q(X,Y, Z) eine wichtige Rolle, graduiert durch Totalgrad, wobei
Q(X,Y, Z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form iiber k ist. In diesem
Fall ist —1 das dualisierende Element (folgt z. B. aus [15, Cor. 2.5.11]).
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KOROLLAR 1.2.8. Die Kategorie CohH(X) enthdlt weder Projektive noch Injektive
% 0 und besitzt Auslander-Reiten-Folgen. Hat X ein dualisierendes FElement w € H,
so gibt es zu jedem F € cohH(X) eine Auslander-Reiten-Folge der Form

0 F G F(—w) —0.

Als weitere Folgerung der Serre-Dualitét ergibt sich zusammen mit Lemma 1.2.2

KOROLLAR 1.2.9. Die Kategorie coh™ (X) ist lokal-endlich, d. h. fiir alle F, G €
coh” (X) sind Homx (F,G) und Ext(F,G) endlichdimensionale k-Vektorriume. O

Es sei hier noch auf einen Zusammenhang zu graduierten Cohen-Macaulay Mo-
duln hingewiesen:

ProposITION 1.2.10 ([19, Prop. 8.3]). Die Zuordnung
F — ) Homyx (0, F(h))
heH
induziert eine Aquivalenz von Kategorien
vect” (X) — CM7(R),

wober CMH(R) die Kategorie der H-graduierten mazimalen Cohen-Macaulay Moduln
tiber R bezeichnet. O]

1.3. Linienbiindel und einfache Garben

Eine weitere Charakterisierung der graduierten Faktorialitét ist, daf jeder (abge-
schlossene) Punkt in X ein Hauptideal ist, erzeugt durch ein homogenes Primelement
in R (vgl. Anhang B). Daher korrespondieren (abgeschlossene) Punkte in X mit ho-
mogenen Primelementen in R (bis auf Assoziiertheit). Ein analoges Wechselspiel hat
man zwischen (abgeschlossenen) Punkten in X und einfachen Garben in coh” (X)
(das sind Garben # 0, die keine nicht-trivialen Untergarben besitzen), wie in den
folgenden Abschnitten gezeigt wird. Hierfiir ist die folgende Definition niitzlich.

DEFINITION 1.3.1. Sei f € Homx(L4, Ls), wobei £; und L, Linienbiindel sind.
f heilit 1-irreduzibel, falls f kein Isomorphismus ist, und aus einem kommutativen
Diagramm
f

['27
AN
c

wobei L ein Linienbiindel ist, folgt, da3 g oder h ein Isomorphismus ist.

LEMMA 1.3.2. Seien Ly, Lo Linienbindel und f € Homx(Ly, L)\ {0}. Betrachte
die exakte Sequenz

Ly

f

0 Ly Lo F 0.

Dann ist F einfach, genau wenn f 1-irreduzibel ist. Jede einfache Garbe ist von dieser
Form, d. h. Cokern einer 1-irreduziblen Abbildung (wobei Ly ~ O(h) fir ein h € H
angenommen werden kann).
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BEWEIS. (1) Sei F einfach und f = hg. Dann erhélt man das kommutative
Diagramm
f

0 Ly Loy F 0

d |
0 L~ L, F 0,
und dann ist entweder ' = 0 und somit A ein Isomorphismus, oder ' ~ F und
somit g ein Isomorphismus. Also ist f 1-irreduzibel.

(2) Sei umgekehrt f 1-irreduzibel und F — F' ein Epimorphismus. Dann erhélt
man ein kommutatives exaktes Diagramm wie in (1), und dann ist g oder h Isomor-
phismus, also 7' = 0 oder F' ~ F, und somit ist F einfach.

(3) Die letztgenannte Aussage folgt, da jede kohirente Garbe eine Auflosung
durch direkte Summen von Verschiebungen der Strukturgarbe besitzt. 0]

Es gilt
m prim = -7 l-irreduzibel = =« irreduzibel.

Ist R graduiert faktoriell, so fallen die Begriffe zusammen.

1.4. Primelemente und einfache Garben

Fiir den Rest des Kapitels sei R graduiert faktoriell, d. h. erfiille die Bedingun-
gen (F1)—(F3).

Wir setzen immer voraus, da3 R = k[, ..., m,] ist, wobei die 7; als homogen prim
und paarweise nicht-assoziiert angenommen werden konnen; seien x; € X die ent-
sprechenden Punkte und #; deren Grade. Die Gruppe H wird dann von (¥, ..., #,)
erzeugt.

Schreiben wir x € X, so meinen wir stets, dafl x ein abgeschlossener Punkt ist,
d. h. einem homogenen Primideal der H6he 1 entspricht. Zu x € X gibt es ein bis
auf Assoziiertheit eindeutiges homogenes Primelement 7, mit x = 7, R. Es gilt also
T = Ty, fir i = 1,...,n. Fiir jedes homogene r € R, r # 0, bezeichnen wir mit 7 den
Grad von r. Ist x € X| so schreiben wir ¥ = 7.

Graduierte Faktorialitdt ermoglicht eine Beschreibung der einfachen Garben in
coh” (X), wie die folgende Aussage darlegt.

PROPOSITION 1.4.1. Sei m € R\ {0} homogen. Betrachte die exakte Sequenz
0—0—=0(F) —=F —=0.

(1) F ist einfach, genau wenn m prim ist; in diesem Fall ist F einfach konzentriert
i Rm e X

(2) Jede einfache Garbe ist bis auf Verschiebung von obiger Form.

(3) Seien z, y € X, x # y, und sei S einfach und konzentriert im Punkt x. Dann
induziert Multiplikation mit 7, einen Isomorphismus S ~ S().

BEWEIS. (2) und der erste Teil von (1) folgen aus Lemma 1.3.2. Sei = der Punkt
Rr, sei y € X. Da R, graduiert lokal ist (mit maximalem homogenen Ideal 7R,),
induziert Multiplikation mit 7, einen Isomorphismus R, — R,(¥) genau, wenn
y # x, also ist S, = 0 genau fiir y # z. O
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KOROLLAR 1.4.2. Sei r € R homogen und zerfalle in ein Produkt von (nicht
notwendig verschiedenen) homogenen Primelementen ¢, ..., qs. Seien

Qi

0 @ O(q) Si 0
exakt (i =1,...,s). Betrachte

0 0 ——= O(F) F—=0.
Dann gilt: ((F) = s, und die Kompositionsfaktoren von F sind

s—1
Si, Sa(d), 83(q1+<72),...,85<2q7>.

i=1
BEWEIS. Der Fall “r = 17 folgt aus Proposition 1.4.1. Sei » > 1. Man hat das
exakte kommutative Diagramm

0 @ ofF) —=F —=0

o |

0—0(1) — O(F) —= F' —=0
S

mit ' = ¢y ---qs. Mit dem Kern-Cokern-Lemma erhélt man eine kurze exakte Se-
quenz

T

0 S F F' 0.

Nach Induktionsvoraussetzung hat F'(—¢;) die Kompositionsfaktoren &S,
S3(q2), .., Ss (Zf:_; q;), und es folgt die Behauptung. O

1.5. Die zugehorige tubulare Familie

PROPOSITION 1.5.1. Sei x € X. Dann ist die Anzahl der Isomorphieklassen ein-
facher Garben, die in x konzentriert sind, endlich; ist © & {x1,...,x,}, so ist diese
Anzahl genau 1.

Wir bezeichnen diese Anzahl mit p(z) und nennen p : X — N die Gewichtsfunk-
tion von X

BEWEIS. Seien z, y € X z # y (gibt es immer, da die Krulldimension = 2 ist),
und sei S einfach und konzentriert im Punkt x. Es ist 7 > 0, und da H Rang 1 hat,
ist H/Zj endlich. Sei H, = {h € H | § ~ S(h)} die Standuntergruppe von z (die
unabhéngig ist von der Wahl von §). Dann ist offenbar

p(x) = [H : Hy.
Aus Proposition 1.4.1 (3) folgt, dal [H : H,] endlich ist. Ist x & {z1,...,x,}, so folgt
H = H, und somit p(z) =1, da 7, ..., %, die Gruppe H erzeugen. O

PrOPOSITION 1.5.2. Sei © € X und S einfach konzentriert in x. Dann gilt
S(w) ~ §(—7).
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BEWEIS. Nach evtl. Verschieben von § erhélt man die exakte Sequenz
0— 00— 0() — S —0.

Dann ist Hom(O(%),S) # 0 und Ext'(S,0) # 0, und aus der Serre-Dualitt folgt
Hom(O, S(w)) # 0. Also erhilt man Epimorphismen O — S(—Z) und O — S(w),
und da S(—7) und S(w) beide in x konzentriert sind, folgt die Behauptung nun mit
Proposition 1.4.1. 0

KOROLLAR 1.5.3. Sei x € X und S einfach konzentriert in x. Dann
p(z) >1 <= Exty(S,S)=0.

Eine Garbe F € coh” (X) heiBt exzeptionell, wenn Ext!(F, F) = 0 und End(F)
ein Schiefkorper ist. Sei # € X und S einfach konzentriert in z. S ist also genau
dann exzeptionell, wenn p(z) > 1 gilt. In diesem Fall heifit auch z exzeptionell oder

Ausnahmepunkt. Andernfalls heiflt © bzw. S homogen oder gewdohnlich.
Sei (—, =) : Ko(X) x K¢(X) — Z die durch
([F],1G]) = dimy Hom(F,G) — dim; Ext'(F, G)
definierte Eulerform auf der Grothendieck-Gruppe von coh” (X). Eine einfache Garbe
S ist also genau dann homogen, wenn ([S], [S]) = 0 gilt.

Bezeichne mit cohg! (X) die volle Unterkategorie von coh” (X) der Garben endli-
cher Linge.

KOROLLAR 1.5.4. Sei x € X. Die einfachen Garben, die in x konzentriert sind,
bilden einen Auslander-Reiten-Orbit. Die Kategorie C, aller Garben endlicher Linge
mit Triger {x} ist eine zusammenhdngende, einreihige Kategorie. Es gilt

cohl! (X) = H Cy.
zeX

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus 1.5.2. Der Rest ergibt sich wie in [32, S 8]
aus [17, 8.3 | (vgl. auch [40, 5. Lemma 3]). O

1.6. Der homogene Fall

Wir betrachten nun die spezielle Situation, in der alle Gewichte p(z) = 1 sind (fiir
alle 7 € X). Dies bedeutet, daf§ alle Réhren in cohl/ (X) vom Rang 1, d. h. homogen,
sind. Wir nennen X bzw. R homogen. Wir werden zeigen, dafl dann schon H ~ 7
gilt und R als graduierte Algebra isomorph ist zu der durch Totalgrad graduierten
Polynomalgebra k[ X, Y].

Wir definieren den Grad einer Garbe F € coh™ (X) durch

deg(F) := ([0, [F]) — 1k(F) - ([O], [O)).
Rang und Grad liefern Linearformen
rk 1 Ko(X) — Z, deg : Ko(X) — Z
auf der Grothendieck-Gruppe.

LEMMA 1.6.1. Flir jede einfache Garbe § gilt degS = 1.
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BEWEIS. Sei § konzentriert in Rm, sei f € R homogen prim mit f ¢ Rm. Sei
U =X, eine offene Menge in X. Dann gilt (als k-Vektorrdume)

Homy (O, ) ~ Homo, (O, Sjr) =~ Homp-1)(R[f '], S) =~ So,

wobei S ein graduierter Restklassenring von R[f '] modulo einem homogenen maxi-
malen Ideal ist. Ebenso gilt

Endx(S) ~ Endgs-11(S) ~ Endg(S) ~ Sp.

Da Endx(S) ein endlichdimensionaler Schiefkérper und £ algebraisch abgeschlossen
ist, folgt wegen deg S = dimy, Homx (O, S) die Behauptung. O

Wir bezeichnen die einfache Garbe, die im Punkt x; konzentriert ist, mit S;. Wir
definieren eine Abbildung 6 : H — Z durch 6(h) = deg(O(h)) fiir jedes h € H.

LEMMA 1.6.2. Die Abbildung 6 : H — 7 ist ein Homomorphismus von Gruppen,

und es gilt
i=1 i=1

fir alle aq, .. .,ap € 7.

BEWEIS. Es geniigt, die zweite Aussage zu beweisen. Diese ergibt sich aus Be-
trachtung der exakten Folgen

0— 0% 0F) —= S —0
fiir s = 1,...,n per Induktion zusammen mit Lemma 1.6.1. 0]
Ist m € R homogen prim, so zeigt die exakte Folge
0 0 ——= O(7) S 0,

wobei S eine einfache Garbe ist, daB§ 6(7) = 1 gilt, und es folgt ¥ = #; fiir ein
ie{l,...,n}.

LEMMA 1.6.3. Es gibt i, j € {1,...,n} mit i # j und ¥; = 7;.

BEWEIS. Da #; — 75 € Kern d, gibt es my, my > 0 mit m;¥; = myZs (es gilt sogar
my = my). Da k (wegen k = k) unendlich ist, sind
T+ Ay (A E k)
unendlich viele paarweise nicht-assoziierte homogene Elemente desselben Grades. We-
gen der Faktorialitdt gibt es daher unendlich viele paarweise nicht-assoziierte homo-
gene Primelemente.

Sei 7 ein homogenes Primelement, welches zu keinem 7; assoziiert ist. 7 ist von
der Form

n
W:Zaiﬂ'i (aiEk),
i=1

also gibt es 7, j € {1,...,n} mit i # j und o, o;; # 0, und dann ist Z; = 7. O]

Wir nehmen nun ohne Einschrinkung an, dafl #; = 75 gilt. Wir betrachten die
graduierte Teilalgebra S = k[my, ms], welche isomorph zur Polynomalgebra k[X,Y]
ist, durch Totalgrad Z-graduiert.
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LEMMA 1.6.4. R st endlich erzeugter S-Modul.

BEWEIS. R/(m,ms) ist von graduierter Krulldimension null, ist also graduiert
artinsch, und daher ist das maximale homogene Ideal nilpotent. Also gibt es eine
ganze Zahl r > 0 mit (m,...,m,)" C (7w, m). Es folgt, dal R als S-Modul erzeugt
wird von “Monomen” 7{* - ... - 7%, wobei ay + -+ -+ a, < 7. O

SATZ 1.6.5. Es gelte p(x;) =1 firi=1,...,n. Dann ist R als graduierte Algebra
isomorph zur Polynomalgebra k[X,Y], welche durch Totalgrad graduiert ist.

BEWEIS. Da R ein endlich erzeugter S-Modul ist, gilt fiir jedes homogene Prim-
ideal p C R der Hohe 1, dafl das homogene Primideal p NS ebenfalls die Hohe 1 hat.

Insbesondere gilt Rm;NS = S fiir ein homogenes Primelement 7, € S (i = 3,...,n).
Da k algebraisch abgeschlossen ist, folgt ) ~ a;m + [;m mit a4, §; € k, und daher
i ~ a;m + Bime (1 = 3,...,n). Es ergibt sich R = k[m, m]. O

Eine Beweisvariante wird in Abschnitt 3.4 vorgestellt.

1.7. Reduktion von Gewichten

Die H-graduierte k-Algebra R erfiille weiterhin (F1)—(F3). Wir behandeln nun
den allgemeinen Gewichtsfall durch Zuriickfithrung auf den homogenen Fall.

Wir erinnern an die Definition der Standuntergruppe H, (z € X): Es ist H, =
{h € H|S(h) ~ S}, wobei S eine einfache Garbe ist, die in = konzentriert ist.

Ist R = @,y Ry eine H-graduierte Algebra und U C H eine Untergruppe, so
bezeichnen wir die Einschrankung €, .,; R, mit Ry; diese kann man als U-graduierte
und als H-graduierte Algebra auffassen.

PROPOSITION 1.7.1 (Reduktionslemma). Nehme p; > 1 an. Sei H' die durch

To, ..., T, erzeugte Untergruppe von H, sei R' die in Rmy reduzierte Algebra, R' =
k[t mo, ..., m,]. Dann gilt:

(1) py =min{l >0 |7, € H'} =[H : H'].

(2) H = H,,.

(3) R' = R

(4) Rfl = kﬂ'l.

(5) Die H'-graduierte Algebra R' erfillt (F1)-(F3).

Sei X' := Proj" (R'), sei ', = R'x"". Dann gilt

(6) X' =X\ {z1} U{zi}.

Sei p' + X' — N die Gewichtsfunktion von X', und seien z; € X' die zu m;
assoziierten Punkte (i =2,...,n). Dann gilt

(7) p'(2}) =1 und p'(z) = p; firi=2,...,n.

BEWEIS. (1), (2) Sei S eine einfache Garbe, die in x; konzentriert ist. Aus dem
Beweis von Proposition 1.5.1 folgt p; = [H : H,,]. Daher gilt H,, NZZ, = Zp,#,. Aus
Proposition 1.4.1 (3) folgt H' C H,,. Andererseits gilt p;#; € H': Denn aus S(p; 1) ~
S folgt auch fiir die Lokalisierung R,, die Isomorphie R, (p1#1) ~ R,,, d. h. in der
Komponente vom Grad p,#; der graduierten Algebra R,, gibt es eine Einheit. Diese
ist ein Bruch, in der Zahler und Nenner ein Produkt von Primelementen ist, die nicht
assoziiert sind zu . Es folgt p;7y € H'. Damit ergibt sich H' = H,, .
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(3) Wegen p17y € H' gilt R C Rjpr. Sei umgekehrt r in R homogen mit 7 € H'.
Es ist r = m{by ... by, wobei s, ¢ > 0 und b; homogen prim und nicht assoziiert zu
sind. Mit (1) folgt s -7 € H', also s € Zp; und somit r € R'.

(4) Sei r € Rz, r # 0. Es gibt eine Zerlegung r = mjby...b; wie im Beweis
von (3). Wegen 7, ¢ H' kann s = 0 nicht gelten. Aus (1 — s)@ = Y./, b; > 0 folgt
s=1und t=0.

(5) Fiir die graduierte Krulldimension gilt dim” R’ = 2, denn offenbar ist
dim™ R’ = dim” R', und da R endlich erzeugt als H-graduierter R'-Modul ist, folgt
dim” R' = dim” R. Zur graduierten Faktorialitit ist nur zu zeigen, da jedes homo-
gene Element m € R/, welches prim in R ist, auch prim in R’ ist. Dies folgt aber mit
denselben Argumenten wie im Beweis von (3).

(6) Nach Beweisteil (5) gilt X\ {21} C X'. Aulerdem ist 7} prim in R'. Ist
umgekehrt m € R’ homogen prim, so gilt wieder (in R) 7 = 75y ...b mit s € Nypy
und homogenen Primelementen b; € R, die nicht assoziiert zu 7 sind, also schon in R’
liegen, und es folgt 7 = 7" oder m = b; fiir ein 4. Insgesamt folgt X\ {z; }U{z]} = X.

(7) Aus 1.4.1 (3) folgt p(z}) = 1. Sei i € {2,...,n}. Die Inklusion R!, C R,,
zeigt, daB H' N Hy, O H., gilt. Aus (R,,)nr = R, folgt H' N H,, C H],. Es folgt
H'N H,, = H', und somit H'/H', ~ H' + H,,/H, = H/H,,. Z 0

KOROLLAR 1.7.2. Die (p1Z1,...,pnZn)-graduierte Unteralgebra k[z}',... 7Pn]
erfillt (F1)—(F3) und hat ein homogenes graduiert projektives Spektrum.

1.8. Beweis von Theorem 1

KOROLLAR 1.8.1. (1) Es gilt ;1@ = -+ = puip, und H ~ 1L(p), wobei p =
(P1y--sPn)-

(2) Es gibt paarweise verschiedene \; € k* mit 7" ~ 7" — \iwh? (i =3,...,n).

BEWEIS. Die Unteralgebra k[x}", 75>, ..., 7] von R ist nach 1.6.5 isomorph zu
k[ri', 78], und es gilt py@; = -+ - = p,&,. Aus Proposition 1.7.1 (1) folgt, dafl es in
H keine weiteren Relationen gibt, und daher gilt H ~ L(p). H

BEWEIS vON THEOREM 1. Wir kénnen ohne Einschriankung annehmen, daf die
Gewichte py, ..., p, sortiert sind, sodaBB p; > ps > -+ > ps > 1 =psyy = = Py,
und sei r := max{2,s}, p = (p1,...,p-) und XA = (A3,...,\,;). Dann folgt H ~ L(p)
aus Korollar 1.8.1, und R = k[ry,...nw,] ist klar. Der kanonische Epimorphismus
¢ : k[Xy,...,X,] — R, X; — m; induziert nach Korollar 1.8.1 einen Epimor-
phismus ¢ : S(p,A) — R. Die Algebren R und S(p,A) haben dieselbe graduierte
Krulldimension, und daher ist ¢ ein Isomorphismus. (]






KAPITEL 2

Auslander-Biindel und préprojektive Algebren

In diesem Kapitel sei £ ein beliebiger Korper mit char k # 2.

Der Beweis von Theorem 1 iiber algebraisch abgeschlossenem Korper wurde auf
die homogene Situation zuriickgefithrt, und dort traten nur die Polynomalgebren
kE[X,Y] auf. Dies ist iiber beliebigem Grundkorper nicht mehr richtig. Es wird im
néichsten Kapitel gezeigt, dafl unter einer Zusatzvoraussetzung, die das Geschlecht
der Kurve X betrifft, neben den Polynomalgebren k[X,Y] nur die Z-graduierten
Algebren der Form k[ XY, Z]/Q(X,Y, Z) auftreten, wobei () eine anisotrope ternire
quadratische Form iiber £ ist. Diesen Typ von Algebren werden wir in diesem Kapitel
genauer untersuchen.

Wir zeigen, daf} sich die klassische Bijektion zwischen ternéren quadratischen For-
men und Quaternionenalgebren (die einer Quaternionenalgebren deren Normform der
reinen Quaternionen zuordnet ([42, Ch. 2, 11.9], ferner [46], [1])) darstellungstheo-
retisch interpretieren 14f8t, indem man das sogenannte Auslander-Biindel untersucht,
welches der Mittelterm einer speziellen Auslander-Reiten-Folge ist, sowie die soge-
nannte kleine priprojektive Algebra zu einer speziellen zahm-erblichen Bimodulalge-
bra (vgl. auch [9], [8] fiir verwandte Resultate). Die Indexmenge der separierenden

tubularen Familie iiber dieser Bimodulalgebra wird durch das projektive Spektrum
einer Algebra der Form k[X,Y, Z]/Q beschrieben.

2.1. Formulierung der Hauptergebnisse

Um die Hauptergebnisse dieses Kapitels formulieren zu kénnen, benétigen wir
einige Begriffe. Es sei R = k[X,Y, Z]/Q, wobei ) eine nicht-ausgeartete ternére qua-
dratische Form iiber k ist. Eine ternéire quadratische Form heif3t anisotrop, falls sie
keine nicht-trivialen Nullstellen in k* hat. Der Zusammenhang zur graduierten Fakto-
rialitéit ist durch einen Satz von Samuel ([16, 11.5]) gegeben. Demnach ist die Algebra
R genau dann graduiert faktoriell, wenn die quadratische Form () anisotrop ist; im
nicht-faktoriellen Fall ist die Divisorenklassengruppe von der Ordnung zwei (anders
ausgedriickt: es gibt zwei Verschiebungsklassen von Linienbiindeln). Wir werden fiir
diesen Satz einen darstellungstheoretisch orientierten Beweis liefern.

Sei X das projektive Spektrum von R und coh(X) die Kategorie der kohérenten
Garben iiber X (wie bisher im graduierten Sinn). Wir nennen den Mittelterm der in
der Strukturgarbe O beginnenden Auslander-Reiten-Folge

(2.1.1) n: 0 0= A= 0(1) 0

das Auslander-Biindel.
Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und L ein unzerlegbarer, priaprojektiver A-
Rechtsmodul vom Rang 1 (= Defekt —1 in der Terminologie von [10]). Dann induziert
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die Auslander-Reiten-Translation 7= = TrD auf
(A, L) = @) Homa (L, 7 "L)
n>0

die Struktur einer Z-graduierten k-Algebra (vgl. [5]; fiir einen anderen Zugang zu
praprojektiven Algebren siehe [13]). Wir nennen II(A, L) eine kleine préaprojektive
Algebra von A; sie hingt nur von der Auslander-Reiten-Bahn von L ab.

Wir betrachten nun einen Spezialfall: Sei F' = (“Tb) eine Quaternionenalgebra

iiber k, also die k-Algebra in zwei Erzeugern i, j mit den definierenden Relationen
i2 =a, j2 - ba ij - _jia

wobei a, b € k* gilt. Dann ist F' entweder ein Schiefkérper oder isomorph zur Ma-
trixalgebra My (k) (vgl. [26, Ch. 3, 2.7]). Im ersten Fall sei Ap die zahm-erbliche

. k0 kE 0
Bimodulalgebra (F 7)o 2k

k. In jedem der beiden Fille sei P der projektive Ap-Rechtsmodul (£ 0) vom Rang
1, und sei II(F) = TI(AF, P).

Die Hauptergebnisse des Kapitels sind Theoreme 2, 3 und 4, deren Beweis den
Rest des Kapitels einnehmen wird.

THEOREM 2 ([25]). Sei k ein Kérper mit char k # 2.

(1) Ist Q eine anisotrope terndre quadratische Form dber k, dann ist der Endo-
morphismenring des Auslander-Biindels A ein Quaternionenschiefkéorper iber k.

(2) Ist F = (“];b) ein Quaternionenschiefkirper tiber k, so ist die kleine prdipro-
jektive Algebra TI(F) als Z-graduierte Algebra isomorph zu k[X,Y,Z]|/Q, wobei
Q = —aX? - bY? +abZ? anisotrop idiber k ist.

(3) Die Zuordnungen @ +— End(A) und F +— TI(F) aus (1) und (2) induzieren
zueinander inverse Abbildungen zwischen den Ahnlichkeitsklassen von anisotropen
terndren quadratischen Formen tber k und den Isomorphieklassen von Quaternion-

enschiefkorpern diber k.

im zweiten Fall sei Ap die Kronecker-Algebra iiber

Hierbei heiflen zwei (ternire) quadratische Formen @; und Qs kongruent [44,
§ 71] (Q ~ Qy), falls es ein P € GL3(k) gibt mit Q(v) = Qz(Pv) fiir alle v € k?,
und dhnlich (Q1 ~ Q2), falls es ein a € k* gibt mit Q1 ~ aQs.

THEOREM 3 ([25]). Sei k ein Korper mit char k # 2. Sei Q) eine nicht-ausgeartete
terndre quadratische Form iber k. Dann ist O ® A ein Kippbiindel in coh(X), wobei
A das Auslander-Biindel ist. Weiter gilt:

(1) A ist unzerlegbar genau dann, wenn @Q anisotrop ist; ist dies der Fall, so ist

der Endomorphismenring von O @& A die zahme erbliche Algebra <1]; g), wobei F

ein Quaternionenschiefkorper diber k ist.

(2) Falls A zerlegbar ist, so gibt es ein Linienbindel L mit A = L & L und
End(L) = k, und der Endomorphismenring des Kippbiindels O® L ist die Kronecker-
Algebra tber k.

Als Anwendung werden wir die folgende Charakterisierung kommutativer prapro-
jektiver Algebren beweisen. Zur Definition von zahmen Bimoduln und ihrem Typ
vgl. [10] bzw. Anhang C. Fiir eine Z-graduierte Algebra R = €, ., R, bezeichnen

wir mit R die Z-graduierte Algebra @, ., Ray.

neZ
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THEOREM 4 ([25]). Sei k ein Kérper mit chark # 2. Sei A eine zahm-erbliche
1\1; g . Sei P ein projektiver A-Rechtsmodul vom Rang 1. Dann
ist die kleine praprojektive Algebra

I1(P) = II(A, P) = @) Hom, (P, 7" P)

n>0

Bimodulalgebra

kommutativ genau dann, wenn es eine endliche Korpererweiterung K von k gibt, so
daf$ als Z-graduierte Algebren entweder

(1) II(P) ~ K[X,Y, Z]/Q, wobei Q eine anisotrope ternire quadratische Form
iiber K von der Gestalt —aX? —bY? + abZ? (a, b € K*) ist und

(a) K~ F, G~ (“[’(b) und M ~ G ist vom Typ (1,4), oder

(b) K ~G, F ~ (%) und M ~ F ist vom Typ (4,1);
oder

(2) II(P) ~ K[X,Y]® wobei K ~ F ~ G, M ~ K® K vom Typ (2,2) und A
die Kronecker-Algebra tiber K ist.

2.2. Das Auslander-Biindel

Wir behalten die Notation des vorherigen Abschnitts bei. Insbesondere ist
Q = Q(X,Y,Z) eine nicht-ausgeartete ternire quadratische Form i{iber & und
R =K[X,Y, Z]/Q(X,Y, 7).

Die Nicht-Ausgeartetheit von @ ist dquivalent dazu, dafl R eine isolierte Singu-
laritét ist, was genau dann der Fall ist, wenn R ein normaler Integritdtsbereich ist
(vgl. [47, Ch. 14], auch zum Zusammenhang zu Auslander-Reiten-Folgen).

Insbesondere ist R also graduiert normal und erfiillt die Bedingungen (IN), (F2)
und (F3) aus dem ersten Kapitel. Man kann (nach einer nicht-singuléren, homogenen
linearen Substitution der Variablen, vgl. [26, p. 2]) annehmen, da3 @) von der Form
aX? + bY? + ¢Z? ist, wobei (wegen der Nicht-Ausgeartetheit) a, b, ¢ Elemente aus
k\ {0} sind.

Da R von Elementen des Grades 1 erzeugt wird, ist die Kategorie der ungraduier-
ten kohédrenten Garben iiber X (wie in [22]) dquivalent zur Kategorie der graduierten
koh&renten Garben, wie wir sie hier betrachten. Daher erhélt man auch

LEMMA 2.2.1 (Homogenitét). Fir jede einfache Garbe S gilt S(n) ~ S fiir jedes
n € Z, bzw. (was dasselbe ist) Exty(S,S) # 0. O

In Abschnitt 1.6 hatten wir den Grad einer kohédrenten Garbe definiert. Dort war
die zugrundeliegende Algebra graduiert faktoriell, und es galt die Formel deg(O(n)) =
n fiir alle n € Z. In diesem Abschnitt wird nun der Grad fiir eine kohérente Garbe de-
finiert, wobei R auch nicht-faktoriell sein kann. Damit die genannte Formel weiterhin
gilt, mufl man mit dem Faktor % normieren. Setze

1 1
des(F) = 1 (0, F) — - 1k(F)
fiir jedes F € coh(X), und bezeichne die induzierte Linearform auf der Grothendieck-

Gruppe in die Gruppe %Z ebenfalls mit deg.
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Fiir jedes Vektorbiindel F # 0 hat man den Anstieg u(F) = Cig((}.f)). Diesbeziiglich
kann man Stabilitdt und Semistabilitéit erkléren: Ein Vektorbiindel F # 0 heifit stabil
(bzw. semistabil), falls fiir jedes Vektorbiindel G # 0 mit G & F die Beziehung
w(G) < u(F) (bzw. u(G) < u(F)) gilt. Da die dualisierende Garbe negativen Grad

hat (vgl. Abschnitt 1.2), folgt

LEMMA 2.2.2 (Stabilitét). Jedes unzerlegbare Vektorbiindel ist stabil. Insbesonde-
re hat jedes unzerlegbare Vektorbiindel einen Schiefkérper als Endomorphismenring
und hat aufSerdem keine Selbsterweiterungen.

BEWEIS. Geigle-Lenzing [18, Prop. 5.2 + 5.5]. O

Sei k der algebraische Abschlufl des Korpers k. Wir bezeichnen den Proze des
Tensorierens mit k iiber k als Skalar-Erweiterung. Es sei X = X x, k und R =
Reyk=k[X,Y,Z]/Q.

Sei = : coh(X) — coh(X) der Funktor mit F + F = F®k. Es gibt immer einen
kanonischen Isomorphismus Hom(F, G) @ k — Hom(F, G) (fiir alle F, G € coh(X)).

Wir wiederholen einige bekannte Fakten iiber Quaternionenalgebren. Eine Qua-
ternionenalgebra (‘%b) ist immer eine vierdimensionale zentraleinfache k-Algebra
mit k-Basis 1, i, j, ij. Umgekehrt ist jede vierdimensionale zentraleinfache k-
Algebra isomorph zu einer Quaternionenalgebra [42, Ch. 8, 6.5]. (aTb) ist genau
dann ein Schiefkdrper, wenn die assoziierte Normform (der reinen Quaternionen)
—aX? — bY? + abZ? anisotrop iiber k ist [42, Ch. 2, 11.10+11.14]; andernfalls ist

(%) isomorph zum vollen 2 x 2 Matrixring Ma (k).

PROPOSITION 2.2.3. (1) Es gilt Endx(A) ®, k ~ Endg(A) ~ My(k), also ist
Endx(A) eine Quaternionenalgebra iber k.

(2) Angenommen, das Auslander-Biindel A ist zerlegbar. Dann gibt es ein Lini-
enbindel L € coh(X) mit End(L) =k, so dafi A= L& L gilt. Jedes Linienbiindel in
coh(X) ist isomorph zu O(n) oder L(n) fir ein n € Z.

(3) Das Auslander-Biindel A ist unzerlegbar genau dann, wenn R graduiert fak-
toriell ist.

BEWEIS. (1), (2) Mit Skalar-Erweiterung erhilt man R ~ k[X,Y,Z]/(Z* —
XY) ~ k[X,Y]?, und deshalb coh(_X) ~ coh(P;(k)). AuBerdem zeigt Skalar-

)
Erweiterung Endy(A) ®;, k ~ Endg(A), und angewendet auf die Auslander-Rei-
ten-Folge 7 in (2.1.1) erhélt man eine nicht-aufspaltende exakte Folge

7: 0 0——A—0(1) —=0.

Wegen dimy; Ext(O, O(1)) = 1 ist 77 auch eine Auslander-Reiten-Folge. In coh(P; (k)
gilt A = N'@ N fiir ein Linienbiindel N € coh(P; (k)), und es folgt End(A) ~ M, (k).
Die letzte Behauptung in (1) folgt aus [26, Ch. 3,1.1].

Sei A zerlegbar. Dann gibt es Linienbiindel £; und £y mit A ~ £; & L,. Man
erhilt £, ~ L,, insbesondere Hom (L, L) ® k ~ Hom(L;,L;) # 0 und daher
Hom(Ly, L5) # 0. Skalar-Erweiterung bewahrt Rang und Grad, insbesondere den
Anstieg p. Es folgt (L) = u(Ls), also £y ~ L, wegen Stabilitét.
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Ist M ein Linienbiindel in coh(X), so ist u(M) € 1Z, und M ist isomorph zu
O(n) oder N (n) fiir ein n € Z. Obige Argumente zeigen M ~ O(n) oder (nur wenn
A zerlegbar ist) M ~ L(n) fiir ein n € Z.

(3) Sei A unzerlegbar. Nach obigen Argumenten ist jedes Linienbiindel isomorph
zu O(n) fiir ein n € Z. Dann ist R graduiert faktoriell (vgl. 1.2.5). Ist umgekehrt R
graduiert faktoriell und A zerlegbar, so zerlegt sich A in O(n) & O(m), und dann
folgt 0 < n,m < 1, Widerspruch. O

PROPOSITION 2.24. T = O @ A ist ein Kippbindel.

BEWEIS. Aus ;(0) = 0 und u(A) = L folgt mit Serre-Dualitéit und aus Stabi-
lititsgriinden leicht Ext'(7,7) = 0.

Sei C eine volle Unterkategorie von coh(X), die O und A enthilt, und die mit
zwei Termen einer kurzen exakten Sequenz auch den dritten Term enthélt und ab-
geschlossen ist gegen direkte Summanden. Es geniigt zu zeigen: C = coh(X). Es ist
auch O(1) € C. Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) A unzerlegbar. Dann ist R graduiert faktoriell, und jedes Primelement in R;
induziert durch Bildung des Cokerns der zugehorigen Multiplikation eine einfache
Garbe &' (vgl. 1.4.1). Wegen der Homogenitét von S’ folgt, dal auch alle O(n) (n €
Z) in C liegen. Da alle einfachen Garben Cokerne von Monomorphismen zwischen
Linienbiindeln sind (nach 1.4.1), ist dann auch jede einfache Garbe in C.

(2) A= L& L. Dann ist L € C. Es gibt ein f € Hom(O, L), f # 0. Dann ist f 1-
irreduzibel, also ist der Cokern S von f einfach, und § € C. Wegen der Homogenitét
folgt dann L£(1) € C. Ebenso ist Hom(£, O(1)) # 0. Nimmt man hieraus einen
Monomorphismus, so ist der Cokern einfach, und wegen Homogenitét folgt O(2) € C.
Induktiv folgt so, da8 O(n), L(n) € C fiir alle n € Z gilt, also sind alle Linienbiindel in
C. Da alle einfachen Garben Cokerne von Linienbiindeln sind, sind auch alle einfachen
Garben in C. O

Wir notieren einfache Folgerungen. Sei £ ein unzerlegbarer direkter Summand
von A (also & = A oder £ = L).

KOROLLAR 2.2.5. O & € ist ein Kippbiindel. O]
KOROLLAR 2.2.6. Ko(X) = Z[O] & Z[€]. O

KOROLLAR 2.2.7. O und & sind bis auf Verschiebung die einzigen unzerlegbaren
Vektorbiindel. O]

BEWEIS. Ist F ein unzerlegbares Vektorbiindel, so gibt es ein n € Z, so daf
0 < u(F(n)) < 1 gilt. Zu zeigen geniigt daher: Sind Fi,..., F; paarweise nicht-
isomorphe unzerlegbare Vektorbiindel mit Anstieg 0 < uF; < 1, so gilt t < | Ko(X)]
(= 2): Man kann pF; < pF, < --- < pF; annehmen. Wegen

D Ext' (%, %;) ~ Hom(F;, Fi(=1)) = 0
gilt
(F:, F;) = dim Hom(F;, F).

Sei i < j. Dann gilt (F;, F;) = 0: Falls uF; < pFj, so ist dies klar; sind die Anstiege
gleich, so sind F; und F; einfache Objekte in der Unterkategorie des entsprechenden
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Anstiegs, und (F;, ;) = 0 folgt dann aus dem Lemma von Schur. Daraus ergibt sich
leicht die lineare Unabhéngigkeit der Klassen [F], ..., [F]. O

2.3. Die kleine priaprojektive Algebra

PROPOSITION 2.3.1. Sei R = k[X,Y,Z]/Q, wobei Q eine nicht-ausgeartete
terndre quadratische Form fdber k ist, und sei F' der Endomorphismenring des
Auslander-Biindels A. Dann sind R und II(F) isomorph als Z-graduierte Algebren.

BEWEIS. Sei A = Ap, und sei 7 = O @& £ das Kippbiindel aus dem vorherigen
Abschnitt. Dann ist End(7) = A, Hom(7,0) = P, und aus der Kipptheorie erhélt
man eine volle Einbettung

Hom(7,—) : add{7™"T | n > 0} — mod(A),
welche Auslander-Reiten-Translationen bewahrt. Dann folgt

R ~ @ Homy(0, O(n)) ~ ) Hom, (P, 77"P) = II(F).

OJ

KOROLLAR 2.3.2. Sei (Q eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form tiber k
und R = k[X,Y, Z]/Q. Dann ist R graduiert faktoriell, genau wenn @ anisotrop ist.

BEWEIS. “==" Ist @ isotrop, so ist Q@ ~ Z? — XY, also R ~ k[X,Y, Z]/(Z? —
XY) ~ k[X?, XY, Y?], welche nicht graduiert faktoriell ist, da X2, Y2 und XY irre-
duzibel, aber X2Y? = (XY)? zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible Elemente
sind.

“~=" Sei R nicht graduiert faktoriell. Sei F' der Endomorphismenring des
Auslander-Biindels. Dann ist Ap die Kronecker-Algebra iiber k. Aus 2.3.1 erhilt
man R ~ k[X,Y]® ~ k[X,Y, Z]/(Z% — XY), also ist Q ~ Z> — XY isotrop. O

Aus 2.3.2 und 2.2.3 erhdlt man einen neuen Beweis fiir den Satz [16, 11.5] von
Samuel. Die néichste Aussage ist entscheidend fiir den Beweis von Theorem 2.

PROPOSITION 2.3.3. Sei R = k[X,Y,Z]/Q, wobei Q eine nicht-ausgeartete
terndre quadratische Form fdber k ist, und sei F' der Endomorphismenring des
Auslander-Biindels A. Falls Q ~ —aX? — bY? 4+ abZ?, s0 ist F ~ (“Tb)

BEWEIS. Der isotrope Fall ist trivial. Wir nehmen also an, dafl ) anisotrop ist.
Nach 2.2.3 ist F" eine Quaternionenalgebra, etwa F' ~ (%), i2=ad,j?=V,ij = —ji.

Nach 2.3.2 und 2.2.3 ist A unzerlegbar. Betrachte die Auslander-Reiten-Folge
0—A—O0(1)® — A(1) — 0,

wobei f aus den Komponenten f; = v, fo = vi, f3 = vj, fy = vij besteht (u
und v sind die Morphismen in der Auslander-Reiten-Folge 1 aus (2.1.1)). Sei M =
Hom(A, O(1)), N = Hom(O(1),.A(1)) und *M das k-Dual von M, und sei ¢1, ¢,
03, ¢4 € *M die Dualbasis von fi, fo, f3, fs € M. Sei 0 : "M — N die kanonische
Einbettung wie in [13]. Nach [13] sind o(¢1), o(¢2), o(d3), o(¢s) die Komponenten
von h, und es gilt

> o(gi)fi = 0.

=1
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Betrachte die k-Basis g1 = u(l), g» = i(1)u(l), g5 = j(1)u(l), g« = ij(1)u(l)
von N (hierbei bezeichnet f(1) den Morphismus in Hom(F(1),G(1)), der zu f €
Hom(F,G) assoziiert ist; wir schreiben manchmal auch einfach f statt f(1)). Sei
r = viu, y = vju, z = viju € Hom(O,0(1)) = Ry. Wir zeigen R =
klz,y, 2] ~ k[X,Y,Z]/(~d'X? = ¥'Y? + a'b' Z). Hieraus wird (%2) ~ (%2) und
daher die Behauptung folgen. Es geniigt zu zeigen, dafl eine Relation (&hnlich zu)
—a'z®> — b'y? + d'V'2* = 0 gilt (als Morphismen gilt 22> = z(1)z etc. nach unserer
Konvention). Seien «;; € k, so dafl ¢g; = z§:1 @ijo(¢;). Dann gilt a;; = o7 (g;)(f;).
Fiir alle f € M, g € N, h € End(A) gilt

o (h(1)g)(f) = o (9)(fh).
Im folgenden konnen wir ohne Einschrinkung a;; = 1 annehmen. Es ergibt sich
damit, da§ A = («;;) und die Inverse A~ = (3;;) die folgende Gestalt haben

I« B vy ab  —al —a'ﬂ ol
a | a -y —dp 4l Lf—-at ¥ v =p
I b’ ba |~ Cd | -dp -y a «
v df =ba —dV y I6] —a -1
mit d = a't' — oV — f%d' + 4% = 5[Vl + ab/i+ Bd'j + 7ij| # 0 (da @ anisotrop

ist [26, Ch. 3, 2.4]). Wir erhalten

4 4 4
o(¢i) fi=v(1) <Z dﬁijgjfi>u(;)v(1) <Z dﬂijgjfi>u =Va* +dy* - 27,

1,7=1

0=d-

i=1 1,j=2
wobei die Gleichheit (x) wegen vu = 0 folgt. Multiplikation mit —a'd’ liefert nun die

Behauptung. O

Ein &hnliches Ergebnis wurde in [4] mit véllig anderen Mitteln erzielt.

2.4. Beweise der Hauptergebnisse
Wir haben nun alle Mittel beisammen, um Theoreme 2—4 beweisen zu kénnen.

BEWEIS VON THEOREM 2. (1) Folgt aus den Sitzen 2.2.3 und 2.3.2.

(2) Folgt aus den Sétzen 2.3.1 und 2.3.3.

(3) Seien @ und @ ternéire quadratische Formen iiber k. Die Z-graduierten
k-Algebren k[X,Y, Z]/Q und k[X,Y,Z]/Qy sind offenbar genau dann isomorph,
wenn (1 und @5 dhnlich sind. Jede (nicht-ausgeartete) terniire quadratische Form
ist dhnlich zu einer der Gestalt —aX? — bY? + abZ?. Zwei quadratische Formen
—aX?—bY?+abZ? und —a' X? —0'Y? + a'b' Z? sind dhnlich, genau wenn sie kongru-
ent sind, und dies gilt, genau wenn die Algebren (“Tb) und (“’;cb') isomorph sind [42,
Ch. 2, 11.9]. Also induzieren die Zuordnungen ) — End(A) und F — II(F) Abbil-

dungen auf den Klassen, und nach 2.3.1 und 2.3.3 sind diese zueinander invers. [

BEWEIS vON THEOREM 3. Folgt aus den Sétzen 2.2.3, 2.2.4 und 2.3.2. 0]

BEWEIS VON THEOREM 4. Angenommen, R := II(P) ist kommutativ. Sei K :=
End(P) = Ry. Dann ist R eine kommutative, positiv Z-graduierte K-Algebra. R ist
auBerdem endlich erzeugt als K-Algebra: Da jeder Morphismus f € Hom (P, 77"P)\
{0} (n > 0) eine Summe von Kompositionen von irreduziblen Morphismen zwischen
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unzerlegbaren A-Rechtsmoduln ist, welche notwendig praprojektiv sind, erhalten wir
R = K[R;] wegen der speziellen Gestalt der priaprojektiven Komponente von A, und
Ry ist dreidimensional {iber K. Da jeder Morphismus # 0 zwischen priprojektiven
A-Moduln vom Rang 1 ein Monomorphismus ist, ist R graduiert integer. Sei X =
Proj(R) das projektive Spektrum von R. Nach [28, 4.10] und [19, 8.1] ist R graduiert
Cohen-Macaulay, und nach [19, 7.3]
mod”(R) N mod”(TT(A))
modZ(R) ~ modZ(TT(A))’
wobei II(A) = ,,, Homy (A, 77"A) die priaprojektive Algebra ist, die zum Auslan-
der-Reiten-Orbit von A gebildet wird. Aulerdem zeigt dies:
(1) Ist M vom Typ (1,4) bzw. (4,1), so sind alle Linienbiindel in coh(X) von
der Form O(n) (n € Z);
(2) ist M vom Typ (2,2), gibt es zwei Verschiebungsklassen von Linienbiindeln
in coh(X).

Mit [5] folgt, daB R von graduierter Krulldimension zwei ist, und ferner, daf
mod”(R,) eine erbliche Kategorie ist, wobei R, die graduierte Lokalisierung von R im
abgeschlossenen Punkt z € X ist. Deshalb ist jede Lokalisierung R, ein graduierter
Dedekindring, insbesondere ein graduiert normaler Ring. Daher ist auch R selbst
graduiert normal (vgl. [16, 4.1]).

Wegen dimg R; = 3 und dimg Ry = 5 erhalten wir R ~ K[X,Y, Z]/Q, wobei Q)
eine quadratische Form iiber K ist. Da R graduiert normal ist, ist ) nicht-ausgeartet.
Im Fall (1) ist R graduiert faktoriell, d. h. @) ist anisotrop. Im Fall (2) ist R nicht
graduiert faktoriell, d. h. Q ist isotrop, also R ~ K[X,Y, Z]/(Z? - XY) ~ K[X,Y]®.
Der Satz folgt nun aus Theorem 2 und Theorem 3. OJ

coh(X) ~



KAPITEL 3

Graduiert faktorielle Algebren, allgemeiner Fall

3.1. Die Charakterisierung

In diesem Kapitel sei k£ ein beliebiger Kérper. Um technische Schwierigkeiten im
Umgang mit quadratischen Formen zu vermeiden, nehmen wir stets an, dafy char k£ #
2 gilt.

Wir zeigen, wie das Hauptergebnis aus dem ersten Kapitel ausgedehnt werden
kann. Uber algebraisch abgeschlossenen Korper k verlief die Beschreibung in vielerlei
Hinsicht optimal:

(1): Alle kommutativen graduierten Algebren, die (F1)—(F3) erfiillten,
konnen klassifiziert werden;

(2): Alle homogenen Primelemente in diesen Algebren kénnen explizit angeben
werden,;

(3): Es konnen iiber dem Grundkérper die Geometrien der Indexmengen sdmt-
licher separierender tubularer Familien durch graduiert faktorielle Algebren
kontrolliert werden.

Uber beliebigem Korper werden wir solche Ergebnisse nicht erzielen kénnen. Die
Punkte (1) und (2) sind von gleicher Schwierigkeit und héngen stark von der Arith-
metik des Grundkorpers ab. Im algebraisch abgeschlossenen Fall war ja die genaue
Kenntnis der homogenen Primelemente in der Polynomalgebra k[ X, Y] entscheidend.
Jedoch ist es aussichtslos, solche Kenntnisse iiber beliebigem Korper zu bekommen.

Dennoch gelingt es, unter einer Zusatzvoraussetzung, die das Geschlecht der Kur-
ve X betrifft, in der homogenen Situation eine Klassifikation wie in (1) vorzuneh-
men. Es treten ndmlich neben den Polynomalgebren k[X, Y] genau die Algebren der
Form k[X,Y, Z]/Q(X,Y,Z) auf, wobei Q(X,Y,Z) eine anisotrope ternire quadra-
tische Form iiber k ist. Dies erlaubt auch, iiber reell abgeschlossenem Korper alle
auftretenden graduiert faktoriellen Algebren explizit anzugeben.

Punkt (3) 148t sich iiber beliebigem Grundkérper, auch mit der genannten Zu-
satzvoraussetzung, nicht mehr realisieren. Denn es wird aus den Ergebnissen dieses

Kapitels (vgl. 3.2.2) folgen, daf z. B. die reelle Bimodulalgebra <C$@ (8) nicht

durch eine kommutative Algebra, die (F1)—(F3) erfiillt, realisierbar ist. Dazu miifite
man den Begriff der Faktorialitdt ausdehnen auf nicht-kommutative Algebren, was
in dieser Arbeit nicht unternommen wird.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels wird die folgende Aussage sein. Der Beweis
und die Erlauterung der Begriffe werden in den folgenden Abschnitten geliefert.

THEOREM 5 ([25]). Sei k ein Kdrper mit chark # 2 und H eine endlich er-
zeugte abelsche Gruppe vom Rang 1. Sei R eine H-graduierte homogene faktorielle
k-Algebra. Dann sind dquivalent:

27
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Das Geschlecht der Kurve X st null.
Die Kategorie vect™ (X) ist von rk-beschrinktem Darstellungstyp.

(1)
(2)
(3)
(4)

H ~7, R=k[Ry], und der Typ & der Kurve X ist 1 oder 2.
H ~ 7, und als graduierte Algebren gilt entweder
(a) R ~ k[X,Y], die Polynomalgebra graduiert durch Totalgrad, oder

(b) R ~ k[X,Y,Z]/Q(X,Y, Z), graduiert durch Totalgrad, wobei Q(X,Y,7)
eine anisotrope quadratische Form diber k ist.

Offen muf hier bleiben, ob mit den Voraussetzungen des Theorems die Bedingung,
daf} das Geschlecht null ist, schon automatisch folgt. Jedoch ist sie dquivalent zu der
Existenz eines Kippbiindels in coh” (X) (siehe 3.4.3), und in den darstellungstheore-
tischen Situationen, die wir untersuchen wollen (versteckt-kanonische Algebren, d. h.
Algebren mit separierender tubularer Familie), gibt es immer Kippbiindel ([32]).
Ferner ist sie automatisch erfiillt, wenn k algebraisch abgeschlossen ist.

Ferner werden wir beschreiben, wie man aus diesem speziellen Typ graduiert
faktorieller Algebren durch sogenanntes Einfiigen von Gewichten weitere gradu-
iert faktorielle Algebren R konstruieren kann, die (F1)—(F3) erfiillen. Wir werden
die Grothendieck-Gruppe von coh”(X) beschreiben und zeigen, daf mittels einer
Kippbiindelkonstruktion wie in [32] R eine kanonische Algebra ([40]) zugeordnet ist.

In diesem Kapitel sei, falls nichts anderes gesagt wird, H eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe vom Rang 1 und R eine kommutative H-graduierte k-Algebra, die
die Bedingungen (F1)-(F3) erfiillt. Sei X = Proj”(R) das graduierte projektive
Spektrum von R. Wir interessieren uns hier in erster Linie fiir den Fall, daf} fiir die
Strukturgarbe Ext (O, O) = 0 gilt. Wir machen aber zunichst diese Einschrinkung
nicht.

Wir nehmen wieder R = k[m,...,m,] an, wobei die m; homogen prim und paar-
weise nicht-assoziiert sind, z; € X seien die entsprechenden Punkte vom Gewicht
pi = p(x;), Z; deren Grade und S; einfache Garben, die in x; konzentriert sind.

3.2. Homogene faktorielle Algebren

Sei H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang 1 und R eine H-graduierte
k-Algebra, die die Bedingungen (F1)—(F3) erfiillt. Wir betrachten die folgende Zu-
satzbedingung.

(Homogenitét): Fiir alle € X gilt p(z) = 1.
Ist dies erfiillt, so nennen wir R kurz eine (zweidimensionale) homogene faktori-

elle Algebra. Uber algebraisch abgeschlossenem Korper ist nur die durch Totalgrad
graduierte Polynomalgebra homogen faktoriell (Satz 1.6.5).

PROPOSITION 3.2.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) R ist homogen faktoriell.

(2) Fiir alle einfachen Garben S gilt Ext*(S,S) # 0.

(3) Fiir je zwei nicht-isomorphe einfache Garben Sy und S, gilt Ext'(S;,S,) = 0.
(4) Fiir jede einfache Garbe S gilt Hom(O,S) # 0.

(5) Fliir jede einfache Garbe S gilt ([S],[S]) = 0. O

Fiir den Rest dieses Abschnittes sei R eine homogene faktorielle Algebra.
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LEMMA 3.2.2 (Multiplizitdtenfreiheit). Sei S eine einfache Garbe. Dann gilt

dim;, Hom(O, S)

=1

BEWEIS. Dies wird bewiesen wie in 1.6.1. [l

DEFINITION 3.2.3. ¢(X) = dimy Ext} (O, O) heifit das Geschlecht von X, oder
auch von R. (In diesem homogenen Fall stimmt es mit der Definition in [30] {iberein.)

Sei F € coh” (X). Definiere deg’ F = (0, F) — (1 — ¢(X)) -tk F, und &' : H — Z
durch 6'(h) = deg’ O(h) (h € H).

LEMMA 3.2.4. Die Abbildung &' ist ein Homomorphismus von Gruppen, und es
qgilt

(5’ (i Oézfl> = i Q; deg' SZ
i=1 =1

fir alle aq, .. .,ap € 7.

BEWEIS. Folgt wie in 1.6.2. 0]

Das Bild Im ¢’ ist also eine Untergruppe von Z. Damit existiert ein eindeutig
bestimmtes € € Z, ¢ > 0, so daB Im ¢’ = ¢Z. Es gilt ¢ = min{(O, S) | S einfach} =
min{dim; End S | § einfach}.  teilt alle deg’ S (S einfach). Wir nennen & den Typ
von X (vgl. Abschnitt 4.2).

Setze deg = deg’ /e und 6 = §'/e : H — Z. Dann ist § ein Epimorphismus.
Sei Sy eine einfache Garbe mit degSy = 1. Dann gilt tk F = é(}', So) fiir jedes
F € coh”(X).

LEMMA 3.2.5.
Kernd = Hy.

BEWEIs. Wie oben erhélt man 6(>_ ;@) = >0 o degS;. Sei >0 | oy @ € H
mit Y " o;degS; = 0. Da H vom Rang 1 ist, gibt es ein Element ¢ € H mit ¢ > 0
und

Zc = () Z%;.
i=1
Sei ¢ := d(c) und ¢; € N mit ¢;&; = c. Dann gilt ¢; deg S; = ¢. Es folgt ¢ > | ;@ =
Yor a;deg Sic = 0. O

PROPOSITION 3.2.6 (Riemann-Roch). Fir alle x, y € Ko(X) ist

<X’y>:(1_9(x))'rkx-rky+g.‘ rkx  rky ‘

degx degy

BeEwEIs. Offensichtlich gilt die Aussage fiir x und y, die Klassen von Lini-
enbiindeln oder von einfachen Garben sind, und die Behauptung folgt. U
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3.3. Das Geschlecht von X

Sei R in diesem Abschnitt eine homogene faktorielle Algebra. Wir ziehen einige
Folgerungen aus der Riemann-Roch-Formel.

KOROLLAR 3.3.1. Ist g(X) =0, so ist 6 : H — Z ein Isomorphismus.

BEWEIS. Seien h, h' € H mit §(h) = §(h'). Dann gilt wegen der Riemann-Roch-
Formel
dlmk Rhl_h — dlmk Rw—l—h—h’ == <O(h), O(h,)> =1+ 5(6(h1) - 6(h)) =1.
Nimmt man h # h' an, so folgte Ry, = 0, und somit 1 = —dimy Ry _p < 0,
Widerspruch. 0
Ist g(X) = 0, so identifizieren wir H via ¢ mit Z.

KOROLLAR 3.3.2. Ist ¢(X) =0, so ist e =1 oder ¢ = 2, genauer w = —%.

BEwEIS. Nach der Riemann-Roch-Formel gilt
—1=dimy R, —1=(0,0(w))=1+¢-w.
OJ

KOROLLAR 3.3.3. Sei g(X) = 0. Ist m ein homogenes Primelement in R vom
Grad d, und ist S einfach und konzentriert in x = Rw, so gilt [End(S) : k] = ed.

BEWEIS. Aus der Riemann-Roch-Formel folgt dim; End(S) = (O, S) = ¢-deg S,
und Betrachtung der kurzen exakten Folge

0—>0—=0(7) —=8—=0
liefert deg S = 6(7) = d. O

BEISPIELE 3.3.4. (1) Sei R = k[X,Y] graduiert durch Totalgrad. Sei 7 ein ho-
mogenes Primelement in R vom Grad d. Sei f(T) € k[T] das zu 7w gehorige in Y
dehomogenisierte irreduzible Polynom vom Grad d (o. E. gelte m # Y). Sei S die
einfache Garbe in coh”(X), die in z = Rr konzentriert ist. Dann ist End(S) ~ k(a),
wobei f(7T) das Minimalpolynom von « iiber k ist.

(2) Sei R = k[X,Y,Z]/Q, wobei @ eine anisotrope quadratische Form iiber k
ist. Sei m ein homogenes Primelement in R vom Grad d, o. E. 7 o0 2. Man kann
annehmen, da @ von der Form aX? + bY? + Z? ist. Sei f(X,Y) das zu 7 gehérige
in Z dehomogenisierte irreduzible Polynom. Sei S die einfache Garbe in coh”(X), die
in x = Rr konzentriert ist. Dann ist End(S) ~ k[X,Y]/(a X2 +bY2 + 1, f(X,Y)).

3.4. Der Beweis der Charakterisierung

Wir iibernehmen die Voraussetzungen aus dem letzten Abschnitt. Im folgenden
sel

(3.4.1) 0—>0—> A—> O(—w) —=0

die Auslander-Reiten-Folge mit Anfangsterm O. Den Mittelterm A nennen wir auch
in dieser Situation das Auslander-Biindel.
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ProPOSITION 3.4.1. Wenn A in zwei Linienbiindel zerfillt, so ist H ~ 7 und
R ~ k[X,Y], graduiert durch Totalgrad.

Beachte, dafl wir hier g(X) = 0 nicht benétigen.

BEWEIS. Wegen der Faktorialitit gibt es h, b’ € H mit A ~ O(h) & O(h').
Dann 0 < h, i’ < —w. Insbesondere ist w < 0, also g(X) = 0, und H = Z. Wegen
w < —2 haben wir ¢ = 1 und w = —2. Nach Riemann-Roch gilt fiir n > 0, daf}
dimy R, = n + 1. Sind etwa 7; und 7, linear unabhéngig und vom Grad 1 in R, so
sieht man leicht R = k[m, o], und somit ist R isomorph zur Polynomalgebra in zwei
Unbestimmten. 0

LEMMA 3.4.2. Ist g(X) =0, so gilt R = k[R,].

BEWwWEIS. Wir kénnen annehmen, dafl A unzerlegbar ist. Dann ist £ = 2 (falls
e =1, so folgt R ~ k[X, Y] wie in Proposition 3.4.1, also A zerlegbar) und w = —1.
Dann folgt wie in Abschnitt 2.2, dal O & A ein Kippbiindel ist, und da3 O und A bis
auf Verschiebung die einzigen Vektorbiindel sind. Sei r # 0 ein homogenes Element
vom Grad n in R. Dann definiert r einen Morphismus f € Hom (O, O(n)), f # 0. Es
folgt dann, daf} f in eine Summe von Kompositionen von irreduziblen Morphismen in
Hom(O(l),.A(l)) und Hom(A(l), O(l + 1)) (0 <1 < n) zerfiillt. Insbesondere zerfillt
f in eine Summe von Kompositionen von Morphismen in Hom(O, O(1)), was das
Lemma beweist. 0]

BEWEIS VON THEOREM 5. Sei g := ¢(X).

(1)=(4): Sei A unzerlegbar. Dann gilt ¢ = 2, und nach der Riemann-Roch-
Formel ist dimy R, = 2n + 1 fiir n > 0. Sind 7, 7, w3 € R; linear unabhéngig,
so gilt nach Lemma 3.4.2 R = k[m, mo, m3]. Betrachte den kanonischen Epimorphis-
mus k[X,Y,Z] — R. Da R die graduierte Krulldimension 2 hat, wird der Kern
von diesem Epimorphismus von einem irreduziblen homogenen Polynom f erzeugt.
Betrachte die exakte Folge

OHN*)R1®1€R1L>R2*>O.

Im Kern N hat man die Relationen m; @ 7; —m; @ ;. Wegen dimy, Ry = 5 ist dimy, NV =
4. Daher gibt es eine weitere Relation. Damit hat f den Grad 2, ist also quadratische
Form. Nach einem Satz von Samuel ([16, 11.5], vgl. auch 2.3.2) ist diese anisotrop.

(2)=(1): Sei A unzerlegbar. Falls es kein unzerlegbares Vektorbiindel vom Rang
3 gibt, dann sind die unzerlegbaren Mittelterme in der Auslander-Reiten-Folge mit
Anfangsterm A4 vom Rang < rk. A, und daher folgt mit dem Argument aus [33,
Prop. 4.4], dal ¢ = 0 oder g = 1 ist. Da die Rangfunktion beschrinkt auf den
unzerlegbaren Vektorbiindeln ist, zeigt dieses Argument induktiv, dafl in jedem Fall
g = 0 oder g = 1 gilt. Ist aber ¢ = 1, dann wére die Rangfunktion unbeschrénkt
auf den unzerlegbaren Vektorbiindeln, wie Argumente aus [3] zeigen (vgl. auch [2,
Prop. 4.1]):

Sei Fi = O, F, = A. Es gilt dimy Hom(O,0) = 1 = dimy Hom(O, A) ([3,
Lem. 14]). Sei F,_; ein unzerlegbares Vektorbiindel vom Rang r —1 mit det F,_; =
und dimy Hom(O, F, 1) = 1. Sei

0 O fr fr,1 0
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exakt und nicht-aufspaltend. Anwendung von Hom(QO,—) auf die duale Sequenz
zeigt, dal der Verbindungs-Morphismus ¢ ein Monomorphismus ist, und dann folgt
Hom(O, F,) ~ Hom(O,F,_1) ([3, Lem. 14]). AuBlerdem ist F, unzerlegbar (|3,
Lem. 16]). Damit hat man unzerlegbare Vektorbiindel beliebig hohen Ranges kon-
struiert.

(3)==(4): Man kann annehmen, daf} A unzerlegbar ist. Es gilt dimy Ry =1— g+
e+dimpy R, | <l4+ecunddimy Ry =1—g+2-e+dim; R, 5 <14 2-c. Wegen
R # k[X,Y] folgt € = 2, insbesondere dimy R; = 3, dimy Ry < 5. Dann folgt wie im
Beweis von “(1)==(4)”, da R ~ k[X,Y, Z]/Q mit einer anisotropen quadratischen
Form @ gilt.

(4)=(2): Gilt (4), so ist die Rangfunktion auf den unzerlegbaren Vektorbiindeln
durch 2 beschréinkt. OJ

KOROLLAR 3.4.3. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Es ist g(X) = 0.
(2) FEs gibt ein Kippbiindel iber X.

BEWEIS. (1)=(2): Folgt aus Theorem 5 zusammen mit Proposition 2.2.4.
(2)==(1): Gibt es ein Kippbiindel, so gibt es ein exzeptionelles Vektorbiindel E.
Aus der Riemann-Roch-Formel folgt

0 < ([E][E]) = (1 - g(X)) - 1k(E)?,
also g(X) = 0. O

Wenn das Auslander-Biindel A zerlegbar ist, so folgt ¢(X) = 0 nach 3.4.1. Gilt
dies auch, wenn A unzerlegbar ist? Eine positive Aussage konnen wir zumindest dann
machen, wenn End(A) ein Schiefkorper ist.

LEMMA 3.4.4. Es gilt g(X) = dim; Hom(A, O) = dimy, rad End(A). Ist g(X) > 0,
so gilt End(A)/rad End(A) = k.

BEWEIS. Sei g := ¢(X). Die Auslander-Reiten-Folge (3.4.1) induziert die exakten
Folgen von Funktoren (wobei (—, —) = Hom(—, —))

0—(=0)—=(—A) = (-, 0(-w)) = (-, 0(-w))/ rad(—, O(-w)) =0
und
0= (0(~w), =) = (4, =) = (0, =) — (0, =)/ 1ad(©, ) 0.

Ist g = 0, so ist offenbar auch rad End(A) = 0 = Hom(A, O). Gelte g > 0. Setzt man
in die zweite Folge O ein, so erhilt man g = dimy R, = dim; Hom(A, O). Setzt man
in die zweite Folge O(—w) ein, so folgt dimy Hom(A, O(—w)) = 1. Setzt man A in
die erste Folge ein, so erhilt man die exakte Sequenz

0 — Hom(A, ©) —~ Hom(A, A) — Hom(A, O(~w)) — 0.

Offensichtlich landet hierbei der Monomorphismus f in rad End(A), und aus Dimensi-
onsgriinden ist rad End(.A4) das Bild von f, und es folgt End(A)/rad End(A) = k. O

KOROLLAR 3.4.5. Ist End(A) ein Schiefkdrper, so ist g(X) = 0. O
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Mit Theorem 5 kann man einen weiteren Beweis von Satz 1.6.5 angeben. (Dies
gilt auch fiir char k = 2.) Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt ¢ = 1. Nach Theo-
rem 5 geniigt es, ¢(X) = 0 zu zeigen. Dies folgt zusammen mit Lemma 1.6.3 aus der
folgenden Aussage.

LEMMA 3.4.6. Es gelte ¢ = 1 und ¢(X) > 0. Fir alle x € X mit 6(F) = 1 gilt
dann dimy, Rz = 1.

BEWEIS. Nach der Riemann-Roch-Formel gilt fiir jedes [ > 0

Da H endlich erzeugt vom Rang 1 ist, gibt es ein [ > 0, so daf} [ > w, insbesondere
R,_1z = 0. Es folgt dim;, R;z < [. Nimmt man dimy Rz > 2 an, und sind 7y, my € Rz
linear unabhéngig, so folgt induktiv, dafl die [ + 1 Elemente

| 1-2_2 -1 I
T, Ty T2, Ty Mgy .o, Ty 5 Ty

linear unabhingig in Rz sind, was nicht sein kann. U

Es bleiben einige Fragen offen:

Gilt stets g(X) = 07 Etwas schwécher:

Gilt stets, dafl 0 : H — 7Z ein Isomorphismus ist?

Wenn ¢ : H — Z ein Isomorphismus ist, gilt dann ¢(X) = 07

Nach 3.4.1 gilt: Ist £ > 2, so ist das Auslander-Biindel A unzerlegbar. Folgt
umgekehrt aus der Unzerlegbarkeit von A, dafl der Typ ¢ > 2 ist?

Die Bejahung der letzten Frage wiirde zusammen mit Proposition 3.4.1 den Beweis
vom algebraisch abgeschlossenen Fall (Satz 1.6.5) drastisch vereinfachen.

Die dritte Frage a8t sich iiber reell abgeschlossenem Grundkérper bejahen. Zu
untersuchen ist nur der Fall, wenn A unzerlegbar ist:

PROPOSITION 3.4.7. Sei k ein reell abgeschlossener Korper. Sei R eine H-
graduierte homogene faktorielle k-Algebra. Nimmt man an, daff H torsionsfrei und
das Auslander-Biindel A unzerlegbar ist, so ist die Z-graduierte Algebra R isomorph
2

EIX,Y, 2]/ (X?+ Y2+ 77,
wobei die Unbestimmten X, Y, Z den Grad 1 haben.

BEWEIS. Da k reell abgeschlossen ist, folgt £ < 2. Nach Theorem 5 geniigt daher
zu zeigen, dal R = k[R;] gilt. Wir unterscheiden zwei Félle:

(a) e = 1. Dann folgt aus der Riemann-Roch-Formel dimy, Ry < 2 und dimy Ry <
3. Aus dimy Ry = 1 folgt dimy Ry = 2, und dann folgt R ~ k[m, m5], wobei m; den
Grad 1 und 7y den Grad 2 hat. Dann wére aber p(x;) = 2 (wie aus 1.7.1 (1) folgt),
Widerspruch. Also ist dimy R; = 2 und dimy, Ry = 3. Wird Ry von m, mo erzeugt, so
wird Ry von 73, mma, T erzeugt, und es folgt R = k[R,].

(b) £ = 2. Dann haben alle homogenen Primelemente den Grad 1, und daher
R = k|Ry). O
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3.5. Einfiigung und Reduktion von Gewichten

Das Reduktionslemma 1.7.1 hat uns schon gezeigt, wie man von einer graduiert
faktoriellen Algebra zu einer graduiert faktoriellen Algebra kommt, die homogen ist.
Wir beschreiben nun auch den umgekehrten Prozef}, das sogenannte Finfiigen von
Gewichten, welches eine Verallgemeinerung von Begriffen aus [37, 43, 44| darstellt
(vgl. auch [31]). Das Einfiigen von Gewichten in Primelementen gestattet, ausge-
hend von homogen faktoriellen Algebren, eine Vielzahl von graduiert faktoriellen
Algebren zu konstruieren. Die praktische, explizite Durchfiihrbarkeit hingt davon
ab, ob man die Primelemente in der homogenen faktoriellen Algebra kennt. Dies war
iiber algebraisch abgeschlossenem Grundkérper problemlos und stellt auch iiber reell
abgeschlossenem Grundkorper kein Hindernis dar.

Wihrend die Reduktion von Gewichten eng verwandt ist mit dem Perpendiku-
lar-Kalkiil ([19] sowie [32, Prop. 4.2], aber auch innerhalb der Grothendieck-Gruppe,
vgl. [30]), was in 3.5.5 gezeigt wird, steht das Einfiigen von Gewichten dem Bilden
von Einpunkt-(Co)-Erweiterungen (z. B. [39]) nahe.

Wir behalten die Voraussetzungen an H und R aus Abschnitt 3.1 bei. R ist also
nicht notwendig homogen. Sei h € H und p € N. Definiere H[%] = (H®Z)/Z(—h,p).
Schreibe % fiir die Klasse von (0, 1). Offensichtlich gilt p = min{l > 0| [ - % € H}.

Sei 7 € R ein homogenes Element vom Grad h. Sei R[r'/?] die H[%]—graduierte
Algebra R[T]/(T? —r), wobei deg T =  (vgl. mit [37, § 4], [43] und [44, Satz 62.4]).

p
Offensichtlich ist die Einschrinkung R[r'/?); = R. Wir sagen, daB wir in r das

Gewicht p eingefiigt haben.

Einfiigung von mehr als einem Gewicht wird in offensichtlicher Weise induktiv
definiert. Tm folgenden bezeichne HP” (R) die Menge aller homogenen Primelemente
bis auf Assoziiertheit.

ProprosITION 3.5.1 (Einfiigungs-Lemma). Sei m € R ein homogenes Primele-
ment vom Grad h, welches einen gewdhnlichen Punkt in X induziert, und sei p > 2.
Sei © € R[rY?] mit ®* = w. Dann erfiillt die H[%]—gmduz’erte Algebra R[7'/?] wie-
der (F1)—~(F3), und es gilt

HPPL(R[x'/7]) = HPY(R) \ {r} U {7}.

Sei Xf PI‘OjH[%](R[ﬂ'l/p]) mit Gewichtsfunktion D, fir x € X sei x der assoziierte
Punkt in X. Dann gilt

.\ __ )P r = Rm,
Pz) = p(x) = # Rm.
BEWEIS. Sei h = %, R = R[x'?], H = HIh]. Mit einer leicht modifizierten
Version von Eisensteins Kriterium folgt, dafi R graduiert integer ist. Es ist
R/TR~ R/TR
als H-graduierte Algebra und B
TRNR=n1R.
Daher gilt 7 € HPT(R). Offenbar = ¢ HP7 (R).
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Sei b € HP(R). Dann b € HP?(R), falls b € R, und b ~ 7, falls b ¢ R. Sei
umgekehrt b € HP(R), b 7, 7. Falls b das Produkt c - d teilt (¢, d € R), erhilt
man nach sukzessivem Kiirzen des Primelements 7, daf b das Produkt ¢’ - d’ teilt,
wobei ¢, d' € R, ¢ teilt ¢ und d' teilt d. Es folgt b € HP¥(R).

Sei nun 7 € R, r # 0 homogen. Ist r € R, so hat es eine Zerlegung in ein Produkt
von Primelementen. Ist r ¢ R, so ist r € 7R. Dann r = s - 7 fiir ein homogenes
s € R und ein [ > 0. Damit ist R graduiert faktoriell.

Die restlichen der Eigenschaften (F1)—(F3) sind auch leicht nachzuweisen.

Sei # = Rm und S einfach konzentriert in 7. Sei h € H mit S ~ S(h). Dann
gilt Rz ~ R;(h), also gibt es eine homogene Einheit in R; vom Grad h, und es folgt
dann, da h € H ist. Da aber h,...,(p — 1)h ¢ H und ph € H, folgt p(z) = p.

Sei nun y € X mit y # R, sei S einfach konzentriert in 7. Dann gilt S ~ S(h).
Sei h € H. Es gilt S ~ S(h), genau wenn R, ~ R;(h), und dies gilt, genau wenn

R, ~ R,(h), und es folgt p(y) = p(y). O
KOROLLAR 3.5.2. Die H-graduierte k-Algebra R sei homogen faktoriell. Sei
p = (p1,...,pn) eine Gewichtssequenz. Dann erfillt die H[%] = H[%,...,If—:]—

graduierte Algebra R[m'/P] := R[x/™",... ms/"] die Bedingungen (F1)—(F3). Die
hinzugefiigten Punkte sind gerade die Ausnahmepunkte und haben die Gewichte
Piy---5Pn- O]

Ist € X ein exzeptioneller Punkt, so ist + = Rm; fiir ein ¢ € {1,...,n}. Sei
o. E. i =1. Dann ist p(x) = p;. Dann heifit R’ = k[x]", o, ..., m,] die in x reduzierte
Algebra. R’ ist offensichtlich unabhéngig von der Wahl der Erzeuger m; von R. Sei H'
die von 75, ..., T, erzeugte Untergruppe von H. Im Reduktionslemma 1.7.1 wurde
gezeigt, dafl die H'-graduierte Algebra R’ wieder (F1)—(F3) erfiillt und daf sich das
Gewicht von x auf 1 reduziert hat.

DEFINITION 3.5.3. Es sei Hz(R) = k[n}',..., 78] die Unteralgebra, die durch
Hz(H) = (p\Z4, . . ., pa®n) graduiert wird. Dann heifit Hz(R) das Herz oder Herzstiick
von R. Es ist unabhéngig von der Auswahl der Erzeuger 7;, und es ist eine homogene
faktorielle Algebra.

Einfiigen und Reduzieren sind zueinander inverse Prozesse, wie der folgende Satz
zeigt, der natiirlich auch fiir Einfiigung und Reduktion von nur einem Gewicht gilt:

PrRoOPOSITION 3.5.4. (1) Es ist H ~ Hz(H)[%,...,pgf"], und als graduierte
Algebren sind R und Hz(R)[(7V*)Y/P1, ... (xPm)'/Pn] isomorph.

(2) Sei R homogen faktoriell. Seien pq,...,p, > 1 Gewichte. Dann ist
Hz(H[Z, ..., %)) ~ H und als graduierte Algebren Hz(R[x™, ... 7s/""]) ~ R.

pL’" "7 ps

BeEwEIs. Einfiigung von Gewichten werde mit - abgekiirzt.

(1) Zu zeigen ist H ~ Hz(H) und R ~ Hz(R). Man hat Epimorphismen ¢ :
Hz(H) — H (h € Hz(H),h + h, p;@; — &;), und Hz(R) — R analog definiert.
Sei h € Hz(H) mit ¢(h) = 0. Nach Definition von Hz(R) folgt dann, daB 0 =
Sor i+ k' gilt mit 0 < o; < p; — 1 und A’ € Hz(H). Seien S; einfache Garben,
die zu den m; assoziiert sind. Es folgt S; ~ S;(0) ~ S;(a;7;), also a; = 0, und es folgt
auch A’ = 0 und somit h = 0. Der Epimorphismus zwischen den Algebren ist dann ein
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H-graduierter Epimorphismus, und die Isomorphie der graduierten Algebren folgt,
da beide die gleiche Krulldimension haben.

(2) Zu zeigen ist Hz(H) ~ H und Hz(R) ~ R. Es ist Hz(H) = Hz((Z, ..., %)) =
= . p1 Pn
(p1;f—i, - ,pnf)—:> = (#,...,%,) = H, und ebenso folgt die Behauptung fiir die Alge-

bren. O

PROPOSITION 3.5.5. Sei x € X ein exzeptioneller Punkt vom Gewichtp > 1, sei S
eine zugehorige einfache Garbe, so dafi Ext'(S,0) # 0. Sei R’ die H'-graduierte, in
¢ reduzierte Algebra, sei X' = Proj™ (R'). Dann ist coh™ (X') dquivalent zur rechts-
perpendikularen Kategorie von 78, ...,777'S, also insbesondere eine volle, exakte
und erweiterungs-abgeschlossene Unterkategorie von coh™ (X).

BEWEIS. Man hat eine kanonische Inklusion ¢ : [H'; R'| — [H; R] der Begleit-
kategorien (vgl. [19]). Dies induziert durch Einschrinkung einen exakten Funktor
¢, : Mod® (R) — Mod™' (R'),
und auch einen exakten Funktor
¢, : Qecoh™ (X) — Qeoh™' (X').
Definiere eine Abbildung ¢’ : H — H' durch ¢'(mZ + h') = b/, falls 0 < m < p,
h' € H'. Es gilt ¢'(h') = b’ fir B’ € H', und fiir jedes h € H ist p,(Ox(h)) ~
Ox/(—¢'(—h)). Nun folgt die Behauptung wie in [19, Thm. 9.5]:

Sei S eine einfache Garbe, konzentriert in y # z. Dann hat man die exakte
Sequenz

0—>Oxi>(’)x(gj’)—>5’—>0,

wobei m € R' prim sowohl in R' als auch in R ist und § € H'. Anwendung von ¢,
ergibt

0 OX’ iy Oxl(gj) QO*S 0
©,S ist also eine einfache Garbe, die das gleiche Gewicht hat wie S.

Sei nun S eine einfache Garbe, die in x konzentriert ist, und sei x = Rm; nach
evtl. Verschiebung hat man die exakte Folge

Anwendung von ¢, liefert

!

0 Oxr —— Ox/(—¢'(—7)) —= 0.8 — 0,

—¢'(=7) = p¥, ©' = 7P, also ist p,.S # 0 eine einfache Garbe iiber X. Sei 1 < j <
p — 1. Anwendung von ¢, auf

0 — Ox(j7) —= Ox((j + 1)@) S 0

liefert

0 OX’ '71' OX’ (10*7-]8 —_— 0,

und Multiplikation mit 7’ ist ein Isomorphismus. Also ¢, 7S = 0. |
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KOROLLAR 3.5.6. Sei S das Herz von R und H' das Herz von H. Sei X =
Proj(R) und Y = Proj™'(S). Seien S; die exzeptionell einfachen Garben iiber X,
so daff Ext!(S;, 0) # 0 gilt. Sei X = {S;(j7i) |1 <i<n, 1 <j<p;—1}. Dann
ist coh™ (Y) dGquivalent zur rechts-perpendikularen Kategorie X+ = {F € coh (X) |
Hom(G, F) =0 = Ext' (G, F) fiir alle G € X} von X. O

DEFINITION 3.5.7. Wir nennen g(X) := dim; Exty (O, ©) das homologische Ge-
schlecht von X bzw. R.

Im homogenen Fall stimmt es mit dem in 3.2.3 definierten Geschlecht iiberein,
was im beliebigen Gewichtsfall nicht mehr zutrifft. Wir wihlen die Bezeichnungen
homologisch und gy, um es vom virtuellen Geschlecht ([34], [30]) zu unterscheiden.

Aus Korollar 3.5.6 folgt

KOROLLAR 3.5.8. Sei S das Herz von R, sei H' das Herz von H. Sei X =
Proj (R) und Y = Proj™ (S). Dann gilt

X)) =0 <= g(Y)=0.
Damit ergibt sich sofort

KOROLLAR 3.5.9. Es gelte go(X) = 0. Dann ist das Herz S von R als graduierte
Algebra isomorph zu k[X,Y] oder zu k[X,Y, Z]/Q(X,Y, Z), wobei QQ eine anisotrope
quadratische Form diber k ist (beide Algebren graduiert durch Totalgrad). O

KOROLLAR 3.5.10. Es gelte go(X) = 0. Dann geht R durch Einfigung von Ge-
wichten aus k[ X, Y] oder k[ X,Y, Z]/Q(X,Y, Z) hervor, wobei Q) eine anisotrope qua-

dratische Form tber k ist. (]
Seid = (di,...,d,) und p = (p1,...,pn) (d;, p; € N, p; > 2). Sei L(p,d) die
endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Erzeugern %y, 71, ..., Z, und Relationen
Pt = d;ty, i=1,...,n
(vgl. [30]). Offenbar gilt .
Lip,d) = 2[5

Speziell gilt L(p) = L(p, 1).

SATZ 3.5.11. Die kommutative k-Algebra R erfille (F1)—(F3) und habe homolo-
gisches Geschlecht null. Seien py,...,p, > 2 die Gewichte der Ausnahmepunkte der
zugehorigen Kurve X. Dann ist R als graduierte Algebra isomorph zu einer L(p, d)-
graduierten Algebra der Form

o k[Y1,Yo, Xy,...., X ]/(XV — 7y, ..., XPr — my,), wobei m, ..., T, paarweise
nicht-assoziierte homogene Primelemente in k[Y1,Y3] sind, oder

o k[Y1,Ys, Y3, X1,..., X,,]/(Q(Y1,Y2,Y3), X1t —mq, ..., XP—7,), wobei Q eine
anisotrope terndre quadratische Form tiber k ist, und die Restklassen der Po-

lynome my, ..., m, € k[Y1,Ys, Y3 paarweise nicht-assoziierte homogene Prim-
elemente in k[Y1,Ys, V3] /Q(Y1, Ys,Y3) sind.

Hierbei ist d = (dy,...,d,) die Folge der Grade der Primelemente m;, und die
L(p, d)-Graduierung ist durch grad X; = Z; und gradY; = Zy gegeben. O]
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3.6. Reell abgeschlossener Grundkorper

Wir sind nun in der Lage, iiber reell abgeschlossenem Korper £ alle graduiert
faktoriellen Algebren, die durch Gewichtseinfiigung aus £[X, Y] und k[X,Y, Z]/(X?+
Y2+ Z?) hervorgehen, explizit anzugeben, da die homogenen Primelemente in diesen
Algebren bekannt sind.

SATZ 3.6.1. Sei k ein reell abgeschlossener Kdérper. Sei R eine kommutative H -
graduierte k-Algebra, die (F1)—(F3) erfillt und das homologische Geschlecht null
hat. Dann gilt entweder

(1) R ~ k[Xy,...,X,]/(hs, ..., hy) mit n > 2, und falls n > 3, dann gilt fir
i=3.. .1

h; = XPP— X7+ N\ XD (N € k* paarweise verschieden),
und firi=t+1,...,n

hi = XPP— (XPY — N XB2) - (XPY — XD (N € k\ k pw. nicht-konjugiert);
in diesem Fall gilt H ~ 1L(p,d), wobei d; = 1 fir i = 1,...,t und d; = 2 fir
1=1t+1,...,n; oder

(2) H ~L(p) und R ~ k[X1,..., X, ]/(X?' + X537 + X3P g4, ..., gn) mitn >3,
und falls n > 4, so st firi=4,...,n

9i = X7 — o X7 = Bi X5 — 3 X3°

mit einer Folge von paarweise nicht-proportionalen Tripeln (o, Bi, i), die auferdem
nicht auf den Achsen k(1,0,0), k(0,1,0) und k(0,0,1) liegen.

BEWEIS. Den ersten Fall erhdlt man, wenn das Herz von R isomorph ist zu
k[X,Y], den zweiten, wenn das Herz von R isomorph ist zu k[X,Y, Z]/(X? + Y% +
7). O

3.7. Ky(X) iiber graduiert faktoriellen Algebren

Wir zeigen, daB die Grothendieck-Gruppe Ko(X) von coh”(X) zusammen mit
der Eulerform und der Auslander-Reiten-Translation ein kanonisches Gitter ([30],
vgl. Anhang A) definiert.

LEMMA 3.7.1. Sei S eine Z-graduierte k-Algebra, die homogen faktoriell ist. Sei
Y das Z-graduierte projektive Spektrum von S. Sei w = (my,...,m;) eine Folge von
nicht-assoziierten homogenen Primelementen in S, deren Grade gegeben sind durch
d=(dy,...,d;). Seip=(p1,...,p) eine Gewichtsfolge. Ist X = Y(p, ) das gradu-
ierte projektive Spektrum von R = S[mw'/P], so ist PicX ~ L(p, d).

BEWEIS. Die Picard-Gruppe von X ist isomorph zur Graduierungsgruppe von R,
die wiederum zu Z[g] ~ I(p,d) isomorph ist. O

Seien die Voraussetzungen wie im Lemma (0. E. sei S positiv graduiert), R =
S[w'/P], H = L(p,d). Sei % =1 € Z C H. Sei r € Rz, (C S). Nehme an, daf r
homogen prim in S (nicht notwendig prim in R!) ist. Dann heifit der Cokern W €
coh™ (X) der durch r induzierten Multiplikation,

(3.7.1) 00— Ox —— Ox(T)) —= W —=0,
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eine rationale Garbe. Es gilt offenbar 7[W]| = [W] (vgl. 1.4.2). Ist z. B. d; = 1 und
r =y, so ist [W] = [Si]+ [Si(Z1)] + - -+ [Si((p1 — 1)71)]. Beachte, dafl es rationale
Garben immer gibt und daf} alle dieselbe Klasse in der Grothendieck-Gruppe haben.
Jedoch:

BEMERKUNG. Sei k ein endlicher Kérper. Dann gibt es in der durch Totalgrad
graduierten Algebra S := k[X, Y] bis auf Assoziiertheit nur endlich viele homogene
Primelemente vom Grad 1, etwa mq,...,m. Sind pq,...,p; Gewichte > 2, so enthélt
S aufgefafit als Unteralgebra von R := S[m'/P] keine Primelemente vom Grad 1 €
7 C Z[%]. Es gibt hier also keine einfache Garbe, die rational ist. Ist &£ unendlich, so
gibt es eine solche aber immer.

LEMMA 3.7.2. Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 3.7.1. Ser w die Klasse
einer rationalen Garbe W. Dann gilt Zw = Rad Ko(X) N Ko(X)o (wobei Ko(X)o die
Untergruppe bezeichnet, die von den Klassen einfacher Garben erzeugt wird).

BEWEIS. Seien si,...,st Klassen einfacher exzeptioneller Garben in den ver-
schiedenen Ausnahmepunkten zq,...,z; mit den Gewichten py,...,p;. Sei x €
Rad Ko(X) N Ko(X). x ist eine Linearkombination von Klassen einfacher Garben,
exzeptioneller und gewohnlicher. Dann ist jeder Teil dieser Linearkombination, der
in einer Rohre T; zum 7-Orbit von s; liegt, ein Radikalelement und deshalb ein Viel-
faches von ;;31-:—01 77s; (wegen der Orthogonalitiit der Réhren).

Es gilt (0. E.) 77s; = [O((j + 1)@,)] — [O(j7;)], nach 3.7.1 gilt also Z?i:_ol Tis; =
[O(pit;)] — [O] = [O(diT)] — [O] = d;([O(F)] — [O]) = dyw.

Sei nun S eine gewohnliche einfache Garbe, konzentriert in # € X. Dann riihrt =
von einem Punkt y € Y her. Also ist ¥ € ZZ,, etwa T = . Sei

0—=Ox ——=Ox(F) —= 8 ——=0
exakt. Dann [S] = [O(%)]—[O] = ¢([|O(%,)]—[0]) = qw. Es folgt die Behauptung. [J
SATZ 3.7.3. Sei

g k[X,Y], oder
kX, Y, Z)/Q(X,Y, Z), Q anisotrop.

Sei vm ersten Fall e = 1, im zweiten € = 2. Se1 Y das Z-graduierte projektive Spek-
trum von S.

(1) Ko(Y) ist das bilineare Gitter Va(g) (vgl. [30]).

(2) Sei w = (my,...,m) eine Folge von nicht-assoziierten homogenen Primele-
menten in S, deren Grade gegeben sind durch d = (dy,...,d;). Seip = (p1,...,pt)
eine Gewichtsfolge. Sei X = Y(p,w) das graduierte projektive Spektrum von R =
S[w'/P]. Sei w die Klasse einer rationalen Garbe iber X. Dann gilt:

(a) Fiir jede kohdirente Garbe F iiber X ist tk F = 1([F], w).

(b) Zusammen mit w ist die Grothendieck-Gruppe Ko(X) das kanonische Gitter
mit Symbol

Pis---5 Pt
O'[X]: dl,...,dt )
dy,...,d,
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BEWEIS. (1) Sei a’ = [Oy], w' = [Sy], wobei S eine gewohnliche einfache Garbe
ist mit deg Sy = 1. Dann ist Ko(Y) = Za’' @ Zw/', und es ist (a',w') = £degSp = ¢,
also ist Ko(Y) = Va(e).

(2) (a) Es ist

¢ = min{dimy Homy(Oy, S) | § einfach} = dim;, Homx(Ox, W) = ([O], w),

vgl. 3.3.3.

(b) Fiir i = 1,...,t sei S; exzeptionell einfach, konzentriert in x;, wobei z; =
Rﬂz-l/pi € X. Ohne Einschrankung sei Hom(O,S;) #0 (i = 1,...,t). Sei a = [Ox], sei
si=[S;] (i=1,...,t). Dann gilt (vgl. 3.5.8)

(a,a) =1, (a,w) =¢, (a,s;) = ed; = (si, si).
Es ist
B: a, /s (1<i<t,0<j<p—2),w

ein Erzeugendensystem von Ky(X): Nach dem Vorherigen werden die Klassen von
Garben endlicher Linge erzeugt, und daher auch die Klassen aller Linienbiindel. Der
Satz folgt nun aus A.2.1 (vgl. auch Lemma A.2.11). O

Sei W eine rationale Garbe. Dann gibt es einen Punkt 2 € X mit Supp(W) = {z},
und z ist ein rationaler Punkt (im Sinne von [32], vgl. auch 4.2.2): Denn ist r wie in
der kurzen exakten Folge (3.7.1), so kann man zwei Fille unterscheiden:

1.) rist prim in R; dann ist W einfach.

2.) r ist nicht prim in R. Dann ist r = 7”7 mit p > 1 und 7 homogen prim in R,
und die Behauptung folgt aus 1.4.2.

Mit 3.5.5 folgt, daB W einen (kommutativen) Koérper als Endomorphismen-
ring hat. Denn ist S die einfache Garbe iiber Y, die in Sr konzentriert ist, so ist
Endx(W) ~ Endy(S).

3.8. Ein Kippbiindel

Wir konstruieren hier wie in [32] ein Kippbiindel in coh(X), dessen Endomorphis-
menring eine kanonische k-Algebra im Sinne von [40] ist.

Sei X das graduierte projektive Spektrum von R. Seien die Voraussetzungen wie
in 3.7.3. Es ist also S das Herzstiick von R, und es gilt go(X) = 0. Wie bisher seien
S; einfache Garben, die in z; konzentriert sind. Wir nehmen ohne Einschrinkung an,
daB Ext'(S;,0) # 0 gilt (i = 1,...,t). Sei W eine rationale Garbe. Sei S;(j) eine
unzerlegbare Garbe mit Triger {z;}, Linge j und Sockel S;. Definiere Vektorbiindel
Li(7) (1 <i<t 1<j<p; —1)als Mittelterm der O-couniversellen Erweiterung

(vel. [32))
0—=0S8i(j) —= Li(j) Si(7) 0

von S;(j) und definiere ein Vektorbiindel £ als Mittelterm der O-couniversellen Er-
weiterung von W

0 oW C 4% 0.
Hierbei sind 0S;(j) und oW im additiven Abschlufi add(Q) von O.
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SATZ 3.8.1. Unter obigen Voraussetzungen gilt:
(1) Man hat kurze exakte Folgen

0 [ L w 0.
(2) Es sind End(L;(j)) ~ End(S;) (kommutative) Korper mit [End(S;) @ k] =

ed;, End(L) ist ein Schiefkérper mit [End(L) : k] = €%, und im Fall ¢ = 2 ein
Quaternionenschiefkorper tiber k. Ferner hat man die Dimensionen
[Hom(O, L;(1)) : k] = ed,,
[Hom(O, £;(1)) : End(L;(1))] =1,
[Hom(L;(p; — 1), £) : End(L)] = d,

[Hom(L;(p; — 1), L) : End(L;(p; — 1))] = &.

(3) Hom(L;(j), Li(')) =0 fiir i #4', und Hom(L;(5), L£;(')) = 0 fir j' < j.
(4) Die volle Unterkategorie

L:1(1) L£1(2) Li(p1 —2) —=Li(p1 — 1)
0<2(1) L2(2) e Ly(p2 —2) —= La(p2 — 1)>> Z
Li(1) L4(2) Li(pr —2) — Li(pr — 1)

definiert ein Kippbindel T, dessen Endomorphismenring A eine kanonische Algebra

im Sinne von [40] ergibt; insbesondere sind die Kategorien coh™ (X) und mod(A) de-
riviert aquivalent. Ist H(A, mody(A)) die zu mody(A) gehdrige erbliche Kategorie (im
Sinne von [32]), wobei mody(A) die separierende tubulare Familie in mod(A) ist, die
aus den A-Moduln vom Rang 0 (=Defekt 0) besteht und mit coh) (X) dbereinstimmit,
so gilt H(A, mody(A)) = coh” (X).

BeEwEIs. (1) Wie in [32, Prop. 5.4].

(2) Da Hom(0O, S;) = 0, folgt End(L£;(j)) ~ End(S;) wie in [32, Prop. 5.1].
Ein Argument wie in [32, Prop. 5.3] zeigt, daB £ keine Selbsterweiterungen hat,
und da [£] = ca + w eine Wurzel in Ky(X) ist, folgt wie in [32, Lem. 5.2], daB
End(L£) ein Schiefkorper ist, und dim; End(£) = (ca+w,ca+w) = £2. Die weiteren
Dimensionsformeln folgen z. B. aus [30, Prop. 10.1].

Sei ¢ = 2, sei Y = Proj”(k[X,Y, Z]/Q) (Q anisotrope quadratische Form iiber
k). Sei ¢* : coh”(Y) — coh™(X) der zu ¢, : coh” (X) — coh?(Y) (wie im Be-
weis von 3.5.5) rechts-adjungierte Funktor, der coh”(Y) voll und exakt in coh” (X)
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einbettet (vgl. [19, Prop. 9.6]). Sei

(3.8.1) 0 Oy —= A ——= Oy(1) —=0

die Auslander-Reiten-Folge in coh?(Y) (mit unzerlegbarem Auslander-Biindel A).
Dann ist offenbar das Bild unter ¢*

0 Ox e A Ox(#y) —= 0

eine exakte Folge in coh” (X), und Endx(¢*A) ~ Endy(A) ist ein Quaternionen-
schiefkérper (vgl. 2.2.3). Es gibt eine exakte Folge

0 0% L w 0.

Weil W = ¢*S mit S € coh”(Y) einfach und das Bild von ¢* erweiterungs-
abgeschlossen ist, gibt es ein B € coh”(Y) mit £ ~ ¢*B, und B ist unzerlegbar und
vom Rang 2, daher B ~ A(n) fiir ein n € Z (nach 2.2.7). Es folgt £ ~ (¢*A)(ni)),
und aus Gradgriinden n = 0, also

L~ ¢*A.

Insbesondere ist End(£) ein Quaternionenschiefkorper.

(3) Folgt wegen [32, Prop. 5.1] aus den entsprechenden Beziehungen der S;(j).

(4) Wie in [32, Prop. 5.5] folgt, dal A eine kanonische Algebra ist. Die iibrigen
Aussagen aus (4) folgen dann, weil eine zu [33, Thm. 3.2] analoge Aussage gilt:
Demnach kann mod> (A) (der additive Abschlufl von mod. (A)Umody(A)) identifiziert
werden mit der vollen Unterkategorie coh (X) von coh” (X), welche aus den Objekten
F besteht, so daB Exty(7,F) = 0 gilt. Ist F € coh”(X), so gibt es ein h € H mit
h > 0 und F(h) € coh? (X). Daraus folgt H (A, mody(A)) = coh” (X). O

Mit obigen Bezeichnungen ist die kanonische Algebra A die Tensoralgebra einer
Spezies der Form

(3.8.2) F F ce F F
/F2 =B P FQ\
Ft i Ft Ft i Ft

modulo geeigneter Relationen. An den Endpunkten hat man Bimoduln U; = g (U;)y
und V; = g(V;) g, innerhalb der “Arme” sitzen die Bimoduln F; = g, (F})p,.

Im Fall e = 1 ist F = k und der Bimodul M = .k @ rki; im Fall ¢ = 2 ist der
Schiefkorper F' der Quaternionenschiefkérper Endy(A) ~ (“Tb) (wobei @ dquivalent
ist zu —aX? — bY? + abZ?) und der Bimodul rM; isomorph zu Homy(Oy, A) bzw.
rFy.

Fiir den einfachen Spezialfall, daf§ alle d; = 1 sind, geben wir die Relationen an.
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k[X,Y], Y = Proj?(S)). Seien 7/ € S; = Rz, paarweise nicht-assoziierte homogene
Primelemente in S, in die die Gewichte eingefiigt worden sind (wobei triviales Gewicht
1 zugelassen ist), also 7" =7} (i =1,...,1).

Es ist 7], 7 eine k-Basis von S;. Seien \; € k* (paarweise verschieden) mit
i~ w4+ Nmh (i =3, ..., 1), ohne Einschrinkung gelte hier Gleichheit. Dann ergeben
sich die Relationen

ot =gt 4 Nk =3,

(und es kann im Fall ¢ > 2 aus der Spezies (3.8.2) der Pfeil, der die Quelle mit der
Senke verbindet, gestrichen werden).

3.8.3. Sei ¢ = 2. Mit obigen Bezeichnungen ist S = k[X,Y,Z]/Q. Seien
Ty ., € S1 = kv & ky @ kz die Primelemente, in die die Gewichte eingefiigt
worden sind.

Sei i € {1,...,t}. Man kann g, (U;); identifizieren mit g (F;)g, p(V;)p mit pFp,,
und man kann F; als Teilkorper von F' auffassen. Tensorieren entspricht der Kompo-
sition von Abbildungen. Den Bimodul M, identifiziere man dabei mit pF}, indem
man das Element v € M (aus der exakten Folge (3.8.1)) mit 1 € F identifiziert.
Bezeichne die zu den Einselementen im i-ten “Arm” gehorigen Elemente in der Ten-
soralgebra mit dem gemeinsamen Symbol u;. Dann wird das Ideal der Relationen
erzeugt von

wobei der erste Summand p; Faktoren und der zweite Summand p; Faktoren enthélt.
Auflerdem erhilt man nach diesen Identifikationen folgendes: Aus (3.8.1) be-
kommt man die kurze exakte Folge

0 k F—2=85, 0.

Ist i € {1,...,t} und b; € F; \ k, so gilt 0 # o(b;) € kr.. (Dies folgt leicht mit
dem kommutativen Diagramm aus dem Beweis von [32, Prop. 5.5], welches man hier
analog erhilt, sowie Anwendung des Funktors ¢, (aus dem Beweis von 3.8.1) auf
dieses Diagramm.) Auf diese Weise steht also der i-te “Arm” mit dem Punkt 7} in
Beziehung.

3.9. Kommutative Realisierbarkeit

DEFINITION 3.9.1. Sei (V,w) ein kanonisches Gitter. V' heifit kommutativ reali-
sierbar iber k, wenn es eine H-graduierte kommutative k-Algebra R gibt, die (F1)—
(F3) erfiillt und das homologische Geschlecht null hat, so da8 die bilinearen Gitter
(V,w) und Ky(X) rangisomorph sind (vgl. Abschnitt A.1), wobei X = Proj”(R)
und K;(X) mit der Eulerform, der Auslander-Reiten-Translation und dem Rang von
Garben ausgestattet ist.

BEMERKUNG. (1) Ist das kanonische Gitter nicht tubular, so braucht man nur
Isomorphie zu fordern. Die Rangisomorphie folgt dann, weil je zwei Rénge auf V
dhnlich sind.
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(2) Wir werden spéter sehen, dafl z. B. das tubulare kanonische Gitter mit Symbol

1 2
Waihrend das zweite iiber R kommutativ realisierbar ist, ist das erste iiber keinem

Korper kommutativ realisierbar.

)
2 2
( 2 2 ) isomorph ist zum tubularen kanonischen Gitter mit Symbol (2 2 | 2).

Die folgenden beiden Aussagen sind Folgerungen aus Satz 3.7.3 und Lem-
ma A.2.11.

SATZ 3.9.2. Sei k ein Korper und (V,w) ein kanonisches Gitter mit Symbol

b1y Pt
olVl=1 di,...,d; | ¢
fla"'aft

Genau dann ist V' realisierbar durch eine kommutative graduiert faktorielle Algebra,
die durch Einfiigung von Gewichten aus der Polynomalgebra k[ X, Y] hervorgeht, wenn
e=1,d; = f; (i = 1,...,t) und k folgende FEigenschaft hat: In k[X,Y] gibt es
paarweise nicht-assoziierte homogene Primelemente m, ..., 7 mit gradm; = d; (i =
1,...,1). O

SATZ 3.9.3. Sei k ein Kérper (mit chark # 2), sei QQ eine anisotrope terndre
quadratische Form tber k, und sei (V,w) ein kanonisches Gitter mit Symbol

Piy---y Dt
o[Vl=| di,....d|e
fla"'aft

Genau dann ist V' realisierbar durch eine kommutative graduiert faktorielle Algebra,
die durch Einfigung von Gewichten aus der Algebra k[X,Y, Z]/Q hervorgeht, wenn
e=2,d;=f; (i =1,...,t) und k folgende FEigenschaft hat: In k[X,Y,Z]/Q gibt
es paarweise nicht-assoziierte homogene Primelemente y,...,m mit gradm; = d;
(1=1,...,1). O

3.9.4 (Algebraisch abgeschlossener Grundkorper). Es gibt keine anisotrope qua-
dratische Form iiber algebraisch abgeschlossenem Ké&rper. Jedes homogene Primpo-
lynom in £[X, Y] ist vom Grad 1. Daher sind genau die Symbole der folgenden Form
kommutativ realisierbar: (p; pa ... py).

3.9.5 (Reell abgeschlossener Grundkoérper). Jede anisotrope ternire quadratische
Form ist iiber reell abgeschlossenem Korper dquivalent zu aX? + bY? + ¢Z? mit a,
b, ¢ > 0. Jedes homogene Primelement in k[X,Y, Z]/(aX? + bY? + ¢Z?) hat Grad 1.
In k£[X,Y] hat jedes homogene Primelement Grad 1 oder 2. Es sind also genau die

folgenden Symbole kommutativ realisierbar: (p; p2 ... p; | 2) und
Pis-- 3Py PIt1, - -5 Pt
1,....1,2,...,2
1,....1,2,...,2

3.9.6 (Endliche Grundkorper und Funktionenkdrper). (Wir betrachten nur Koérper
der Charakteristik # 2.) Es gibt keine anisotrope terniire quadratische Form iiber end-
lichen Ko6rpern, da deren Brauergruppen trivial sind [26, Ch. 3, Cor. 2.10] oder [45,
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1.2.2]). Daher lassen sich die Fille mit &€ = 2 nicht realisieren. Das gleiche gilt fiir
algebraische Korpererweiterungen von C(X) (vgl. [26, Ch. 4, Ex. 1.5]).

3.10. Grundkoérper der rationalen Zahlen

Sei k = Q der Korper der rationalen Zahlen und R = k[X,Y, Z]/Q, wobei @) eine
anisotrope, ternire quadratische Form iiber Q ist.

Fiir die kommutative Realisierbarkeit von Symbolen mit £ = 2 ist die Beantwor-
tung der folgenden Frage von Interesse.

PROBLEM. Gibt es in R zu jedem Grad n € N unendlich viele (paarweise nicht-
assoziierte) homogene Primelemente vom Grad n?

Wir vermuten, daf} dies gilt. Die folgenden Sétze geben eine partielle Antwort.

PROPOSITION 3.10.1. Sei Q(X,Y,Z) = X2 +Y? + Z2. Sei p eine Primzahl, so
daf p — 1 kein Quadrat ist. Dann ist 2> + py? prim in R.

BEWEIS. Nehme an, dafl

2+ py? = (fi(z,y) + a12)(fa(z, y) + azz),

mit Koeffizienten in Q, ay, oy nicht beide = 0 (da das entsprechende Element in
Q[X, Y] prim ist). Dann folgt

X2 4pY?2 — fifo(X,Y) — (a1 fo( X, V) +an f1 (X, V) Z —ayae 7% = a( X2+ Y2+ Z7),
mit einem o € Q. Es folgt
a=—qian
arfo(X,Y) = —an fi(X,Y)

X2 4pY? — fifo(X,)Y) = a(X?2+Y?).
« = 0 ist nicht moglich, denn sonst wire etwa oy = 0, e # 0, und dann f;(X,Y") =0,
Widerspruch. Also ist a # 0. Dann fo(X,Y) = ¢f1(X,Y) mit ¢ = —o2. Es folgt

(1—a)X?+ (p—a)Y? =cfi(X,Y)%
Ist f1(X,Y) =aX +bY, so folgt

(1—a)X?+ (p—a)Y? =c(a®X? + 2abXY + b*Y?),

und das ergibt a = 0 oder b = 0.

1. Fall: a = 0. Dann ist « = 1 und p—1 = ¢b? = (awb)?, was nicht geht, weil p—1
kein Quadrat ist.

2. Fall: b = 0. Dann ist & = p und 1 — p = ca?, und es folgt p(p — 1) = (asa)?,
was auch nicht sein kann. O

PrOPOSITION 3.10.2. Sei R = Q[X,Y, Z]/Q, wobei Q) anisotrop ist. Die Menge
aller n € N, fiir die es ein homogenes Primelement vom Grad n gibt, ist nach oben
unbeschrinkt.
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BEWEIS. Man kann o. E. annehmen, dafl Q = aX?2 +bY2+ Z? (a, b € Q) gilt.
Esist R = Q[X,Y][(—aX? — bY?)'/?] auch eine H = L(p, d)-graduierte Algebra mit
p=(1,1,2) und d = (1,1,2), und die Torsionsuntergruppe von L(p,d) ist Zs. Sei
§ : L(p,d) — Z der Homomorphismus, der Z, i und Z auf 1 abbildet. Der Kern von
§ ist dann (Z — &) ~ Z,, und via § kann man R auch L(p, d)-graduiert betrachten,
und dies induziert kanonische Funktoren

F, : Mod"(R) — Mod”(R), (F.M), = € M,
d(h)=n

(Push-Down-Funktor) und

F* : Mod”(R) — Mod”(R), (F*M), = Msgu)
(Pull-Up-Funktor), und es gilt

F*F.M~M@M(Z—1), F.F*N ~ N@& N.

Es werden dann Funktoren ¢, und ¢* definiert durch die folgenden Diagramme, wobei
X = Proj”?(R) und Y = Proj*(R):

Qcoh™ (X) & Qcoh”(Y)
T
Mod” (R) : Mod?(R)
Qcoh”(Y) : Qcoh” (X)
N
Mod%(R) ——— Mod" (R)
Es gilt
$eOx =~ Oy
und
¢e(F (1)) = ¢o(F)(0(h))

fiir jedes F € coh” (X) und h € H. Wenn
0— Ox — Ox(7) —= 8§ —= 0,
exakt ist, wobei 7 ein H-homogenes Primelement ist, so ist auch
00— Oy —"= Oy(4(7)) DS 0

exakt. Also hat ¢.S endliche Linge, und es ist deg ¢S = §(7) = deg S. Wendet man
nun ¢° auf die letzte exakte Sequenz an, so erhilt man die exakte Sequenz

0—O0x @ O0x(?— %) — Ox(7) @ Ox(T + Z — &) — ¢*PpeS — 0.
Es folgt, daBl ¢*¢eS ~ S & §(Z — 7), also (¢°d.S) = 2. Es folgt dann £(¢p.S) < 2.
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In R gibt es die H-homogenen Primelemente z? + py? (d € N, p Primzahl).
Diese zerfallen nach dem Vorherigen in hochstens zwei Z-homogene Primelemente
(vgl. 1.4.2), und daraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG. Sei Q = X? + Y? + Z2. Die Voraussetzung “p — 1 kein Quadrat”
in 3.10.1 ist notwendig, und in 3.10.2 konnen die H-homogenen Primelemente in
zwei Z-homogene Primelemente zerfallen: Sei p eine Primzahl und p — 1 = a? ein
Quadrat. 22 +py? ist H-homogen prim, aber nicht Z-homogen prim, denn 22 +py? =
(z — ay)(z + ay).

3.11. Die domestizierten und tubularen Fille

Die Tabellen 3.1 und 3.2 geben fiir die domestizierten und tubularen Symbole
([30], vgl. auch Anhang A), die kommutativ realisierbar sind, jeweils ein Beispiel
fiir eine kommutative Realisierung an. Die angegebenen graduierten Algebren (bzw.
deren Graduierungsgruppen) erhiilt man durch Einfiigen von Gewichten aus den Al-
gebren k[X,Y] (im Fall ¢ = 1) oder k[X,Y, Z]/(X? + Y? + Z?) (im Fall ¢ = 2) iiber
einem geeigneten Korper k (bzw. aus der Gruppe Z).

2

Die Realisierung des tubularen Symbols ( 2|2 > iiber Q erhilt man mit 3.10.1.
2
Symbol | Kérper Faktorielle Algebra Graduierung
(p) bel. k[X,Y] L(1, p)
p
(2 QR | KXY, Z]/(2" - X* = Y?) | L((1,1,p),(1,1,2))
2
(2][2) | QR | HX.V.Z/ (X472 +2%) | L{,1p)
2
(3 Q | QXY Z)/(22 - X*—2v%) | L((1,1,2),(1,1,3))
3
(pl p2) bel. k[X, Y] L(p17p2)
2 n
2 1) | QR | KX, Y, Z)/(Z = X* = Y"") | L((1,n,2), (1,1,2))
2 1
2 3
L 2] | @R | XY, Z)/(2° = X2 =YY | L((1,2,3),(1,1,2))
1 2
(2 2 n)| bel. | KXY, Z]/(X?+Y?+2Z") L(2,2,n)
(2 3 3)| bel. | k[X,Y,Z]/(X2+Y3+Z3) (2,3, 3)
(2 3 4)| bel. | KX,Y,Z]/(X?+Y3+ 2" (2,3,4)
(2 3 5) bel. EX,Y,Z]/(X? + Y3 + Z°) L(2,3,5)

TABELLE 3.1. Realisierung der domestizierten Symbole
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Symbol Korper Faktorielle Algebra Graduierung
2 1,1,2
4 Q QIX,Y, Z]/(2” - X* —Y*) L,y
4 1,1,4
X 1,1,3
3 0 vz -x-v) | L)
3 1,1,3
2
X24+V2%24 72, 1,1,1,2
; 2 Q Q[X:Y:Zaw]/< WQ—XQ—SYQ L 1,1,1,2
22 1,2,2
1 3 Q QX,Y,7]/(Z? — X3 —2Y") ]L( Y )
1,1,3
1 3
24 1,2,4
1 2 Q, R k(X,Y,Z])(Z* — X% - YY) ]L( Y )
1,1,2
1 2
22 U? - X2 y? 1,1,2,2
; ; QaR k[Xaanv]/<V2_X2_2y2> L<1,1,2,2>
33 1,3,3
1 2 Q, R kXY, Z])(Z3 — X% - Y5 ]L( T )
1 92 1,1,2
(2 2]2) | QR KXY, Z|/(X?+Y"'+ Z") 1(1,2,2)
( 2 36 ) bel. EKX,Y, Z]/ (X% + Y3 + Z°) L(2,3,6)
(2 4 4) | bel EX,Y,Z]/( X2+ Y' 4+ Z7) 1(2,4,4)
(3 3 3) | bel KX,Y,Z]/(X?+ Y3+ Z°) 1(3,3,3)
2 2 2 9.9.9
11 2 Q R kKXY, Z]))(Z% + Xt +Y?) ]L( w7 )
1,1,2
11 2
U2—|-X2—|—Y2,
(2 22 2) |k| > 2 k[XJ Ya U7 V]/ < V2 —|—X2 + )\YQ L(2721272)
A#0,1

TABELLE 3.2. Realisierung der tubularen Symbole




KAPITEL 4

Tubulare exzeptionelle Kurven

4.1. Die Resultate

In diesem Kapitel sei k£ ein Korper. Wir formulieren die Hauptergebnisse dieses
Kapitels. Die benétigten Begriffe werden in darauffolgenden Abschnitten erldutert.

Wir verwenden den Begriff einer exzeptionellen Kurve und der Kategorie der
kohérenten Garben dariiber (vgl. [31], [29]). Sei X eine tubulare exzeptionelle Kurve.
Die Automorphismengruppe der Grothendieck-Gruppe induziert eine Operation auf
der Menge Q = Q U {oo}. Die Bahnen dieser Operation heifilen Anstiegsklassen
(Definition A.3.4). Im Gegensatz zum algebraisch abgeschlossenen Fall, wo nur eine

Anstiegsklasse existiert, konnen im allgemeinen zwei Anstiegsklassen auftreten.

SATZ 4.1.1. Sei k ein Kirper und X eine tubulare exzeptionelle Kurve. Dann hat
die Grothendieck-Gruppe Ko(X) hdchstens zwei Anstiegsklassen in Q; diese liegen
jeweils dicht in Q. Es gibt Fidlle, die genau zwei Anstiegsklassen haben.

Diese Aussage wird im Anhang A.5 bewiesen. Im Anhang A befinden sich die
K-theoretischen Grundlagen fiir das vorliegende Kapitel.

Sei # = coh(X) die Kategorie der kohédrenten Garben iiber der tubularen exzep-
tionellen Kurve X. Auf A hat man den Begriff eines Anstiegs, und man definiert dann
fiir jedes ¢ € Q die volle Unterkategorie H(?, die aus den semistabilen Objekten vom
Anstieg ¢ besteht. Diese R6hrenkategorien iiberdecken die gesamte Kategorie coh(X).
Satz 4.1.1 ist verantwortlich fiir das Auftreten von maximal zwei unterschiedlichen
Typen von solchen Réhrenkategorien.

THEOREM 6. Sei k ein Korper und X eine tubulare exzeptionelle Kurve, so daf
der Rang der Grothendieck-Gruppe Ko(X) grifier als drei ist. Sei H = coh(X) die Ka-
tegorie der kohdrenten Garben iber X. Dann ist jede Réhrenkategorie H'D (¢ € Q)
nicht-trivial, und die Automorphismengruppe Aut Db(X) der derivierten Kategorie
D’(X) won coh(X) operiert auf der Menge der Réhrenkategorien H@W[n] (¢ € Q,
n € Z) mit hochstens zwei Bahnen. Diese Bahnen korrespondieren mit den Anstiegs-
klassen von Ko(X) in Q.

In Theorem 7 auf Seite 59 findet man eine stirkere und prézisere Fassung dieses
Theorems. Dort werden auch die meisten derjenigen Félle behandelt, in denen die
Grothendieck-Gruppe vom Rang drei ist. Als Anwendung ergibt sich ein Struktur-
satz fiir die Moduln iiber einer tubularen versteckt-kanonischen Algebra (Theorem 8,
Seite 68). Wir présentieren an dieser Stelle ein Beispiel, welches die Struktur einer
solchen Modulkategorie verdeutlicht. Es ist ein Beispiel einer kanonischen Algebra
iiber den reellen Zahlen, welches die auftretenden Effekte iiber nicht-algebraisch-ab-
geschlossenem Korper illustriert. Der Zugang ergibt sich durch eine kommutative
graduiert faktorielle Algebra.

49
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BEISPIEL 4.1.2. Sei R die L(2, 2)-graduiert faktorielle Algebra
RIX,Y,Z]/(X? +Y*+ Z%),

die aus R[X,Y, Z]/(X? + Y% + Z?) = Rz, y, 2] durch Einfiigung des Gewichts 2 in y
und z entsteht. Das graduiert projektive Spektrum X definiert eine tubulare exzep-
tionelle Kurve. Die tubulare kanonische R-Algebra A; mit unterliegender Spezies

/\
\/

wobei hier gewisse Relationen gelten, 148t sich als Kippbiindel in H = coh(X) reali-
sieren. Die Kategorie der unzerlegharen Moduln iiber A; hat die folgende Struktur:

~ ~— N N~ A
'P ~— I
~— N2 N N
81 Sy Sy
_/
\'\/ N (_ N \/

| |
q€]l,00]V] —00,0]

ABBILDUNG 4.1. Die Struktur von ind A;

Es ist P die priaprojektive Komponente, Z die priinjektive Komponente. S; ist ei-
ne Rohrenfamilie, die eine Rohre mit einem projektiven Modul enthélt. Entsprechend
ist Sy eine Rohrenfamilie, die eine R6hre mit einem injektiven Modul enthélt. Fiir je-
des ¢ €]1,00] V ]—00, 0] hat man eine separierende Rohrenfamilie aus stabilen Rohren
S, (die sich aus den Réhrenkategorien (?) ergeben). (Dabei ist |1, 00] V] — 0o, 0] die
Vereinigung der in Q gebildeten Intervalle, und diese ist so geordnet, daf die einzel-
nen Intervalle ihre natiirliche Ordnung behalten und da8 jedes Element in | — oo, 0]
grofer ist als jedes Element in |1, 0ol; es gilt dann Hom(S,, Sy) # 0 nur fiir ¢ < ¢'.)
Diese stabilen Rohrenfamilien zerfallen in zwei Isomorphieklassen: Sei ¢ = §, wobei
a und b teilerfremd sind.

e Sei b gerade. Dann hat jedes einfache Objekt in S, Endomorphismenring C.
e Sei b ungerade. Dann kommt jeder der Schiefkorper R, C, H vor als Endo-
morphismenring eines einfachen Objektes in S,.

Insbesondere sind die Kategorien S, und S, nicht dquivalent, falls die Nenner von ¢
und ¢’ nicht-kongruent modulo 2 sind. Umgekehrt gilt: Sind die Nenner von ¢ und ¢’
kongruent modulo 2, so gibt es einen Automorphismus auf der derivierten Kategorie
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D’(A;) von mod(A,), der S, in S, iiberfiihrt; insbesondere sind dann S, und S,
dquivalent.

Es gibt eine weitere tubulare kanonische R-Algebra A, die sich ebenfalls als
Kippbiindel in coh(X) realisieren 1a8t, mit unterliegender Spezies

AN
Nz

(und gewissen Relationen) mit folgenden Eigenschaften:

C

C

e Ay und A, sind deriviert-aquivalent. Genauer: A; ist versteckt-kanonisch
(insbesondere gekippt) vom Typ Ay, und A, ist versteckt-kanonisch vom
Typ Aq.

e A; und A, sind nicht isomorph.

e Der unterliegende Bimodul von A; ist vom Typ (4, 1), der von Ay vom Typ
(2,2).

Das Auftreten von zwei Isomorphieklassen von separierenden tubularen Famili-
en (von stabilen Rohren) einer tubularen Algebra ist ein Phéinomen, welches iiber
algebraisch abgeschlossenem Koérper nicht in Erscheinung tritt (vgl. [39], [34]).

Die neu auftretenden Effekte im tubularen Fall iiber nicht-algebraisch-abge-
schlossenem Korper kénnen also mit Hilfe der Theorie der graduiert faktoriellen Al-
gebren erreicht und gut beschrieben werden. Dieser Zugang funktioniert allgemein
fiir viele der tubularen Fille. Es sei aber betont, daf§ sich nicht jeder der tubularen
Fille durch eine kommutative graduiert faktorielle Algebra realisieren l148t.

Das fundamentale Konzept zum Beweis der Hauptergebnisse dieses Kapitels ist
die Konstruktion von sogenannten Mutationen an Rohren (oder auch Verschiebungs-
automorphismen) auf der derivierten Kategorie sowie die Konstruktion einer Kate-
gorie mit Eigenschaften einer “Garbenkategorie”, vgl. [32], wodurch die Verbindung
zu den exzeptionellen Kurven und den kohérenten Garben dariiber gegeben ist.

Diese Garbenkategorien sind erblich, und daher ist der Ubergang zur derivierten
Kategorie sehr einfach. In der Tat werden wir es wie in [18, 34| vorziehen, in der
Garbenkategorie anstatt der Modulkategorie zu arbeiten. Ergebnisse lassen sich dann
leicht auf die Modulkategorie iibertragen.

Ein weiterer wichtiger Bestandteil der Beweise ist die Klassifikation der tubularen
Symbole [30], also der Grothendieck-Gruppen der tubularen Algebren, wie wir sie
im Anhang A.5 vornehmen.

Ein weiteres Ergebnis dieses Kapitels bezieht sich auf die Darstellbarkeit von Wur-
zeln in der Grothendieck-Gruppe als Klassen von unzerlegbaren Garben (Satz 4.8.3).
Ferner zeigen wir, daf§ sich jedes tubulare Symbol (ein abstraktes Modell fiir ei-
ne Grothendieck-Gruppe einer tubularen Algebra) realisieren l&8t als Grothen-
dieck-Gruppe einer tubularen kanonischen Algebra iiber einem geeigneten Korper
(Satz 4.7.4).
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4.2. Garbenkategorien iiber exzeptionellen Kurven

In [32] werden die (zusammenhiingenden) versteckt-kanonischen Algebren cha-
rakterisiert als diejenigen zusammenhéingenden Artin-Algebren X, deren Kategorie
der endlich erzeugten Rechtsmoduln mod(X) eine aufrichtige separierende exakte
Unterkategorie mody(X) besitzt, die mod, (3) von mod_(X) separiert. Es gilt also

mod(X) = mod (X) V mody(X) V mod_(X).

In [32] wird einer solchen Algebra ¥ mit fixierter separierender tubularer Familie
mody(X) eine erbliche Kategorie H(X) = H (X, mody (X)) zugeordnet, die die Voraus-
setzungen des folgenden Satzes erfiillt. Im folgenden sei ¥ immer zusammenhéngend
und versteckt-kanonisch. Ist A eine kanonische k-Algebra im Sinne von [40], so be-
zeichnen wir die volle Unterkategorie von mod(A) der Moduln vom Defekt null ([40])
als zentrale separierende tubulare Familie.

PROPOSITION 4.2.1 (Lenzing [29]). Sei H eine abelsche, kleine k-Kategorie oh-
ne Projektive # 0, welche erblich und noethersch ist, und einen Kippkomplex be-
sitzt. Dann gibt es eine kanonische Algebra A, so dafi H dquivalent ist zu H(A) =
H(A, mody(A)), wobei mody(A) die zentrale separierende tubulare Familie in mod(A)
bezeichnet. OJ

Uber algebraisch abgeschlossenem Korper & sind die Kategorien mit obiger Ei-
genschaft gerade die Kategorien coh(X) iiber gewichteten projektiven Kurven X,
vgl. [27]. Wir bezeichnen H(X) = H (X, mody(X)) auch mit coh(X) (vgl. [31]), wobei
X die Parametermenge ist in der Zerlegung

mody(2) = [ [ e
reX
in der U, zusammenhingende, einreihige Lingenkategorien sind. Wir sagen, dafl X,
versehen mit der Kategorie coh(X), eine ezzeptionelle Kurve ist ([29], [31]); als Menge
steht X in Bijektion zu den reguldren Komponenten eines zahmen Bimoduls.
Fiir mehr Details der Theorie der exzeptionellen Kurven verweisen wir auf [31].
Die Kategorien mod(X) und coh(X) sind deriviert dquivalent:

D'(%) ~ D'(X),

insbesondere gilt fiir die Grothendieck-Gruppen Ky (¥) = Ky (X).

Bezeichne mit cohy(X) die volle Unterkategorie, die aus den Objekten endlicher
Lange besteht, und mit coh, (X) die volle Unterkategorie, die aus den torsionsfreien
Objekten besteht. Dann gilt mody(X) = cohg(X) und mod, (X) C coh (X).

Im folgenden sei rk : Ko(X) — Z der Rang, der von der Garbenkategorie coh(X)
herriihrt. Fiir jedes F' € coh(X), F unzerlegbar, gilt also

F € coh (X) <= r1k(F)>0.

Nach Abschnitt A.1 gibt es ein eindeutig bestimmtes w im Radikal der Grothen-
dieck-Gruppe Ky(X), welches einen direkten Summanden in K, (X) erzeugt, und so,
dal rk aus der Linearform (—,w) durch Normieren entsteht. Wir schreiben dann
auch rk = rky, (vgl. Abschnitt A.1).

Fiir jedes = € X sei p(z) das Gewicht von x, also die Anzahl der einfachen Objekte
in der einreihigen Kategorie U, (der Rang der “Rohre”). Es ist p(x) = 1 fiir fast alle
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r € X, und alle p(z) sind natiirliche Zahlen ([32, S 8]). Bezeichne mit z1,...,2; € X
die Punkte, so daB p; := p(x;) > L gilt (i =1,...,¢).

Es gibt ein exzeptionelles Vektorbiindel L vom Rang 1, so dal es fiir i =1,...,¢t
bis auf Isomorphie genau eine exzeptionelle einfache Garbe S; gibt, die in x; konzen-
triert ist, und so, da Hom(L, S;) # 0 gilt. Wir nennen ein solches Linienbiindel L

speziell, oder genauer speziell bzgl. Sy, ...,S;.

Mit einem speziellen Linienbiindel L kann man in Ky(X) eine w-kanonische Basis
(vgl. Anhang A.2.1) konstruieren ([32]). Fiir jedes x € X sei (wobei hier | — | fiir
dimy(—) steht)

e(r) = | Hom(L, Sx)|, @) = 1|Hom(ZL, S)|
End(S,)| - [End(D)|

Es sei f; := f(x;), e; :== e(x;) und d; :== e;f; (1 = 1,...,t). Dann ist (Kq(X), w) ein
kanonisches Gitter mit Symbol (vgl. A.2.1)

Piy--. Pt
O'[X]: dl,...,dt 9
fla"'aft
Ist wy = §>(:xl) 77[S,] fiir jedes z € X so gilt wy = f(z)w und e(z) = f(a:)fgg%éi;{

Insbesondere sind die Zahlen e(x) und f(x) unabhéngig von der Auswahl von L
(vgl. A.2.10). f(z) heiit der Index, e(x) die Multiplizitit von x. Der Punkt x (bzw.
das Objekt S,) heifit rational, falls f(z) = 1, und multiplizititenfrei, falls e(z) = 1
gilt.

Nach [32, S 9] gibt es eine Rangfunktion auf Ky(X), die die unzerlegbaren Moduln
in ind(X) separiert von mody(X). Mit der Separierungseigenschaft ist diese Rangfunk-
tion nur abh#ngig von der separierenden tubularen Familie mody(X):

LEMMA 4.2.2. Seir : Ko(X) — Z eine Rangfunktion (vgl. Anhang A.1), so daf

(IF) =0 fir alle F € mody(X)
' >0 fir ein F € mod(X).

Dann gilt

r = rky .

BEWEIS. Sei K((X)o = Kernrky,. Sei w’ Erzeuger einer 1-Réhre mit r = rkys. Sei
r € X Es gilt wy = f(z)w. Es gibt ein F' € mody(X) mit [F] = wy. Es folgt r(w) =
0, also (w',w) = 0, also hat w' den w-Rang 0. Wegen K,(X)y N RadKy(X) = Zw
(mittels [32, S 13] wie in 3.7.2) folgt w' = +w. Aus der Positivititseigenschaft von
r folgt dann w = w'. O

Die folgende Aussage spiegelt eine Situation wider, die der Faktorialitéit nahesteht.

PROPOSITION 4.2.3. Sei X multiplizititenfrei, d. h. es gelte e(x) = 1 fiir alle

z € X. Dann gibt es bis auf Verschiebung ([32, S 10]) nur ein Linienbindel in
coh(X).
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BEWEIS. Seien L und L’ Linienbiindel, L speziell. Nach Verschiebung kann man
annehmen, dafl L, L' € mod(X) gilt. Nach [32, S 15] gilt fiir z € X, n > 0,
Hom(L, L'(nz)) # 0. Da jedes Linienbiindel stabil ist, erhélt man eine Folge

L=Lo- o, Loy, L= Do),
wobei L; Linienbiindel und f; 1-irreduzible (analog zu Abschnitt 1.3 definiert) Mono-
morphismen sind. Die Cokerne S; von f; sind einfach, konzentriert in y; € X. Wegen
e(y;) = 1 ist jedes S; Cokern von einem Monomorphismus a;ilLi — L;, und damit
erhdlt man [L; 1(y;)] = [Ls], also sind alle L; exzeptionell und L; ~ L; 1(y;), und
daher gehen L und L' durch Verschiebung ineinander iiber. [l

LEMMA 4.2.4 ([23]). Seien E und F exzeptionelle Objekte in coh(X). Dann
[E]=[F] = FE~F.

Wir geben hier ohne Beweis einen zu [32, Prop. 4.2] und Korollar 3.5.6 analogen
Satz an (vgl. auch [31, Thm. 3.5]).

PROPOSITION 4.2.5 (Reduktion von Gewichten). Sei X eine exzeptionelle Kurve
mit Ausnahmepunkten v, ...,x;, Gewichten py,...,p; und exzeptionellen einfachen
Objekten Sy, ..., S;. Die rechts-perpendikulare Kategorie

{r78; |1 <i<t, —1%# jmodp;}+
in coh(X) ist dquivalent zu coh(Y) dber einer exzeptionellen Kurve Y, wobei coh(Y) =
H(X) gilt, und X eine zahm-erbliche Bimodulalgebra ist. O
LEMMA 4.2.6. Es gibt modulo Aut(coh(X)) hdchstens zwei spezielle Linienbiindel.

BEWEIS. Sei Si,...,S; eine feste Auswahl von Einfachen aus jeder Ausnah-
merchre. Sei L ein spezielles Linienbiindel. Nach Anwendung von einem geeigneten
Automorphismus (vgl. 4.4.1) kann man annehmen, da§ L speziell bzgl. Sy, ..., S, ist.
Nach entsprechender Reduktion von Gewichten kann man dann annehmen, dafl X
homogen ist, und die Aussage ist dann klar. O

KOROLLAR 4.2.7. Der Typ des Bimoduls aus 4.2.5 ist, bis auf Permutation der
Fintrdge, eine Invariante von coh(X); der Typ ist (2,2), falls e = 1 gilt, und er ist
(1,4) oder (4,1), falls e = 2 gilt. O

Wir nennen & (bzw. den Typ des unterliegenden Bimoduls) auch den Typ von X.
4.3. Rohren- und Intervallkategorien

Sei X eine versteckt-kanonische Algebra, von der wir stets annehmen, daf sie
zusammenhéngend ist. Sei mody(X) eine separierende tubulare Familie in mod(X).
Sei coh(X) die zugehorige Garbenkategorie.

DEFINITION 4.3.1. ¥ (bzw. X) heift tubular, falls 6[Ko(X)] = 0 gilt (vgl. [30]
bzw. Abschnitt A.2).

Eine versteckt-kanonische Algebra ist genau dann tubular, falls das virtuelle Ge-
schlecht' von X gleich 1 ist, was genau dann der Fall ist, wenn das Radikal von K (X)

1[18]. In [32] wird es einfach nur Geschlecht genannt.
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eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2 ist (in den iibrigen Féllen ist es vom Rang 1).
Diese Bedingungen sind dquivalent dazu, daBl ¥ zahm vom tubularen Typ ist ([32,
Thm. 7.1]).

Wir nennen eine tubulare versteckt-kanonische Algebra auch kurz tubulare Alge-
bra.

Im Rest dieses Kapitels sei Y immer eine tubulare k-Algebra iiber dem
Korper k und mody(X) = [[,.xU, eine separierende tubulare Familie. Sei H =
H(E, mody(X)) = coh(X) die zugehdrige Garbenkategorie iber der tubularen exzep-
tionellen Kurve X.

Fiir alle x, y € Ko(X) sei

p—1
(x¥) =) ('xy).
=0
wobei p das kleinste gemeinsame Vielfache der Gewichte p; ist. Auf Ky(X) ist eine
Gradfunktion definiert durch

deg(x) = —((a,x)

fiir jedes x € Ko(X), wobei a die Klasse eines speziellen Linienbiindels L ist (vgl. [30]).
Wir konnen dann einen Anstieg p durch % definieren. Damit erhélt man dann den
Begriff der Stabilitit und Semistabilitit von Objekten X # 0 in H (wegen X # 0
sind nicht deg([X]) und rk([X]) beide null).

Fiir jedes ¢ € Q sei H? die volle Unterkategorie von #, die aus den semista-
bilen Objekten vom Anstieg ¢ besteht. H und H(® haben folgende Eigenschaften,
vgl. [18, 5.245.6]: H(@ ist eine exakte abelsche Teilkategorie von #, abgeschlossen
gegen Erweiterungen und Auslander-Reiten-Translation, und (9 ist eine zusammen-
héngende, einreihige Lingenkategorie. Jedes unzerlegbare Objekt in H ist semistabil;
es gilt

Homy (H'O, H)) £0 «— ¢<{.
(“=" folgt aus der Semistabilitéit, “<=" erhélt man leicht mit der Riemann-Roch-
Formel [30, Thm. 9.2].)

Wir werden spiiter sehen, dafi (@ # 0 fiir jedes ¢ € Q gilt.

Die (beschrinkte) derivierte Kategorie D = D’(#) ist wegen der Erblichkeit von
‘H gerade die repetitive Kategorie von H:

D'(H) = \/ H[n].

D. h. D’(H) ist der additive AbschluB der Vereinigung der Kopien #[n], deren Ob-
jekte mit X[n] (X € H) bezeichnet werden, und es gibt keine Morphismen # 0 von
H[n] nach H[m], falls n > m. Der Funktor X — X[1] auf D (und sein Inverses) heif}t
Translation. Jedes unzerlegbare Objekt in D ist ein Halmkomplex, also von der Form
X[n] fiir ein (unzerlegbares) X € #H und n € Z. Fiir alle X, Y € H und allen, m € Z
gilt

0 m<n

Ext?"(X,Y) m > n.

Homp (X [n],Y[m]) = {
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(Zu derivierten Kategorien vgl. [20].)

Sei X € D unzerlegbar. Sei iX = (vX,uX) € Z x Q, versehen mit der lexiko-
graphischen Ordnung; dabei ist vX das Element n € Z, so dafi X € H[n], also in der
n-ten Kopie liegt; uX soll dann der Anstieg von X[—n] € H sein. Die Semistabilitit
liest sich mit diesen Bezeichnungen so: Sind X, Y € D unzerlegbar, so gilt

¥X =Y und puX < uY, oder

H XY)#0 =
omp( )7 {fyX =Y — 1 und puX > puY.

Fiir jedes ¢ € Q sei H(q) die Teilkategorie von D definiert durch

H{g) = HO[—1] v 1O v 1O,
wobei
HO= \/ HO, HO= \/ H.
—oo<Lr<q q<r<oo
Die Kategorien H(9[n] nennen wir Réhrenkategorien, die Kategorien H(g)[n] nennen
wir Intervallkategorien (q € Q, n € 7).

H[1] M

HD[1] H(@)

ABBILDUNG 4.2. Die Intervallkategorie H(q)

PROPOSITION 4.3.2 (Lenzing [29]). Sei ¢ € Q und nehme H@ # 0 an.
Dann gibt es eine tubulare exzeptionelle Kurve X{(q) mit H{q) = coh(X{(q)) und
D*(X{q)) = D"(X). Die Kategorie H'9 besteht gerade aus den Objekten endlicher
Linge in coh(X{q)). O

Sei ¢ € Q, sei Y = X(g). Nehme an, da H(@ # 0 gilt. Es ist
4@ — HUZSQ)’

yeY

wobei L{éq) zusammenhéngende, einreihige Kategorien sind.

PROPOSITION 4.3.3 (Lenzing [29]). Sei ¢ € Q und nehme H'D # 0 an.
(1) Die Réhrenkategorie H'9 separiert die derivierte Kategorie D = DY(H) (ins-
besondere die Kategorie H) in drei Teile

D=DYVHD VDD b H=HDVvHDvHD
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wobei
D' = {X € D | Hom(#?, X) = 0}, D' = {Y € D | Hom(Y, H"?) = 0}

und

H=H? =HNDY, H=H" =HnDY.

(2) Seiy € Y, und sei f € Homp(X,Y) mit X € DSf), Y € P9 Dann faktori-
siert f durch ein Objekt aus US". O

H(@ £ 0 ist also eine separierende tubulare Familie (in D’(#), insbesondere in
Wir nehmen ein Ergebnis bereits vorweg. Es wird in den nachfolgenden Abschnit-
ten bewiesen (Theorem 7 und Satz 4.6.1).

SATZ 4.3.4. Fiir jedes q € Q ist die Rohrenkategorie H'D # 0; folglich ist sie eine
separierende tubulare Familie in D"(H).

LEMMA 4.3.5 (Intervall-Lemma). Sei o € Aut D(H). Sei ¢ € Q. Dann gibt es
¢ € Qundn € Z, so daff o(HD) = HD[n] und o(H{q)) = H{q')[n].

BEWEIS. Sei D = D’(H). Seien X, Y € D unzerlegbar.

Da o mit der Auslander-Reiten-Translation vertauscht, bewahrt o die einzelnen
Rohren, und wegen 4.3.4 sowie der Faktorisierungseigenschaft in 4.3.3 folgt dann
noX =noY, wenn X =nY:

Denn sei etwa iocY < o X. Wéhle Z;, Zy € D unzerlegbar mit oY < uz; <
o X < [Zy =:b, pZy, uZy # poX, und zwar so, daf 7; € H(b). Es gibt dann ein
f € Homp(Zy,Zy), f #0. Esist Zy = o0Z,, Zo = 0Z), f = of'. f faktorisiert durch
die Rohre, die 0 X enthilt. Es folgt nZ] < pX = nY < uZl, also faktorisiert f
durch die Rohre, die Y enthélt, also faktorisiert f durch die Rohre, die oY enthélt.
Insbesondere Homp(Z1,0Y") # 0, was aber wegen ficY < iZ; nicht geht.

Ist also Z € H'? unzerlegbar, so ist (n,q') := ficZ wohldefiniert. Ist X € H(q)
unzerlegbar, X ¢ H@, so gibt es immer nicht-triviale Morphismen von X nach H(®,
und daher folgt 0 X € H(¢')[n] oder o X € H@)[n + 1]. Im letzten Fall miifiten
aber alle Y € H(g) mit kleinerem Anstieg als X durch o auch nach H(@)[n + 1]
abgebildet werden. Das ergibt aber nach dem ersten Beweisteil einen Widerspruch.
Es folgt o(H{q)) C H{q')[n]. Wegen D’(a(H(q))) = D"(H(q')[n]) folgt dann auch die
Gleichheit. 0J

BEMERKUNG 4.3.6. Die Definition des Anstiegs p ist abhéngig von der Wahl der
Rangfunktion auf Ko(X) und von der Auswahl eines speziellen Linienbiindels (bzgl.
dieser Rangfunktion). Es ist aber leicht zu sehen, daf die Menge der H@[n] (¢ € Q,
n € Z) bzw. die Menge der Intervallkategorien davon unabhéngig ist. Inshesondere ist
die Anzahl der Bahnen, mit denen Aut D’(#) auf diesen Mengen operiert, invariant.

4.4. Mutationen an Réhren

Wir behalten die Begriffe und Voraussetzungen des vorherigen Abschnitts bei.
Nach 4.3.2 gibt es eine kanonische Algebra A{q) mit H{q) = H(A(g), mody(A{(q))),
wobei mody(A(q)) die zentrale separierende tubulare Familie iiber A{g) ist, die aus
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den Moduln vom Rang null besteht. Es ist dann H(9 = cohy(Y), die Kategorie der
Garben endlicher Linge iiber Y = X(g), bzw. H@ = mod,(A(q)).

Wir fixieren eine Réhre. Sei also y € Y. Dann sei ’Hg(,q) die volle Teilkategorie in
mods (A(g)), die aus den Objekten M besteht mit Hom(ugsq), M) = 0. Ferner sei S,
ein einfaches Objekt in ingsq) und &, der additive Abschluf§ der Auslander-Reiten-Bahn
7Sy (1< 5 < p(y)).

Sei M € H{Y. Sei

eine S,-universelle Erweiterung. Die Zuordnung M — M (y) ist funktoriell (vgl. [32,
S 10]).

PROPOSITION 4.4.1 (Lenzing/de la Pena [32, S 10]). Mit obigen Bezeichnungen
und Voraussetzungen gilt:
(1) Es gibt eine Aquivalenz von triangulierten Kategorien

o, : D'(H) — D’ (H)

mit o, (M) = M(y) fir jedes M € Hg(f), und oy ldft sich einschrinken zu einer
rangbewahrenden Aquivalenz H{q) — H{q).
(2) oy induziert einen Automorphismus o, : KU(X) — Ko (X), der durch

p(y)— 1

- Z End v e

j=
gegeben ist. O

Im folgenden sei T' das Kippbiindel in mod, (¥) (die “kanonische Konfiguration”
wie in [32, Prop. 5.4]):

L<T2(1) L2(2)4>"'4>L2(P2—2)4>L2(p2—1)>>f
L (1) L(2) Li(pt —2) — Li(pt — 1)

4.5. Klassifikation der unzerlegbaren Garben

Wir behalten die Begriffe und Voraussetzungen der vorherigen Abschnitte bei.
In diesem Abschnitt nehmen wir an, dafl das Symbol von X nicht Aquivalent ist zu

2
( Z ) bzw. | 2|2 |. Anstiegsklassen in Q werden in Definition A.3.4 eingefiihrt.
2

Es handelt sich um die Bahnen der auf Q induzierten Operation von Aut(Ky(X)).
In Abschnitt A.5 wird gezeigt, dal es hochstens zwei Anstiegsklassen gibt (siehe
Tabelle A.1 auf Seite 84).

Das folgende Theorem ist die prézisere Fassung von Theorem 6.
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THEOREM 7. (1) Fiir alle g € Q gilt H@ # 0. )
(2) Fir alle q, ¢ € Q, die in derselben Anstiegsklasse liegen, gibt es Aquivalenzen
von triangulierten Kategorien
. i % .

Oy 4 D'(H) — D°(H)
mit
q)q,’q(fH(q)) = (@)
und
Dq,(H(a)) = H{d'),

so daf fiir jedes ¢" € Q, welches auch in der Anstiegsklasse liegt, gilt

Dyg =Py g 0 Pyryg und Pqq=1.

(3) Fiir alle q, ¢ € Q in einer Anstiegsklasse gibt es Rangisomorphismen von

bilinearen Gittern

Pqq ¢ (Ko(X), wq) — (Ko(X), wy)
(vgl. A.1 und A.3), so dafs

(D 4(F)] = @y qo([F]) fir alle F € H.

(4) Liegen q und q' in verschiedenen Anstiegsklassen, so sind die Rdéhrenkatego-
rien H'9 und H) nicht dquivalent; insbesondere gibt es kein ® € Aut D°(H) mit
B(HD) = HD) oder mit D(H(q)) = H{¢).

BEWEIS. (1), (2) Der Beweis ist eine Folgerung aus 4.4.1 und der Klassifizierung
der tubularen Symbole (siehe Abschnitt A.5). Wir nehmen zunichst an, daf es min-
destens zwei Ausnahmerohren gibt. Dann gibt es, wie ein Blick auf die Tabelle A.1
auf Seite 84 bestitigt, eine Untergruppe U von Aut(Ky(X)), die transitiv auf den
Anstiegsklassen operiert und von zwei Elementen erzeugt wird, ndmlich von Ver-
schiebungsautomorphismen bzgl. a und einem s;. Diese Elemente sind aber Klassen
von exzeptionellen Objekten in coh(X), und zwar a = [L] und s; = [S;]. Die durch
Mutationen an den Réhren dieser Objekte und der Translation erzeugte Untergruppe
von Aut D’(X) induziert also eine Operation auf der Menge der H@ (¢ € Q), die
transitiv auf den durch die Anstiegsklassen induzierten Teilmengen wirkt. Fiir jede
Anstiegsklasse gibt es einen Reprisentanten ¢, so daf H(? # 0, nimlich 0 (wegen
L € H) fiir die eine Anstiegsklasse und oo (wegen S; € H(*) fiir die andere. Es
folgt, damit H(9 # 0 fiir jedes ¢ € Q.

Sei nun A eine Anstiegsklasse, und a € A ein Reprisentant. Fiir jedes ¢ € A
sei U, : D’(H#) — D°(H) eine Komposition von Mutationen (und Translationen),
die H® in H@ iiberfiihrt. Seien ¢, ¢’ € A. Dann setze &, , = U, o \Ilgl. Offenbar
erfiillen die ®, , die gewiinschten Eigenschaften.

Nehmen wir zum Schluf} an, dafl wir in einem der Félle sind, wo es nur eine Aus-
nahmerdhre gibt. Dann gibt es eine Untergruppe U von Aut(Ky(X)), die transitiv auf
den Anstiegsklassen operiert und von drei Elementen erzeugt wird, wie Tabelle A.1
zeigt. Im Fall p = (3) wird diese Untergruppe erzeugt von Verschiebungsautomor-
phismen bzgl. a = [L], s; = [S;] und a+w = [L]. In den Fillen mit p = (2) hat man
aufler a = [L] noch Erzeuger der Form wg. Diese sind aber nach 4.5.2 (s. u.) reali-
sierbar als Klassen unzerlegbarer, homogener, multiplizititenfreier Objekte in coh(X)
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2

(beachte, dafl wir die Fille ( X

2
) bzw. | 2|2 | ausgeschlossen hatten). Betrachtet
2

man nun die Mutationen an den von diesen Objekten erzeugten Rohren, so folgt die
Behauptung genau wie oben.

(3) Ist klar.

(4) folgt aus der Tatsache, daB einerseits eine Aquivalenz mit der Auslander-
Reiten-Translation vertréglich ist und exzeptionell einfache Garben in ebensolche
iiberfiihrt, und weil andererseits die entsprechenden dquivalenten tubularen Symbole
unterschiedliche Listen der Dimensionen der Endomorphismenringe der exzeptionell
einfachen Garben liefern (vgl. Tabelle A.1, 3. Spalte). O

LEMMA 4.5.1. Nehme an, daff das Symbol o[X] von (Ko(X),w) eines der drei

Symbole
2 2 2
202 |, | 4 oder | 4
2 2 4

ist. Dann gibt es einen homogenen rationalen Punkt xo € X, der multiplizititenfres
15.

BEWEIS. Nach [32, Prop. 4.2] gibt es immer einen rationalen Punkt zy € X
Da der einzige exzeptionelle Punkt x; wegen f; > 1 selbst nicht rational ist, ist x
homogen. Sei S das zugehorige einfache Objekt. Dann gilt [S] = w, und es gibt ein
d € N mit |End S| = ¢ - d. Es folgt

/@5_1

e(xo):d_g_E:L

OJ

KOROLLAR 4.5.2. Sei X eine tubulare exzeptionelle Kurve und wq Erzeuger einer
1-Réhre in Ko(X), so daff das q-Symbol eines der drei Symbole aus dem Lemma ist.
Dann gibt es ein homogenes, unzerlegbares und multiplizititenfreies S, € coh(X) mit
[Sq] = Wq. O

BEMERKUNG 4.5.3. Meint “Isomorphie” Aquivalenz von Kategorien (bzw. eine
von Aut(D’(X)) induzierte Aquivalenz), so ist die Anzahl der Isomorphieklassen der
separierenden tubularen Familien in coh(X) (bzw. in D?(X), bzw. der Intervallkatego-
rien in D’(X)) gleich der Anzahl der Anstiegsklassen in Q bzgl. Ko(X). Diese Anzahl
ist in Tabelle A.1 abzulesen (beachte, dafl wir in diesem Abschnitt die erste Zeile
der Tabelle ausgeschlossen haben). Die Anstiegsklassen selbst findet man fiir jeden
einzelnen Fall in Abschnitt A.5. Insbesondere sind die Anstiegsklassen sowie deren
Anzahl unabhéngig vom Grundkorper k.

BEISPIEL 4.5.4. Sei R der Korper der reellen Zahlen, und sei
R=R[X,Y,Z]/(X* +Y*+ Z?).

R ist H-graduiert (wobei H erzeugt wird von ¥ = grad X, ¢/ = gradY, Z = grad Z
mit Relationen 27 = 2 = 7, also H = IL(2,2)) und entsteht aus R[X,Y, Z]/(X? +
Y? + Z?) = Rz, y, 2] durch Einfiigung des Gewichts 2 in x und y. R ist graduiert
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faktoriell. Sei X das graduierte projektive Spektrum von R. Die Grothendieck-Gruppe
Ko(X) von H := coh”(X) hat die kanonische Basis
By : a=[0] | ss=[8] | s2=[S] | w=][5]

(wobei § einfach konzentriert ist im homogenen Punkt z, S; (bzw. S;) einfach kon-
zentriert ist im exzeptionellen Punkt = (bzw. y)), und sie liefert mit A.2.1 das Symbol
(22]2). Sei

0 0? L; Si 0

die O-couniverselle Erweiterung von §; (i = 1, 2) und

0 0? L S 0

die O-couniverselle Erweiterung von S§. Dann bildet die volle Unterkategorie

ein Kippbiindel in H. Dessen Endomorphismenring ist die kanonische Algebra
(4.5.1)

Hierbei ist H der Quaternionenschieﬂ(ijrper iiber R mit Basis 1, i, j, k = ij; es sei
C=R1®Ri und C =R1 @ Rj. Das Ideal der Relationen wird erzeugt von

Uy @ uyp — Uz & us,
wobei uy die zu 1 im “oberen Pfad”, us die zu 1 im “unteren Pfad” gehdrigen Ele-
mente in der Tensoralgebra bezeichnet (vgl. (3.8.3)).

Es gilt H(A, H)) = coh” (X).

Wir betrachten nun Anstieg 0. Es gilt @ € H(®. Nach 4.3.3 ist H(?) eine separie-
rende tubulare Familie in D?(#), und deren Rohren liefern eine kanonische Basis in
KO (X)

| s1 | Sz | wl®
wobei w(® ein Element in Rad KU(X) vom Anstieg 0 ist. Andererseits ist nach A.5.12
By : —sg |Ta|2ra— 2781 + W |a+7Ta

eine kanonische Basis mit w(®) = a+ra, die wegen der Invarianz des tubularen Sym-

2 2
bols (vgl. A.2.6) dasselbe Symbol liefert, nimlich ( 2 2 ) Es gibt ein Kippbiindel
1 2
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in H(0), mit einem Summanden vom 0-Rang 1, und mit Endomorphismenring ¥, der
eine tubulare kanonische Algebra ist, so da8 H#(*) die zentrale separierende tubulare
Familie in mod(X) ist (dieses Kippbiindel wird mittels couniverseller Erweiterungen
an einem speziellen Biindel vom 0-Rang 1 genau wie obiges Kippbiindel in coh” (X)
konstruiert, vgl. [32]). Es muf einfache regulére Darstellungen Sfo) und Séo) iiber
dem unterliegenden Bimodul geben, so dafl deren korrespondierende Punkte 1; und
yo die Symboldaten f(y;) =1, d(y1) = 2 und f(y2) = 2, d(y2) = 2 haben. Vergleich
mit der Tabelle C.1 von Dlab-Ringel zeigt (oder es ergibt sich auch aus dem Symbol),
daf der ¥ zugehorige Bimodul ¢C¢ ®¢ Cg sein mufl. Weiter gilt Endy(S;) = R und
Ends(Sy) = H. Also ist die zu ¥ gehorige Spezies von der Gestalt

AN
N

(dies folgt aus der Konstruktion des Kippbiindels; die Endomorphismenringe der
“mittleren” Summanden stimmen mit denen der entsprechenden einfachen iiberein).
Die folgenden, teilweise zusammenfassenden Aussagen sind dann leicht zu verifizieren:

C

C

e A und ¥ sind deriviert-dquivalent. A ist versteckt-kanonisch vom Typ ¥, und
Y ist versteckt-kanonisch vom Typ A.

e A und ¥ sind beide als Kippbiindel in coh” (X) realisierbar.

e Dic jeweils zentralen separierenden tubularen Familien (> = mod,(A) und
HO = mody(X) sind nicht dquivalent als Kategorien. Insbesondere gibt es
keinen Automorphismus von D(#), der () auf H(® abbildet.

e Die zugehérigen erblichen Kategorien (A, H(>)) und H(X, H®) sind nicht
dquivalent.

e Die Algebren A und ¥ sind nicht isomorph.

e Der unterliegende Bimodul von A ist vom Typ (4, 1), der von ¥ vom Typ
(2,2).

Weitere Beispiele ergeben sich aus 4.7.2 und 4.7.3.
Das folgende Beispiel wurde uns von C. M. Ringel mitgeteilt. In diesem Beispiel

wird iiber der kanonischen R-Algebra A ein Kippmodul in mod(A) konstruiert, der
Y als Endomorphismenring hat.

BEISPIEL 4.5.5 (Ringel). Wir notieren A in Matrixschreibweise (vgl. [40]), und
arbeiten mit der dualen Algebra:

EEDE
oE=NeoR=

0
0
C o0
R
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Seien T1 = (H, (C,0,0), TQ = (H,H, 0,0), T3 = (H (C C, ) = (H H C C’)
Rechtsmoduln. Dann ist 7' =T, & T, & 13 & T, ein K1ppm0dul in mod(A),

/\
\
S

/
und es gilt End(7) = X:
\
N

H

Es ist ¢He von der Form C @ C.

4.6. Der Ausnahmefall

In diesem Abschnitt nehmen wir stets an, dafl das Symbol der tubularen exzep-
2

tionellen Kurve X dquivalent ist zu (i) bzw. | 2
2

Der Beweis von Theorem 7, dal es héchstens zwei Isomorphieklassen von Inter-
vallkategorien gibt in D(X), ist in diesem Fall so nicht moglich. Zwar gibt es auch in
diesen Fillen genau zwei Anstiegsklassen (d. h. K-theoretisch). Tabelle A.1, 4. Spalte,
listet Erzeuger einer Untergruppe U C Aut(Ky(X)) auf, die auf Q mit zwei Bahnen
operiert. Unklar ist aber, inwieweit sich diese Erzeuger als Klassen von Objekten aus
coh(X) realisieren lassen; man mochte ja einen Automorphismus auf D?(X) als Muta-
tion an der durch den AR-Orbit eines solchen Objektes definieren. Z. B. ist einer der

2

Erzeuger im Fall <2> das Radikalelement w. Es miifite realisiert werden durch eine

4
homogene, einfache Garbe S € cohy(X), die einem rationalen Punkt x zugeordnet
ist. Damit der Verschiebungsautomorphismus 7, auf Kq(X), der induziert wird durch
die von S definierte Mutation (Proposition 4.4.1), iibereinstimmt mit dem Automor-
phismus oq auf Ky(X), der durch w definiert wird (Abschnitt A.4), ist es notwendig,
dafl der Punkt x auch multiplizititenfrei ist. Die Existenz solcher Punkte ist aber
nicht immer bekannt.

Wir werden dieses Problem hier nicht vollstdndig 16sen. Wir konnen aber zeigen,
daf} die Anzahl der Bahnen der Intervallkategorien héchstens drei sein kann. Aufler-
dem zeigen wir, daB8 jedes H(? (¢ € Q) nicht-trivial ist. Am SchluB dieses Abschnitts
gehen wir noch auf Bedingungen ein, die dazu fiihren, daf} es genau zwei Bahnen von
Intervallkategorien gibt. Es muf} offen bleiben, ob drei Bahnen tatsichlich auftreten
kénnen.
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SATZ 4.6.1. Es gilt H'D £ 0 fir alle ¢ € Q, und die Automorphismengruppe von
D’(H) operiert auf der Menge der Intervallkategorien H{qg)[n] (¢ € Q, n € 7Z) mit
mindestens zwei und hdchstens drei Bahnen.

BEWEIS. (1) Sei 0[X] = < i ) Die Verschiebungsautomorphismen oy, o7 und

os, an den von L, L bzw. S; aufgespannten Réhren (aus der “kanonischen Konfigura-
tion” (4.4.1)) operieren mit 3 Bahnen, wofiir die Intervallkategorien mit zugehorigen
Teilkategorien der Objekte endlicher Linge H®, #(®), #(®) £ 0 Reprisentanten sind
(es gilt L € HO, L € H® und S; € H™): oy, or und og, liefern auf Anstiegsni-
veau die Abbildungen ¢ — %_q, q— %Ig und ¢ — ¢ + 4; erste und letzte liefern 4
Anstiegsklassen A; (i = 0,1,2,3) (“Zahler = imod 4”), und die mittlere Abbildung
verbindet A; mit Aj3).

2

(2) Sei o[X] = g 2 ]. Die Verschiebungsautomorphismen o7, und og, an den

von L bzw. S; aufgespannten Rohren operieren mit 3 Bahnen, wofiir die Intervall-
kategorien mit zugehorigen Teilkategorien der Objekte endlicher Linge H®, H("),
H(>=) #£ (0 Reprisentanten sind (es gilt L € H®, L;(1) € " und S; € H); op
und og, liefern auf Anstiegsniveau die Abbildungen ¢ — ﬁ und g — q + 2). OJ

Mochte man die Anzahl der Bahnen weiter reduzieren, so hat man Verschiebungs-
automorphismen an 1-Rohren zu betrachten:

LEMMA 4.6.2. Sei U eine Untergruppe von AutD°(H), die erzeugt wird von
Verschiebungsautomorphismen an allen exzeptionellen Rohren aus Rdohrenfamilien
H) . H) . Es gelte, daf$ diese Rohrenfamilien ein Reprisentantensystem fiir die
Bahnen bilden, die durch die Operation von U auf der Menge aller Réhrenfamilien
(bis auf Translation) entstehen. Dann gilt: Die Untergruppe von AutD(H), die
von allen Verschiebungsautomorphismen an exzeptionellen Réhren in allen Rohren-
familien erzeugt wird, operiert mit denselben Bahnen.

BEWEIS. FE sei exzeptionell, einfach in (9. Nehme an, daB #( in derselben
U-Bahn liegt wie etwa #(9). Dann gibt es ein ® € U und ein exzeptionelles, ein-
faches Objekt F; € H) mit ®(E,) = E. Ist ¢ : K¢(X) — Ko(X) der induzierte
Automorphismus, so gilt 7z = @ 0 Tg, 0 p !, und daraus folgt die Behauptung. [

KOROLLAR 4.6.3. Die Untergruppe von Aut Db(H), die von allen Verschiebungs-
automorphismen an exzeptionellen Réhren in allen Réhrenfamilien erzeugt wird, ope-
riert auf der Menge der Rohrenfamilien mit genau 3 Bahnen.

BEwEIs. Um das Lemma anwenden zu konnen, sei im ersten Fall U =
(o1,07,08,), im zweiten U = (o1, 01,(1), 05, )- O
PROPOSITION 4.6.4. Gibt es ein ¢ € Q mit o[X(q)] = (i), so daf$ ein homoge-

ner, multiplizititenfreier und rationaler Punkte xq € X{q) existiert, so operiert die
Automorphismengruppe von DY(H) auf der Menge der Intervallkategorien H(q)[n]
(¢ € Q, n € Z) mit genau zwei Bahnen.
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BEWEIS. Wegen 4.3.6 kann man ¢ = oo annehmen. Also gibt es ein homogen
einfaches Objekt S mit [S] = w, welches multiplizititenfrei ist. Dann ergibt sich die
Behauptung mit Tabelle A.1, 4. Spalte, auf Seite 84. O

LEMMA 4.6.5. Seio[X] = <2 . Der unterliegende zahme Bimodul rMq vom Typ

4

(2,2) ist genau dann nicht-einfach, wenn es iber der zugehdrigen homogenen Kurve
Y einen rationalen multiplizititenfreien Punkt y € Y gibt, und dies gilt genau dann,
wenn es einen homogenen rationalen Punkt in X gibt, der multiplizititenfrei ist.

BEWEIS. Folgt direkt aus C.1.2. U

4.7. Realisierung der tubularen Symbole

DEFINITION 4.7.1. Ein tubulares Symbol ¢ wird durch eine kanonische Algebra
A realisiert, falls Ko(A), ausgestattet mit der Rangfunktion, die durch die zentra-
le tubulare Familie in mod(A) induziert wird (also dem negativen Defekt in [40]
entspricht), das Symbol o liefert.

Offenbar ist ein tubulares Symbol o genau dann realisierbar, wenn es eine (tubu-
lare) exzeptionelle Kurve X gibt mit o[X] = 0.

BEMERKUNG 4.7.2. Jedes iiber einem Kérper £ kommutativ realisierbare tubulare
Symbol (Tabelle 3.2) ist durch eine kanonische k-Algebra realisierbar.

BEMERKUNG 4.7.3. Sei k ein Korper, und o ein tubulares Symbol, welches sich
realisieren 1483t durch eine kanonischen k-Algebra A und welches zwei Anstiegsklassen
hat (Tabelle A.1). Ist ¢’ ein zu o dquivalentes Symbol (vgl. Abschnitt A.5) mit o # o’,
so ist auch ¢’ realisierbar durch eine kanonische k-Algebra A’. Dies geschieht mit der
Kippbiindel-Konstruktion aus [32], wie sie im Beispiel 4.5.4 durchgefiihrt wurde.
Auflerdem zeigt dies:

(1) A und A’ sind deriviert dquivalent; genauer:

(2) A (bzw. A') ist versteckt-kanonisch vom Typ A’ (bzw. A).

(3) Die zu den zentralen separierenden tubularen Familien gehorigen Garbenka-
tegorien H = H (A, mody(A)) und H' = H(A',mody(A")) sind nicht dquiva-
lent.

(4) A und A’ sind nicht isomorph.

Aussage 3 folgt aus Unterpunkt (4) in Theorem 7. Aussage 4 ergibt sich, da ein
Isomorphismus von A nach A’ die Rangfunktionen bewahrt.

SATZ 4.7.4. Jedes tubulare Symbol wird realisiert durch eine (tubulare) kanonische
k-Algebra fiir einen geeigneten Korper k.

BeEwEIS. (1) Es sind alle tubularen Symbole, die kommutativ realisierbar sind
(vgl. Tabelle 3.2), sowie die Symbole, die dazu dquivalent sind, nach den Vorbemer-
kungen durch eine kanonische Algebra realisierbar.

Die Realisierung der iibrigen tubularen Symbole ergibt sich mit Hilfe der
Gewichtseinfiigung, wie in [31] beschrieben, und den folgenden Argumenten (zum
Begriff der Symboldaten vgl. Anhang C.2):
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2
(2) Das Symbol < 4 ) ist iiber R realisierbar, weil es eine einfache regulére
2

Darstellung iiber R des Bimoduls C iy C mit Symboldaten ( ;l C ) gibt, vgl.

Abschnitt C.2.

(3) Das Symbol (

i’ 2 ) ist iiber R realisierbar, weil es einfache regulére Darstel-

lungen iiber dem Bimodul C@ C mit Symboldaten ( } C ) und ( % R )
gibt, vgl. C.2.

(4) Das Symbol 222

1 1 2
Argument wie in (3). Man hat nur zu beachten, daf} es mindestens zwei einfache

ist iiber R realisierbar. Man verwendet dasselbe

reguldre Darstellungen mit Symboldaten <}> gibt.

(5) Es bleibt noch zu zeigen, dafi das Symbol ( 2 2 ) realisierbar ist. Dies wird

1 3

iiber dem folgenden Korper K gelten: Sei K = Q(e’3 ) und L = K(3/2). Dann ist
L/K eine Galoiserweiterung mit [L : K] = 3 und zyklischer Galoisgruppe, die von
einem Automorphismus o erzeugt wird. Sei M der Bimodul ,L; @, Lz, wobei die
rechte Operation auf ;L7 via o gegeben ist.

Sei D = L[T, 0] der Polynomring iiber L in einer Unbestimmten 7', so dafi Tz =

o ()T gilt fiir alle z € L. Sei I = (T —¥/2)D und P = (T® — 2)D. Mit 8 = 5 gilt
T3 -2 = (T —/2)(T - Bv/2)(T — p%V/2). Es folgt: D/P ~ M3(K), Endp(D/I) ~ K.
Der einfache D-Modul D/I hat damit die Symboldaten ( :; K ) (erhélt man

wie in Abschnitt C.2). Daher gibt es eine einfache regulére Darstellung iiber M mit
diesen Symboldaten, und nach [38, Thm. 7.4] gibt es auch eine einfache regulire

Darstellung mit Daten < } L

OJ

4.8. Wurzeln und unzerlegbare Garben

Sei X eine tubulare exzeptionelle Kurve mit zugehoriger erblicher Kategorie H =
coh(X), und sei (Ky(X), w) das zugehorige tubulare kanonische Gitter, wobei w den
Garbenrang definiert.

Sei (V,w) ein tubulares kanonisches Gitter mit kanonischer Basis

almls; (1<i<t,0<j<p—2)|w

(vgl. Abschnitt A.2) und Rang rk = rky. Sei fiir x € V' der Grad definiert durch

degx = {(a,x)
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(vel. [30]). Sei x € V. Wir sagen, x hat einen definierten Anstieg, falls deg x und
rk x nicht gleichzeitig null sind. Andernfalls sagen wir, dal x keinen definierten An-
stieg hat. Diese Definition ist unabhingig von den speziell gewihlten Rang- und
Gradfunktionen. Denn ein x € V' hat genau dann keinen definierten Anstieg, wenn
x € (Rad V)" gilt. Deswegen gilt auch: Hat x € V einen definierten Anstieg, und ist
¢ € Aut V', so hat auch ¢x einen definierten Anstieg.

2
BEISPIEL 4.8.1. Sei V das tubulare kanonische Gitter mit Symbol | 4| und
2
kanonischer Basis a | s; | w, und w definiere den Rang rk. Dann ist x = s; — w eine
Wurzel mit rkx = 0 und deg x = 0. Also hat x keinen definierten Anstieg. Dies zeigt
auch, dafl [34, Lem. 2.9] nicht verallgemeinerbar ist.
Sei ¢ die durch ¢(v) = (v,v) (v € V) definierte quadratische Form ¢ : V' — Z.
Dann gilt
x € ¢ (1) N (Rad V)™ .

Dies ist ein Beispiel fiir eine Situation, in dem die Bedingung des Unterscheidungs-
lemmas aus [6] nicht erfiillt ist. Es gibt aber noch eine weitere bemerkenswerte Ei-
genschaft dieses Symbols:

Sei X eine exzeptionelle Kurve mit V' = Ky (X), so daf§ der Garben-Rang durch w
definiert wird. Sei y := s;+w. Man sieht, dal y eine Wurzel ist, und einen definierten
Anstieg hat, ndmlich Anstieg co. Aber es gibt keine unzerleghbare Garbe F' € coh(X)
mit y = +[F]. Denn ein solches F' miifite endliche Léinge in coh(X) haben und in
der Ausnahmerghre liegen (da y eine Wurzel ist). Es folgte dann s; +w = £[F]| =
Z?:a I8y = 2(b — a)w + 7%s1, was wegen f; = 2 nicht méglich ist.

2
LEMMA 4.8.2. | 4 | ist das einzige tubulare Symbol, so dafs eine Wurzel existiert,
2
die keinen definierten Anstieg hat.

BEWEIS. Jede Wurzel vom Rang null ist nach A.2.3 (mit den dortigen Bezeich-
nungen) von der Form

m+l
X = :l:ZTjSi+nW,
j=m
wobei p; nicht [ + 1 teilt und n € Z. Es gilt dann degx = (I + 1)fip% +np (p =
2
kgV(p1,...,pt)). Man sieht, dal in jedem der tubularen Fille #[ 4 | die Beziehung
2
n € f;Z gilt. Daraus folgt, dafl degx = 0 nur in dem genannten Fall méglich ist. [
2
SATZ 4.8.3. Sei 0(X) # [ 4]. Sei x € Ko(X) eine Wurzel. Dann gibt es ein bis
2

auf Isomorphie eindeutiges unzerlegbares F' € coh(X) mit x = £[F|, und F liegt in
einer Ausnahmerdhre.
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BEWwWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dafl rkx = 0 gilt. Aus den Argumenten des
Beweises von Lemma 4.8.2 folgt, dafl x bis auf das Vorzeichen die Form

m—+l

X = E 184
Jj=m

hat, und es folgt x = [Si(lﬂ)], wobei S; die exzeptionell einfache Garbe ist mit [S;] = s;
und [Sl-(lJrl)] die unzerlegbare Garbe in derselben Rohre mit Sockel 7*'S; und Lénge
[ + 1. Die Eindeutigkeit folgt wie in [34, Lem. 2.9].

Setze H := coh(X). Hat x einen beliebigen Anstieg ¢, so ist x vom ¢-Rang null,
und es gibt eine tubulare exzeptionelle Kurve Y, so daf cohy(Y) = %@ und Ko(Y) =
Ko(X). Nach dem ersten Teil gibt es ein unzerlegbares F' € cohy(Y) mit £[F] = x.
F ist aber auch ein unzerlegbares Objekt in coh(X). O

4.9. Moduln iiber tubularen Algebren

Es sei weiterhin ¥ eine tubulare Algebra mit exzeptioneller Kurve X und zu-
gehoriger Garbenkategorie H = coh(X).

Y ist realisierbar als torsionsfreies Kippobjekt in 4. Es gibt also ein solches
Kippobjekt T € H mit End(T) = X. Sei ¢ := ftmae der maximale Anstieg eines
unzerlegbaren direkten Summanden von 7', sei ¢g := fimin der minimale Anstieg ei-
nes unzerlegbaren direkten Summanden. Wir bezeichnen mit | g1, go[1] [ die geordnete
Teilmenge von Z x Q (versehen mit der lexikographischen Ordnung; wir schreiben ¢[n]
statt (n,¢) und identifizieren ¢ € Q mit ¢[0]), die aus den Elementen ¢ € Z x Q mit
q1 < q < qo[1] besteht. Fiir ¢ € Q und n € Z sei ") = H@[n] und X{g[n]) = X(q).

THEOREM 8. Sei X eine tubulare Algebra tiber dem Korper k. Der Auslander-
Reiten-Kicher von mod(X) besteht aus den folgenden Komponenten:

e Der praprojektiven Komponente, die ibereinstimmt mat der priprojektiven
Komponente einer versteckten Algebra vom zahm-erblichen Typ.
e Fir jedes q €] q1, qo[l]] sowie ¢ = q1 und q = qo[1] einer tubularen Familie

(E(Q))xex(q%

wobei
— die TAV stabile Réhren sind fir alle ¢ € q1,q0[1][; die Réhrenfamilien
(E(q))xem@ stimmen mit ind H'9 dberein;
— einige der Ausnahmerohren 7;(‘11) projektive Moduln enthalten;

— einige der Ausnahmerohren E(QO[I}) injektive Moduln enthalten.
e Der prdinjektiven Komponente, die tbereinstimmt mit der prdainjektiven
Komponente einer versteckten Algebra vom zahm-erblichen Typ.

Die Anzahlen der Isomorphieklassen der stabilen Rohrenfamilien
(TA)wextqy (@ €Jar,qo[1][)
ergeben sich aus den vorherigen Abschnitten.

BEWEIS. Der Beweis verlduft dhnlich wie in [34, Thm. 5.7]. Sei T' = T" ® Tpaz,
wobei T = 11 @ --- @ T; aus den direkten Summanden 7; von T besteht mit
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w(T;) = pimaz- Sei X € H unzerlegbar. Zu untersuchen ist, wann X ein 3-Modul ist,
wann also Ext, (T, X) = 0 gilt. Sei ¢ = pu(X).

1. Fall: ¢ > ¢;. Dann gilt immer Ext;, (T, X) = 0, und X liegt in einer stabilen
Réhre.

2.Fall: ¢ = ¢;. Genau wie in [34, Thm. 5.7] zeigt man, dafl X (und damit jedes
Objekt in derselben Rohre) ein Y-Modul ist, wenn X in einer Komponente liegt, die
keines der T; (i € {1,...,t}) enthilt; liegt X andererseits in der Komponente eines
T;, so ist es ein X-Modul genau dann, wenn es nicht auf einem Costrahl liegt, der in
einem von einem 77} aufgespannten Fliigel endet.

3. Fall: ¢ < ¢;. Dann gilt Homy(T}ne0, X) = 0, und aus Exty, (T, X) = 0 folgt
Exty, (Tmaz, X) =0, also X € Tt .

Es sei ¥ := EndT’ und Y = X(¢;) die tubulare exzeptionelle Kurve mit
H(q1) = coh(Y). Dann ist T4, von endlicher Linge in coh(Y). Mit den Argumen-
ten aus [27] und [35] ist T3t gebildet in coh(Y), wieder eine (zusammenhiingende)
Kategorie vom Typ coh(Y'), wobei Y' eine exzeptionelle Kurve ist, die einen redu-
zierten Gewichtstyp hat und deren Symboldaten ansonsten gleich geblieben sind.
Daher gilt 6[Ky(Y')] < 6[Ko(Y)] = 0 (vgl. [30] oder A.2), also ist Y’ von domesti-
ziert zahmen Typ (vgl. [32, Thm. 7.1]), und 7" ist ein Kippbiindel in coh(Y’). Also
ist X = End T’ eine versteckte Algebra vom zahm-erblichen Typ, und die Unter-
kategorie von mod(X'), die aus den regulidren Moduln besteht, stimmt mit cohy(Y’)
iiberein.

Bildet man 7'+, in coh(X), so gilt

T, Nmod(X) = mod(X') N coh(X).

Daher stimmt die Menge aller X € coh(X) mit X € mod(X) und u(X) < ¢ iiberein
mit der praprojektiven Komponente von Y. O

H H[1]

P mod(X) z

ABBILDUNG 4.3. mod(X) innerhalb der derivierten Kategorie

Da sich eine kanonische Algebra als Kippobjekt realisieren l483t, in denen T;,,,, und
Tonin exzeptionell sind und (im tubularen Fall) R6hren maximalen Ranges aufspannen
(vgl. [32]), erhélt man sofort die folgende Aussage.

KOROLLAR 4.9.1. Sei A tubular kanonisch. Dann gibt es genau eine Rohre,
die (genau) einen projektiven Modul enthdlt. Ebenso gibt es genau eine Rdhre,
die (genau) einen injektiven Modul enthdlt. Diese nicht-stabilen Réhren entstehen
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jeweils aus stabilen Rohren maximalen Ranges (= kgV der Ringe der Ausnah-
merdhren). O



ANHANG A

K-theoretische Invarianten

In diesem Anhang liefern wir die K-theoretischen Hilfsmittel, insbesondere dieje-
nigen, die notwendig sind, um die Klassifikationssitze der tubularen Familien iiber
tubularen Algebren (Theoreme 7 und 8) zu beweisen. Als Grundlage dient [30], wo
kanonische Gitter untersucht werden, die als Modell der Grothendieck-Gruppen von
versteckt-kanonischen Algebren fungieren. Sie werden definiert als spezielle abelsche
Gruppen mit Bilinearform, die durch sogenanntes Anheften von Rdéhren aus einem
sehr speziellen Fall (der der Grothendieck-Gruppe einer zahm-erblichen Bimodulal-
gebra entspricht) hervorgehen. Weiterhin wird dort gezeigt, dafi solche kanonischen
Gitter immer sogenannte kanonische Basen besitzen [30, Prop. 7.7].

Im folgenden zeigen wir, dafl umgekehrt solche kanonischen Basen kanonische
Gitter definieren; das macht den Umgang mit diesen Gittern bequemer.

Ferner wurde in [30] das Symbol eines kanonischen Gitters definiert. Wir werden
zeigen, daf in den sogenannten tubularen Féllen (welche den Grothendieck-Gruppen
der tubularen versteckt-kanonischen Algebren entsprechen) das Symbol keine Invari-
ante ist: Ein tubulares kanonisches Gitter kann zwei Symbole besitzen. Statten wir
ein tubulares kanonisches Gitter mit mehr Struktur aus (konkret: mit einer Rang-
funktion), so zeigen wir, da§ das Symbol zu einer Invariante wird. Wir geben die
Paare von tubularen Symbolen an, die isomorphe kanonische Gitter liefern.

Das paarweise Auftreten von Symbolen in einigen tubularen Féllen ist der Grund
dafiir, daf} tubulare Algebren i. a. zwei Isomorphieklassen von tubularen Familien
haben konnen (Kapitel 4).

Wir wiederholen einige Begriffe, die in [30] definiert sind: Eine bilineare Grup-
pe ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe V', ausgestattet mit einer (nicht-
symmetrischen) Bilinearform

(—,=): VXV —1Z

und einem Automorphismus 7 : V. — V (der Cozeter-Transformation genannt
wird), der folgender Bedingung geniigt: Fiir alle x, y € V' gilt

(v,x) = —(x,7y).

Ist zusétzlich V' nicht-ausgeartet, so heifit V' bilineares Gitter. Wir nehmen stets
an, daf} die Bilinearform (—, —) normalisiert ist, d. h. es gilt (V, V) = Z.

Morphismen zwischen bilinearen Gruppen (Gittern) sind Homomorphismen von
Gruppen, die die Bilinearform bewahren und mit den Coxeter-Transformationen ver-
tauschen.
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A.1. Rangfunktionen

Sei V' = (V,(—, —), 7) eine bilineare Gruppe. Eine lineare Abbildung r : V — Z
heit Rang oder Rangfunktion, falls r surjektiv ist und mit dem Automorphismus 7
vertriglich ist: ro7 =r.

Das Radikal von V sei definiert durch RadV = {x € V' | 7x = x}. Sei w € Rad V'
mit w ¢ Kern V. Sei ¢ := [Z : (V,w)], und definiere eine Rangfunktion durch rky, =
%(—, w), welche w-Rang genannt wird.

Sei nun V ein bilineares Gitter. Ein direkter Summand von Rad V' vom Rang 1
heifit 1-Raohre.

Sei r eine Rangfunktion. Tensoriert man mit @Q, so erhélt man eine Bilinearform,
die eine vollstindige Dualitét ist; es gibt also ein eindeutig bestimmtes ¥ € V @ Q
(ceQ c#0)mit r®Q = (—,¥) ®Q, wobei man annehmen kann, daf§ man
aus v keine weiteren ganzzahligen Faktoren herausziehen kann (d. h. es gibt kein
v/ € V mit mv' = v fiir ein m > 2). Es folgt » = 1(—,v). Da r surjektiv ist, gilt
¢ = [Z : (V,v)]. Da r ein Rang ist, folgt 7v = v, also v. € Rad V. Da man keine
weiteren Faktoren aus v ziehen kann, ist V/Zv torsionsfrei und somit frei, also ist
Zv ein direkter Summand in Rad V', also eine 1-Rohre. Damit ist v eindeutig durch
r bestimmt, und es ist r = rk,.

Es korrespondieren also Rangfunktionen und Erzeuger von 1-Rohren. Zwei Rénge
r und r" auf V' heiflen dhnlich, wenn es einen Automorphismus o € AutV gibt mit
r" =ro. Ist 0 € AutV und sind Zw und Zw' zwei 1-Rohren, so gilt rky, = rky o,
genau wenn ow’ = w.

Ist (V, w) ein kanonisches Gitter (welches zu einem Symbol definiert wird, vgl. [30,
7.6]; dort heiBlen die Gitter kanonisch bilinear), welches nicht tubular ist, so sind je
zwei Riange auf V' dhnlich, sind sogar bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt (das
Radikal ist in diesem Fall vom Rang 1, vgl. [30]).

Seien V und V' bilineare Gitter, und w € V, w' € V' ausgezeichnete Elemente,
die 1-Rohren, also Rangfunktionen definieren. Diesbeziiglich heifit ein [somorphismus
von bilinearen Gittern o : V' — V' Rangisomorphismus, falls ow = w' gilt.

A.2. Kanonische Basen und Invarianz des Symbols

Sei V' eine (normalisierte) bilineare Gruppe. Wurzeln und p-Réhren (p > 2) wer-
den wie fiir bilineare Gitter definiert (vgl. [30]): Ein u € V heifit Wurzel, falls

(u,u) > 0 und &;_x) € 7 gilt fiir allex € V.

SeiueV eineu>VVurzel mit endlicher 7-Periode p > 2. Wir nennen
u,7u,..., 77 tu
eine Wurzelbasis, falls die Elemente linear unabhéngig iiber Z sind und
(u,u)  j=imodp,
(T'u,7u) = ¢ —(u,u) j =i+ Imodp,
0 sonst

gilt. Eine Untergruppe T C V heif}t p-Rdéhre, falls sie von einer Wurzelbasis der
Lange p erzeugt wird.
Der folgende Satz ist gewissermaflen eine Umkehrung von [30, Prop. 7.7].
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SATZ A.2.1. Sei V eine (normalisierte) bilineare Gruppe und
By, : a, s (1<i<t 0<j<pi—2),w

ein Erzeugendensystem von V' mit folgenden Figenschaften (1)—(4):
(1) we RadV, w ¢ Kern V.
(2) a ist eine Wurzel vom w-Rang 1.
(3) Die s; sind Wurzeln vom w-Rang 0 und deren 7-Orbiten bilden Wurzelbasen
paarweise orthogonaler p;-Rohren.
(4) (a,s;1) > 0 und (a,77s;) =0 fiir 0 < j < p; — 1; ferner (a,s;)/{a, w) € Z.
Unter diesen Voraussetzungen gilt: Die Zahlen

L (a,s;)
C (sis)

sind positive ganze Zahlen, By, ist eine Basis, (—, —) ist nicht-ausgeartet, ¢ € {1,2},
und (V,w) ist ein kanonisches bilineares Gitter mit Symbol

1 (a,s;)
e (a,a)

_faw)
(aa)’

7fi::

Py Dt
V= dy....d|e |,
fla"'aft

wobei d; = e; f;.

Wir nennen (abweichend von [30]) eine Basis By, mit den Bedingungen des Satzes
kanonisch, oder genauer w-kanonisch.

BEWEIS. ¢, ¢; € N folgt, da a und s; Wurzeln sind. Sei k := (a,a). Es gilt /f% =

(siysi) (¢ = 1,...,t). Beziiglich des Erzeugendensystems B, ist die Cartanmatrix
(Gramsche Matrix) gegeben durch
Kk | kefi 0 0 KE ft 0 0 Ke
0 Hseﬁ _geh 0 0 0 0 0
1 €1
0 | 0 kb 0 0 0 0 |o
0| 0 0 —rh 0 0 0 |0
0| 0 0 KL 0 0 0 |o
1
o] o 0 0 ke gl 0 |0
0| o0 0 0 0 kil 0 |0
0| 0 0 0 0 0 K| 0
0| 0 0 0 0 0 k|0
—ke| O 0 0 0 0 0 0

Vertauscht man die erste mit der letzten Spalte, so sieht man, dafy die Determinan-
te dieser Matrix # 0 ist. Daher bildet By, eine Basis, und (—, —) ist nicht-ausgeartet
(Gramsches Kriterium [44, 70.6]). Es folgt weiter, dal w eine 1-Rohre aufspannt. Sei
m = min{l € N | l% € Z, i=1,...,t}. Dann gilt m | x und weiter 2 [ (V, V) (was
man auf der Basis By, nachpriift). Da V' normalisiert ist, folgt m = k.
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Sei T; die zum 7-Orbit von s; gehorige p;-Rohre. Sei S die Menge {77s; | 1 < i <
t, 0<j<p; —2}.

Sei V!'= St ={x €V |(Sx)=0}. Esgilt V! = Za® Zw, denn jedes x in V'
hat die Form x = na +mw + 22:1 u;, wobei u; € Tj ist; da x € S+, folgt dann, daf
jedes u; ein Vielfaches von z; := Z?i:_ol TIs; ist; weil

<a7 Zi> = <av si> = figﬁ = (a, flw>7

folgt aus der Orthogonalitit der Rohren z; = f;w, also ist u; € Zw.

Wegen w € RadV ist (w,w) = 0 und (a,w) = ke, daher ist (V',w) mit der
normalisierten Form *(—, —) das bilineare Gitter V(¢) mit e € {1,2}.

Fiir jedes [ € {0,...,t} sei W; die von a, w und 77s; (1 <i <[, 0<j<p; —2)
erzeugte Untergruppe von V. Zu zeigen ist, dafl W, aus W, ; entsteht, indem die

D
Rohre T; angeheftet wird (im Sinne von [30]), genauer, dal W, = W, | d; | gilt
fi
(n’llt WO == V’)
Fiir [ =0,...,¢ sei kK, = min{s € N | s"% €Z,i=1,...,l}. Dann gilt 1 = kg |
K1 | ... | ke = k. Man erhélt per Induktion Z

K . €;
ki1 geT(eri1fier)

Auflerdem zeigt man per Induktion, da k;/k;_; der Multiplikator aus [30, 7.] ist
und (—, —)w, = “(—, —)w;, indem man zeigt, daf§ die Relationen (6)—(9) aus [30]
erfiillt sind: Es ist ndmlich ex;_y = e(W;_1, w) und

ﬁ<Si,Si> = /fig—fi _ fi (ERe)fi
€; Ri—1 €;
sowie
K K K;
;Z<a’ 8i) = ;Zfi<aa W) = Kjlfz(a, Si) Wi ;-
Es folgt
K
<_7 _>Wi\Wi,1 = E<_7 _>Wi—1'

Bleibt noch W; = (W;_1 @ T;)/Z( ?":_01 mis; — f;w) fiir i = 1,...,¢ nachzuweisen:

Dies folgt aus z; = f;w, wie oben gezeigt. OJ

Mit dem Symbol aus A.2.1 und p = kgV(py,...,p;) sei

o[V]:= p(i eifi<1 - l) — g)

i1 Di

Wir erinnern an folgende Definitionen aus [30]: Ein kanonisches Gitter heifit dome-
stiziert, falls 6[V] < 0, es heifit tubular, falls 6[V] = 0, und wir nennen es wild,
falls 6[V] > 0 gilt. Fiir Charakterisierungen dieser Eigenschaften vgl. [30, Prop. 10.3]
und [32, Thm. 7.1].
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LEMMA A.2.2. Sei (V,w) ein bilineares Gitter mit der w-kanonischen Basis By,
wie in A.2.1. Sei (V',w') ein weiteres bilineares Gitter mit einer w'-kanonischen
Basis

By al, s (1<i<t, 0<j<p;—2), w,

welche Zahlen k', ', € und f! (i =1,...,t), also ein Symbol, definiert. Sei C' (bzw.
C") die Cartanmatriz von V (bzw. V') bzgl. der Basis By (bzw. Byr).

(1) Sind die bilinearen Gitter V. und V' isomorph, so gilt 6[V] = §[V'], t = ¥,
det C' = det C" und (nach evtl. Umnumerierung) p; = p; (i =1,...,t).

(2) Sind (V,w) und (V',w') rangisomorph, so gilt auflerdem r's' = ke.

BEWEIS. (1) Da V und V' isomorph sind, haben sie das gleiche Coxeterpolynom,
und daher folgt aus [30, Prop. 7.8] t = ¢’ und die Gleichheit der Gewichte. Die
Gleichheit der Determinanten folgt trivialerweise.

Sei o € Iso(V,V’). Um die Invarianz von 6[V] zu zeigen, sei zunéchst V' nicht-
tubular. Dann ist RadV = Zw, und es folgt Rad V' = Zow. Aus w erhilt man
den Verschiebungsautomorphismus oy = oy. Damit ergibt sich §[V] eindeutig als
diejenige natiirliche Zahl d, so dal 77 = o (nach [30, Prop. 4.3] hat o unendliche
Ordnung). Entsprechendes gilt fiir §[V'].

Sei jetzt V' tubular. Dann ist Rad V' vom Rang 2, also auch Rad V', und daher
ist auch V' tubular, also §[V] =0 = §[V'].

(2) Da es ein o € Iso(V, V') gibt mit ow = w', folgt x's’' = [Z : (V,w)] = [Z :
(V',w')] = ke. O

Sei (V,w) ein kanonisches Gitter mit einer Basis wie in A.2.1. Sei u € V eine

Wurzel vom w-Rang 0. Definiere e(u) = éi:i und f(u) = %EZ:? Der Quotient %

ist unabhéingig von der Auswahl der Basis und heifit (Wurzel-) Quotient von u.

LEMMA A.2.3. Es gelten die Bezeichnungen aus A.2.1. Seien T; die von den T-
Orbiten der s; aufgespannten Réhren (i = 1,...,t). Sei u € V eine Wurzel vom
Rang 0. Dann gibt es ein i € {1,...,t} und ein n € Z, so daf ng € 7 gilt und
u=u + nw, wobei u' € T; eine Wurzel ist. Der Quotient von u ist %

BEwEIs. Es gibt eine Darstellung u = ZEZI u; + nw mit u; € T; und n € Z.

Weil u eine Wurzel ist, teilt (u,u) = >'_ (u;, ;) alle (u, u;) = (u;, u;), und es folgt

u = u; + nw fiir ein 7. Es folgt dann, daf§ u’ = u; eine Wurzel in 7; und dann
auch in V ist mit (u,u) = (u',u’) = (si,s;) ([30, Prop. 5.2]). Damit ergibt sich
;((3)) = Gay = 7 Ist ferner v eine Wurzel in T;, so ist v +nw genau dann eine
Wurzel, wenn n% € Z gilt, wie man leicht nachpriift. O

KOROLLAR A.2.4. Die Quotienten % (i =1,...,t) sind Invarianten des kanoni-
schen Gitters (V,w) bzgl. Rangisomorphismen. O

PROPOSITION A.2.5. Das Symbol ist eine vollstindige Invariante eines domesti-
zierten kanonischen Gitters (V,w) bzgl. Isomorphie.

BEWEIS. Betrachtung der Tabelle der domestizierten Symbole [30]. Beachte, daf
jeder Isomorphismus schon ein Rangisomorphismus ist. U
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SATZ A.2.6. Das Symbol ist eine vollstindige Invariante eines tubularen kanoni-
schen Gitters (V,w) bzgl. Rangisomorphie.

BEWEIs. Tabelle A.1 auf Seite 84 zeigt die tubularen Symbole, geordnet nach Ge-
wichtsfolgen und Determinanten der Cartanmatrizen. Eine weitere Unterscheidung

1 2
und (2 2 | 2); aber diese Symbole lassen sich durch ihre Wurzelquotienten unterschei-
den: Im ersten Fall sind diese %, 2, im zweiten 1, 1. Die Vollstindigkeit folgt so: Seien
(V,w) und (V', w’) tubulare kanonische Gitter, die das gleiche Symbol haben. Dann
gibt es kanonische Basen

2 2
bzgl. Rangisomorphie liefern die Produkte ke, mit Ausnahme der Symbole ( 2 2 )

By, : a, /s (1<i<t, 0<j<p—2),w
von V und
By al, st (1<i<t, 0<j<p—2),w

von V' wie in A.2.1. Da die Symbole gleich sind, kann man einen Rangisomorphismus
o auf der Basis By, definieren, indem man jedes Element aus By, auf ein entsprechen-
des Element aus B, abbildet. Dabei ist ¢ mit der Auslander-Reiten-Translation
vertriglich, da nach [30, Prop. 8.1] ota = roa gilt. O

BEMERKUNG. Hat man zwei kanonische Basen By, und By wie im obigen Beweis
gegeben, so liefern diese bis auf Permutation der Spalten dieselben Symbole genau
dann, wenn es einen Rangisomorphismus o € Iso(V, V') (also mit o(w) = w') gibt
und eine Permutation m € S;, so dafl os; = S;(i) (1<i<t)und ca=a

Bevor wir ein Beispiel angeben, welches zeigt, dafl das Symbol im wilden Fall
keine Invariante des kanonischen Gitters ist, zeigen wir noch, daf allgemein x und e
Invarianten eines kanonischen Gitters sind bzgl. Rangisomorphie.

LEMMA A.2.7. Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus A.2.3, und
zusatzlich gelte, daf$ der T-Orbit von u eine Wurzelbasis aufspannt. Dann gibt es ein
G mit0<j<p;—1 undu=71's; +nw.

BEWEIS. Nach A.2.3 ist u = u; +nw mit einer Wurzel u; € T;. Da (7/u;, 7hy;) =

(7, 7'a), und weil nur 7-Orbiten von Wurzeln der Linge 1 in T; Wurzelbasen auf-
spannen, folgt die Behauptung. OJ

Sei (V, w) ein kanonisches Gitter mit Symbol o[V]. Da ein solches Symbol von w
abhéngt, nennen wir dieses auch genauer ein w-Symbol von V. Im tubularen Fall ist
ein w-Symbol also immer eindeutig; jedoch kann es zu “verschiedenen w’s” verschie-

dene Symbole geben, wie wir spéiter sehen werden.

LEMMA A.2.8. Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus A.2.2. Es
gebe ein o € Iso(V, V') mit ow = w'. Es gilt a' € ca+ Zw' genau dann, wenn (nach
evtl. Umnumerierung) os; = st (i = 1,...,t); ist dies der Fall, so gilt e; = ¢}, f; = f!
(1=1,...,t) unde =¢£.

BEwEIS. Wir nehmen o. E. an, da} V = V', w = w' und o = 1y gilt.
“="Seii € {1,...,t}. Dann folgt aus s; = s! und w = w’ die Gleichheit f; = f/

79

also (a—a',s;) = ke f;— k'’ f} = 0. Es folgt (a—a’, V5) = 0, und daher a—a’ € Rad V.
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“=" Sei a' = a+ nw und s} = u; + n;w, wobei w; eine Wurzel ist, die in der
e . . . . . i—1 i
Rohre liegt, die vom 7-Orbit von s; aufgespannt wird. Sei u; = > % mz(-] )

A 7Is;. Wegen
(a’,sl) >0und (a',77s}) =0 (j =1,...,p; — 1) folgt

(0) .
. ~m; (a,si)
KE
und _
m(a, s1)

== (=1 1),

Da u; eine Wurzel ist, folgt (nach [30, Prop. 5.2]) |m§j)—m§0)| — 1, also ml(o) — )4
(j=1,...,p; — 1). Es folgt

si=s; + (m + mz(-l) (@, Si>>w = s;.

BEMERKUNG. (1) Ist
a, Tsi (1<i<t 0<j<p—2), w

w-kanonisch, und ist o; definiert durch

Ly
o(x) =x — Z (51, %) I8
j=0 <S17 sl>

fiir jedes x € V, so ist auch
oa, Pos; (1<i<t, 0<j<p—2), w

w-kanonisch.
(2) Aus (1) folgt: Ist

a, T (rhis;+nw) (1<i<t, 0<j<p—2), w
w-kanonisch, so gibt es eine w-kanonische Basis der Form
a, tlsi+nw (1<i<t, 0<j<p—2), w.
Nach A.2.8 ist dabei a’ modulo Zw eindeutig bestimmt.
Wir nehmen an, wir héitten in einem kanonischen Gitter neben
B: a, 7's; (1<i<t,0<j<pi—2),w

eine weitere w-kanonische Basis B’ gegeben. Nach dem bisher Gesagten konnen wir
dabei annehmen, dafl B" die folgende Form hat:

B': a, Psi+nw (1<i<t, 0<j<p—2), w.
Ferner hat a’ o. E. die folgende Gestalt:

t pi—2

a':a+g E ;T 8.

i=1 j=0
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LEMMA A.2.9. Unter obigen Voraussetzungen gilt

. €;
Q5 = (pi —1- ])nzfi
und
2 2 ) 1
(a',a’) = (a,a +/<;<€Z nzel—l-m:Znep )
BEWEIS. Folgt durch Berechnung von (a’, 77s; + n;w). O

PROPOSITION A.2.10. x und € sind Invarianten des kanonischen Gitters (V, w)
bzgl. Rangisomorphie.

BEWEIS. Mit obigen Bezeichnungen kann man x = (a,a) und ' = (a’,a’) setzen.
Mit der Formel aus dem vorherigen Lemma folgt (a,a) | (a’,a’), und wegen ke = r'e’
folgt auch die umgekehrte Teilbarkeitsbeziehung, also x = &', was dann auch ¢ = &’
nach sich zieht. O

Die folgende Eindeutigkeitsaussage ist fiir den Begriff der kommutativen Reali-
sierbarkeit (Abschnitt 3.9) wichtig.

LEMMA A.2.11. Sei (V,w) ein kanonisches Gitter, welches ein w-Symbol hat, in
dem e; =1 qult fir alle 1 =1,...,t. Dann ist dieses Symbol das einzige w-Symbol.

BEWEIS. Sei wie oben B eine w-kanonische Basis, die das Symbol mit e; = 1
liefert, und B’ eine weitere w-kanonische Basis. Mit obigen Bezeichnungen folgt dann
e, > e; fir allei = 1,...,¢, und da die Briiche ;— invariant sind, folgt auch f! > f;,

also n; > 0 fiir alle i = 1,...,1. Wegen (a’,a’) = (a,a) folgt dann aus der Formel
in A.2.9 leicht n;, = 0 fiir alle i« = 1,...,t. Dies zeigt B = B’, und somit folgt die
Behauptung. O

BEISPIEL A.2.12. Wir zeigen, dafl ein w-Symbol im allgemeinen (d. h. im wilden
Fall) nicht eindeutig zu sein braucht. Betrachte das kanonische Gitter (V,w) mit
einer w-kanonischen Basis

alsy|s2|ss]|sq|w,

2 2 2 2
die das w-Symbol | 1 1 25 25 |¢ | liefert. Man rechnet leicht nach, dafl auch
11 5 5

a+sS;+8Sy—S3|[S1+W|Sa+W|s3—wW|sg|W

2 2 2 2
eine w-kanonische Basis ist mit w-Symbol | 9 9 9 25|¢ |]. Dies ist ein Gegen-
33 3 5

beispiel zu einem Ergebnis in [30].

A.3. Anstiege und Rangfunktionen

In diesem Abschnitt sei (V, w) ein tubulares kanonisches Gitter, p das kleinste
gemeinsame Vielfache der Gewichte und a € V eine Wurzel vom Rang 1 in einer
w-kanonischen Basis.
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LEMMA A.3.1. Seiu:= ?;é 7a. Dann ist u, w eine Q-Basis von Q @ Rad V.

BEwEIS. Nach [30, Prop. 10.3] ist Rad V' vom Rang 2, also ist Q®@ Rad V' zweidi-
mensional {iber Q. Wegen rk u = p und rk w = 0 sind u und w linear unabhéngig. [

SeigeQ, q= % mit (d,r) =1,7 > 0und wq =7-u+d-w und wq so, dal Zwq
eine 1-Rohre ist mit w, € Nwy.

KOROLLAR A.3.2. (1) Die 1-Réhren von V sind gerade die Zwq (q € Q).
(2) Die Rangfunktionen (modulo Vorzeichen) entsprechen den Elementen q € Q.

BEWEIS. Die Abbildung ¢ — Zwg liefert die Korrespondenz zwischen Q und 1-
Rohren: Sie ist offensichtlich injektiv. Surjektivitdt: Sei Zx eine 1-Rohre. Dann ist
x = %u+ tw = - (adu + bew). Sei e = (be, ad), em = be, en = ad. Sei ¢ = px = 2.
Dann ist wq von der Form %(nu +mw) mit (m,n) = 1. Es folgt efwq = bdx, und

da beide, x und wy, direkte Summanden erzeugen, folgt Zx = Zw,. 0]
DEFINITION A.3.3. Fiir jedes ¢ € Q heifit der durch w erzeugt Rang der ¢-Rang.

DEFINITION A.3.4. Sei P(Rad V') die Menge aller direkten Rang 1 Summanden
von Rad V. Jedes 0 € AutV induziert eine bijektive Abbildung & von P(Rad V') in
sich. Dadurch operiert AutV auf Q (via o(wq) = +w5(g). Seien ¢, ¢’ € Q. Wir
nennen ¢ und ¢’ dquivalent (¢ ~ ¢'), falls es ein 0 € AutV gibt mit owq = wq.
Dadurch wird auf der Menge Q eine Aquivalenzrelation definiert, deren Klassen wir
Anstiegsklassen (bzgl. V') nennen.

Der Begriff des Anstiegs wird im néchsten Abschnitt erklért.

A.4. Verschiebungsautomorphismen

Sei (V,w) ein tubulares kanonisches Gitter mit Symbol

Py Pt
dl;---;dt g s
fla"'aft

welches durch eine fixierte w-kanonische Basis

a, /s (1<i<t, 0<j<p—2), w
gegeben ist, und sei p = kgV(py, ..., p;). Ferner sei ¢ = ¢(V, w) der Index von (V, w)
in Z (also ¢ = ke, mit k = (a, a)).

Fiir alle x, y € V sei
p—1

(xy) = (Txy).

5=0
Sei rk = rky, und definiere eine Gradfunktion deg : V' — Z durch

deg(x) = —(a, )

fiir jedes x € K((X). Damit wird dann fiir Elemente x € V, fiir die nicht degx und
rk x beide null sind, der Anstieg definiert durch p(x) = %&3) € Q. Es gilt offenbar

1(wq) = ¢ fiir jedes ¢ € Q. Dieser Anstieg ist natiirlich von der Auswahl von deg
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(bzw. a) und rk (bzw. w) abhingig. Wir definieren nun Verschiebungsautomorphis-
men (wie in [30]), und untersuchen, wie diese auf den Anstiegen wirken.

Sei

(w, x)

op(x) =x — .

Es gilt deg op(x) = degx + prkx, rkoy(x) = rkx, also poy(x) = pux + p.
Sei fiir jedes i = 1,...,t

nil (1781, %)

j= <Si, Si>

oi(x) =x — 8.

Es gilt dego;(x) = degx + d; 2 rkx, rko; x) = rkx, also po;(x) = pux + d; 2.
LEMMA A.4.1. Es ist p=min{l € N| rla = a}.
BEWwEIS. Nach [30, Thm. 8.3] ist 77 die Identitiit. Sei [ € N, so daf} 7'a = a gilt.

Fiir jedes i = 1,...,t ist (a,77s;) # 0, genau wenn j = 0 mod p;. Daher wird [ von
jedem p; geteilt, und es folgt die Behauptung. (]
Sei .
p— j '
Oa(x) =x — Z <7<—::>{> a.
7=0
Es gilt degoa(x) = degx und rk o, (x) = rkx — e degx, also po,(x) = 1_“;}(.

Sei G = {7 | 0 € Aut V'} die Untergruppe der Gruppe der bijektiven Abbildungen
von Q nach Q. Die fundamentale Frage, die uns interessiert, ist, wieviele Bahnen
die Operation G auf Q hat. Dazu untersuchen wir zuniichst spezielle Untergruppen
von (7, die von zwei Elementen erzeugt werden, und fiir die die entsprechende Frage
vergleichsweise einfach zu beantworten ist. Danach ist das Problem fiir GG selbst nicht
mehr schwierig zu l6sen.

Sei U die von 0y, 0, und von den o; (i = 1,...,t) erzeugte Untergruppe von
G (Vereinbarung: co = ¢, 2 = 1). In den tubularen Fillen wird U dann von zwei

Elementen o und p erzeugt, wobei ein Blick auf die Liste in [30] zeigt, daf} folgende
5 Fille auftreten kénnen:

) (q) = t%;
2) olq) =q+2, pla) = 1;

) (¢) = &

) (9) = o555
5) o(q) = a+2, pla) = 5,

BEMERKUNG. Die Liste der tubularen Symbole [30] zeigt: Es gibt ein ¢ €

{1,...,t} mit p; = p und dlz%,...,dtp% € Ndif-

Wir untersuchen nun die Bahnen dieser Untergruppe. Im ersten Fall weifl man,
dafl U transitiv auf Q operiert [34].

Um die Schreibweise zu vereinfachen, treffen wir im folgenden die Konvention,

daB ¢ = ¢ € Q (0. &) immer heiBen soll, daB a und b teilerfremd (insbesondere

nicht beide = 0) sind. Das Symbol N stehe hier immer fiir die Menge der natiirlichen
Zahlen inklusive Null.



A.4. VERSCHIEBUNGSAUTOMORPHISMEN 81

Da die folgenden Aussagen iiber die Anzahl der Bahnen von grundlegender Wich-
tigkeit sind, geben wir die Beweise grofitenteils in ausfiihrlicher Form an. Alle Beweise
laufen nach demselben Schema, jedoch sind sie im Detail unterschiedlich.

LEMMA A.4.2 (Fall 2). Seien A = {$ |a € Z, b € N, a gerade} und B = {} |
a €Z, beN, aungerade}. Seien o, p € G, o(q) =q+2, p(q) = 1. Sei U die von
o und p erzeugte Untergruppe von G. Dann ist A=U.0, B=U.1.

BEWEIS. Offensichtlich sind A und B invariant unter p und o. Sei ¢ = % € Q mit
d € Z, r € N. Wir machen Induktion nach |q| := |d| + r.
1. ¢ € A: |g| = 0 ist nicht méglich. Aus |g| =1 folgt ¢ = 3 = 0. Sei nun || > 1.
1. Fall: d > 0. Dann ist d = r oder d = 2r nicht moglich.
a) d <r.Dannist ¢ = p(¢') mit ¢ = -4 € Q  und |¢| =d+r—-d=r <
r+d=|q.
b) d > 2r. Dann ist ¢ = o(¢') mit ¢ = =2 € Q; und |¢'| = d—2r +r =
d—r<d+r=|q.
¢) r<d<2r.Dannist ¢ =o(¢') mit ¢ = =2 € Q_ und |¢'| = —d+2r+r <
2r <r+d=|ql.
2. Fall: d < 0. Dann ist d = —r oder d = —2r nicht mdoglich.

a) d > —r. Dann ist ¢ = p~1(¢') mit ¢ = rj%d €EQ_ und |¢| =—-d+r+d=
r<r—d=]lq|

b) d < —2r. Dannist ¢ =o7'(¢') mit ¢ = 42 € Q_ und |¢| = —~d —2r +r <
—d+r=]q|.

¢) =2r < d < —r. Dann ist ¢ = 07'(¢') mit ¢ = ®* € Q; und |¢| =
d+2r+r<2r<—d+r=]q|

2. q € B: |q| =0, 1 ist nicht méglich. Ist |q| = 2, so ist ¢ = +1, und —1 = o~ '(1).

Sei nun |g| > 2. Der Beweis verlauft dann vollig analog zu dem Fall ¢ € A, mit

denselben Fallunterscheidungen. O

LEMMA A.4.3 (Fall 3). Seien A= {} |a€Z, b N, a=0mod3}, B={%|
a €Z,beN, a=1mod3} und C ={§ |a €Z, beN, a=2mod3}. Seien o,
peG, olq =q+3, plg) = ﬁq. Sei U die von o und p erzeugte Untergruppe von
G. Dann ist A=U.0, B=U.1 und C =U.2.

BeEwEeis. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem Beweis von A.4.2.

1. ¢ € A: Dann ist |¢| = 0 nicht méglich. Aus |g| =1 folgt ¢ = % = 0. Sei nun
gl > 1.

1. Fall: d > 0. Dann ist d = r nicht méglich.

a) d <r.Dannist ¢ = p(¢’) mit ¢ = -4 € Q; und |¢'| = d+r—d < r+d = |q].

b) d>r.
(i) d > 3r. Dann ist ¢ = o(¢') mit ¢’ = =2 und |¢'| = d—2r < d+r = |q].
(ii) 2r < d < 3r. Dann ist ¢ = o(¢') mit ¢ = =2 mit |¢'| = —d + 4r <

2r < d+r=|ql.
(iii) » < d < 2r. Dann ist ¢ = p(¢) mit ¢ = —dd —r und |¢'| =d+d—r <
d+r=|q.
2. Fall: d < 0. Dies verliuft véllig analog zum ersten Fall, indem man p~! und

o~ ! anwendet.
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Die Fille 2. ¢ € B und 3. ¢ € C verlaufen analog; nur der Induktionsanfang ist
anzupassen. [

LEMMA A4.4 (Fall 4). Seien A = {¢ | a € Ny, b € Z, b # 0, b gerade} und
B={%]a¢eNy, becZ b+#0, bungerade}. Seien o, p € G, o(q) = q + 1,
plq) = ﬁ. Sei U die von o und p erzeugte Untergruppe von G. Dann ist A = U.%,
B =U.0.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von A.4.2. 0J

LEMMA A.4.5 (Fall 5). Seien A = {{ |a € Z, b € N, a ungerade, b ungerade},
B ={%|acZ becN, aungerade, b gerade} und C = {§ | a € Z, b €
N, a gerade}, b ungerade. Seien o, p € G, o(q) = q+ 2, p(q) = Tiag dei U die
von o und p erzeugte Untergruppe von G. Dann ist A=U.1, B = U.% und C = U.2.

BeEwEeis. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem Beweis von A.4.2. Wir
schreiben nur den Fall “d > 0” auf. Die Félle ¢ € A, ¢ € B und ¢ € C unterscheiden
sich nur im Induktionsanfang. Fiir den Induktionsschritt hat man folgende Fille,
wobei r > 0 angenommen werden kann (sonst ist ¢ in der Bahn von 3):

a) d < L. Dann ist ¢ = p(¢’) mit q’:r_de und |¢'| =d+r—2d <d+r=]|q|

b) d = 3r. Dann ist ¢ = 3.

c) %r<d<r. Dann ist ¢ = pg’ mit ¢’ = ﬁ und |¢'| =d —r+2d < 2d <
d+r=lq|.

d) d =r. Dann ist ¢ = 1.

e) r <d < 2r.Dann ist ¢ = o(¢') mit ¢’ =
d+r=lq|.

f) d = 2r. Dann ist ¢ = 2.

g) d > 2r. Dann ist ¢ = o(¢') mit ¢ = =2 und |¢| =d —2r+r <d+r = |q|.

|

2 ynd |¢/| = —d+2r +r < 2r <

r

BEMERKUNG. Ein einheitlicher Beweis obiger Aussagen wére wiinschenswert.

Seic:Q —Q,¢gr—=q+1lundp: Q — Q, ¢ — ﬁ. Man konnte versuchen, zu

zeigen, daf die Bahnen der durch p™ und " erzeugten Gruppe in Q durch
A= {% | a =imodn, b= jmodm},

wobei 1 <i<n,1<j<mund (i,j) =1 gilt, gegeben sind:

Sei S = <(1) }) und R = (} ?) S (bzw. R) operiert durch

c d\a ca+db

e f) b ea+ fb
wie o (bzw. p) auf Q. Fiir m, n € N wiire dann eine Formel fiir den Index von
der durch R™ und S™ erzeugten Untergruppe in der Modulargruppe PSLy(Z) von
Nutzen. Ein aussichtsreicher Versuch koénnte sein, modulo kgV(m,n) in endlichen

Gruppen zu rechnen. Uns ist nicht bekannt, ob eine derartige Indexformel in der
Literatur vorkommt.
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A.5. Die Anstiegsklassen der tubularen Gitter

Ein Symbol ist ein Zahlenschema, welches zu einer kanonischen Basis eines ka-
nonischen Gitters definiert wurde. Wir nennen zwei Symbole o und o’ dquivalent,
falls sie durch kanonische Basen B bzw. B’ innerhalb eines kanonischen Gitters V'
realisiert werden kénnen. Wir erinnern daran, daf}, wenn V' tubular ist, es Bijektionen
gibt zwischen der Menge der Symbole auf V', der Menge der Ahnlichkeitsklassen der
Ringe auf V und der Menge der Anstiegsklassen (bzgl. V) von Q.

SATZ A.5.1. Die Aquivalenzklassen der tubularen Symbole und die Anzahlen der
Anstiegsklassen werden durch die Tabelle A.1 beschrieben. Fs gibt mazimal 2 An-
stiegsklassen. Es gibt eine Untergruppe U wvon AutV, die von Verschiebungsauto-
morphismen an Elementen, die in der vierten Spalte der Tabelle A.1 aufgelistet sind,
erzeugt wird, so daf U transitiv auf den Anstiegsklassen operiert.

Die Untergruppe von AutV, die durch die Verschiebungsautomorphismen o,,
0y = Ow, 01, ...,0; erzeugt wird, mufl nicht notwendig transitiv auf den Anstiegs-
klassen operieren.

Ein Blick auf die Gewichtssequenzen und die Determinanten der Cartanmatrizen
zeigt, daBl keine weiteren Symbole zueinander dquivalent sein kénnen (vgl. A.2.2).
Satz A.5.1 wird im folgenden bewiesen. Dabei werden auch die Anstiegsklassen in
den jeweiligen Féllen ermittelt.

Im folgenden sei (V, w) ein (normalisiertes) tubulares kanonisches Gitter. Es wird
zu jedem tubularen kanonischen Gitter V und zu jedem ¢ € Q eine kanonische Basis
(vgl. A.2.1, mit Zw = Zwg) gefunden, die nach A.2.1 und A.2.6 ein eindeutiges
Symbol definiert, und wir nennen dies das g-Symbol. Die kanonischen Basen werden
dabei in der folgenden Weise notiert:

B: alsy,msy,..., ™ sy | e | se, TSEy ..., TP ?Se | W

B bezeichne eine kanonische Basis, die auf dem (zu untersuchenden) kanonischen
Gitter durch w vorgegeben ist. Dann bezeichne u stets ?;é ia, wobei p =
kgv(ph s 7pt) ist.

In jedem der Fille wird die Anzahl der Bahnen einer gewissen Untergruppe von
AutV, die durch eine Teilmenge der Verschiebungsautomorphismen o,, 09 = oy,
01,...,0¢ aus Abschnitt A.4 erzeugt wird, eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Anstiegsklassen liefern. Eine untere Schranke wird man mit A.2.6 erhalten.

9 9 2 2 3 3 3 3
IndenFéllen<13>, 1 3 ,(12>, 1 2], (236), (244), (333),
1 3 1 2
9 9 9 2 2 2
(1 1 9 ), 1 1 2 ] und (22 22) liefern die Verschiebungen an a und einem s;
1 1 2

den Fall 1 aus Abschnitt A.4, es gibt also nur eine Anstiegsklasse, Q selbst.

A.5.2. Der Fall ( Z ) Die Verschiebungen an a und w liefern hier den Fall 2

aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repriasentanten ¢ = 0
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| Symbol | Anst-kl.| (si,si) | Erz.v.U |[detC | ke |
2
2 1 a,w
(4)’ (; 2) 2 4 a,s;,u— 2w 16 14,2
2
4 1 1 a,w,i(ut+2w)| 1 1
2
2
2 4 a,w
4 2 2 ’ 4 1,2
(4>’<2‘ > 1 s1, 31+ w) ’
3
(§>7 3) 2 ! a,s;,a+w 9 3,1
3 3

1 3,1 a, sy 27 3

) 1 1,3 a, sy 3 1
2
2
2

(f g) 1 2,1 a, s 16 | 2
3 3
1 2 1 1,2 a, sy 4 1
1 2
| (236) |1 [ 1,1,1 ] a, s3 | 1 [ 1]
| (2 4 4) 1 [ 1,1, | a, Sg 1 [ 1 |
‘ (333) 1 [ 1,1,1 | a, sy | 1 [ 1]
(f% ;) 1 2,21 a, s 16 | 2
2 2 2
<1 1 2) 1 1,1,2 a, sy 2 1
1 1 2
| (222 2) 1 [, 1,1,1] a, s, 1 | 1

TABELLE A.1. Klassen tubularer Symbole

und ¢ = 0o0. ¢ = 0: Basis

By : —s; | ma| zu,
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2
und 0-Symbol | 2|2 |.
2

Nach A.2.6 gibt es genau 2 Anstiegsklassen, ndmlich
{% |a € Z, beN, a gerade}

{% |a €Z, beN, aungerade}.

A.5.3. Der Fall 2 ]. Die Verschiebungen an a und s; (oder w) liefern den

DN DN DN

Fall 5 aus Abschnitt A.4, es gibt also maximal 3 Anstiegsklassen mit Repriasentanten
qg=0,¢g=1und ¢ = . ¢ = 0: Basis

By : —s; | Ta | u,
und 0-Symbol ( Z )

q = 1: Basis
By : al2a+w|u+w,

und das 1-Symbol ist gleich dem oco-Symbol.
Verschiebung an der von u — 2w erzeugten 1-Rdhre,

(u — 2w, x)

4
induziert auf den Anstiegen q — i‘f}—tﬁ und verbindet damit die Anstiegsklassen, die

1 bzw. oo enthalten, und darum gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

Ou ow(X) =X — (u—2w),

{%|a€Z, beN, aung., bung.}U{%|a€Z, beN, aung., bger.}
{% |a € Z, beN, a gerade, b ungerade}.

2
A.54. Der Fall | 4 |]. Die Verschiebungen an a und w liefern hier den Fall 2
2
aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal zwei Anstiegsklassen mit Reprisentanten
g =0 und ¢ = co. ¢ = 0: Basis

1
By : _Sl|7-a|§u7

und das 0-Symbol ist gleich dem oco-Symbol.
Verschiebung an der durch 3(u + 2w) erzeugten 1-Réhre,

(u+ 2w, x)
s () = = IR o

2

induziert auf den Anstiegen q — %_q, verbindet also die Anstiegsklassen, die 0 bzw.
1 (und damit co) enthalten, also gibt es genau 1 Anstiegsklasse.
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2
A.5.5. Der Fall | 4 |. Die Verschiebungen an a und w liefern den Fall 2 aus
4

Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Reprisentanten ¢ = 0 und
q = 0. ¢ = 0: Basis

By : a—w|a|u,

2
Also gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

0-Symbol ( 2 ‘ 2 )

{% |a €Z, beN, a gerade}
{% |a €Z, beN, aungerade}.

A.5.6. Der Fall < ; ‘ 2 ) . Die Verschiebungen an a und s; (oder w) liefern den

Fall 5 aus Abschnitt A.4, es gibt also maximal 3 Anstiegsklassen mit Reprisentanten
qg=0,¢9g=—1und ¢ = co. ¢ = 0: Basis

By : —sy |Ta|u,

liefert oo-Symbol.
g = —1: Basis

1
B_;: s1|—2a+4s1—w|§(w—u),

2
und —1-Symbol ( 4 )
4
Verschiebung an der von 1(u+ w) erzeugten 1-Rohre,

(u+w,x)
O%(u-l—w) (X) =X- f(u + W),

induziert auf den Anstiegen ¢ — ﬁ, und damit sieht man, dafl oo mittels Verschie-
bungsautomorphismen in 0 iibergeht. Daher gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

{% |a€Z, beN, a, bungerade}
{% |la €Z, beN, a ger., bung.}U{%|a€Z, beN, aung., bger.}.

Ferner sieht man, daf} schon die Verschiebungen an s; und %(u+w) diese 2 Anstiegs-
klassen liefern. Man beachte noch, daB z(5(u + w)) = 1 ist und daB das 1-Symbol

2
4 | ist.
4

A.5.7. Der Fall < g ) Die Verschiebungen an a und s; liefern den Fall 3 aus

Abschnitt A.4, also gibt es maximal 3 Anstiegsklassen mit Reprisentanten ¢ = 0,
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g = —1 und ¢ = co. ¢ = 0: Basis
5 o 1
By : —s; | Ta,7°a | 30
3
und 0-Symbol | 3 |.

3
g = —1: Basis

B_;: —a|Ta—7s;,TPa— 178 |u—w,

und das —1-Symbol ist gleich dem oo-Symbol.
Verschiebung an der durch a + w erzeugten 3-Rohre,

Carw(x) =x— 3 M(ﬂa+ w),

=0 3
induziert auf den Anstiegen ¢ +— %, insbesondere 5 +— :—i = 1. Da 1 in der

selben Klasse wie oo und 5 in derselben Klasse wie —1 liegt, folgt, dafl es genau 2
Anstiegsklassen gibt:

{%|a€Z, beN, a=0mod3}

{%|a€Z, beN, a51m0d3}U{%|a€Z, beN, a=2mod3}.

w W

A.5.8. Der Fall . Die Verschiebungen an a und sy liefern den Fall 3 aus

3
Abschnitt A.4, also gibt es maximal 3 Anstiegsklassen mit Repriasentanten ¢ = 0,
g = —1 und ¢ = co. ¢ = 0: Basis

By : —s; | Ta,7%a | u,
und 0-Symbol ( g )
g = —1: Basis
B_;: —a|3ra—7s1,37%a— 781 |u—w,

und das —1-Symbol ist gleich dem oo-Symbol.
Verschiebung an der durch a + w erzeugten 3-Rohre,

Oarw(X) =x — Z(Tja +w,x)(a+w),

Jj=0
induziert auf den Anstiegen ¢ — __Qquf, insbesondere 5 — :—i = 1. Da 1 in der-

selben Klasse wie oo und 5 in derselben Klasse wie —1 liegt, folgt, dal es genau 2
Anstiegsklassen gibt:

{%|a€Z, beN, a=0mod3}

{%|a€Z, beN, a51m0d3}U{%|a€Z, beN, a=2mod3}.
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A.5.9. Der Fall < 3 3 ) Die Verschiebungen an a und s; liefern den Fall 2

aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Reprisentanten ¢ = 0
und ¢ = co. ¢ = 0: Basis

1
By : —s1|Ta|7'a—27'sl+w|§u,

2 2
und 0-Symbol [ 2 2 |.
2 2
Es gibt also genau 2 Anstiegsklassen

{% |la €Z, beN, agerade}

{% |a € Z, beN, aungerade}.

A.5.10. Der Fall . Die Verschiebungen an a und sy liefern den Fall 2

aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Reprisentanten ¢ = 0
und ¢ = 00. ¢ = 0: Basis
By : s1—2w|ala—s2+w|u,

2 2
und 0-Symbol < 5 o )

Daher gibt es genau 2 Anstiegsklassen, ndmlich

{% |a €Z, beN, a gerade}
{% |a €Z, beN, aungerade}.
2 2
2 2
1 2

aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Reprisentanten ¢ = 0
und ¢ = co. ¢ = 0: Basis

A.5.11. Der Fall . Die Verschiebungen an a und sy liefern den Fall 2

By : si—w|la—s;+w|a]|u,

und 0-Symbol (2 2 | 2).
Also gibt es genau 2 Anstiegsklassen, wiederum

{% |a €Z, beN, a gerade}
{% |a €Z, beN, aungerade}.

A.5.12. Der Fall (2 2 | 2). Die Verschiebungen an a und s; liefern den Fall 4
aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Reprasentanten ¢ = 0
und ¢ = 00. ¢ = 0: Basis

By : —So | Ta | 2T — 2781 + W | U,
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2 2
und 0-Symbol | 2 2 .
1 2
Daher gibt es genau 2 Anstiegsklassen, namlich

{% |a € Z, beN, bgerade}
{% |a €Z, beN, bungerade}.

A.5.13. Der Fall ? ;l

aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repréisentanten ¢ = 0
und ¢ = co. ¢ = 0: Basis

. Die Verschiebungen an a und sg liefern den Fall 2

1

By : —Sy | a— 28y — TSy — 728y + W | T2, T?a, 7a | 3w
2 4

und 0-Symbol | 1 2 .
1 2

Also gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

{% |a € Z, beN, a gerade}
{% |a €Z, beN, aungerade}.
2 4
1 2

A.5.14. Der Fall . Die Verschiebungen an a und sy liefern den Fall 2

1 2
aus Abschnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repriasentanten ¢ = 0

und ¢ = 00. ¢ = 0: Basis
By : —78y | 2a — 28y — 85 — TS5 + 2w | a,7a, 7%a | u,

2 4
und 0-Symbol L o )

Es gibt damit genau 2 Anstiegsklassen:
{% |a €Z, beN, a gerade}

{% |a € Z, beN, aungerade}.






ANHANG B

Die Picard-Gruppe

B.1. Der Beweis von Proposition 1.2.5

Wir beweisen Proposition 1.2.5, indem wir den Cokern des Monomorphismus
H — Pic"”(X) untersuchen. Wir nehmen an, daf8 die H-graduierte kommutative
k-Algebra die Bedingungen (IN), (F2) und (F3) erfiillt. Dabei ist k ein Korper.

Sei K = Quot™(R) der graduierte Quotientenkorper von R. Sei I ein graduierter
R-Modul. I heifit graduiertes gebrochenes Ideal, falls es ein h € H gibt, so dal I(h)
ein homogener R-Untermodul von K ist, und falls es ein homogenes d € R\ {0}
gibt mit dI(h) C R. (Entsprechend werden graduierte divisorielle gebrochene Ideale
definiert.) I heiBt graduiertes gebrochenes Hauptideal, falls es ein h € H gibt, so daf
I(h) ein homogener R-Untermodul von K ist, und falls es ein homogenes f € K gibt
mit I(h) = Rf. In diesem Sinn ist z. B. fiir jedes h € H der graduierte R-Modul
R(h) ein graduiert gebrochenes Hauptideal.

Die Menge der graduierten divisoriellen gebrochenen Ideale ist modulo H bijektiv
zur Menge Div?(R) der homogenen Divisoren

> my-p.

ht p=1
Die Divisorenklassengruppe C17(R) ist Div"(R)/P"(R), wobei P”(R) die Unter-
gruppe der graduierten Hauptdivisoren ist, also der Divisoren von der Form div(f)
fiir ein homogenes f € K (von beliebigem Grad!). Sie ist isomorph zur Faktorgruppe
der graduierten divisoriellen gebrochenen Ideale modulo der graduierten gebrochenen
Hauptideale.

ProposITION B.1.1. (1) R ist graduiert faktoriell, genau wenn jedes homogene
Primideal der (graduierten) Héhe 1 von einem homogenen Primelement erzeugt wird,
und dies ist dquivalent dazu, daf CI"(R) = 0 ist.

(2) Die Zuordnung h — O(h) (h € H) liefert eine exakte Sequenz

0 —= H — Pic’(X) — C1"(R) —= 0,

wobei die zweite Abbildung induziert wird durch die Zuordnung £ — T(X L) =
D,y Homx (O, L(R)).

BEWEIS. (1) Ist R graduiert faktoriell und p ein homogenes Primideal der Hohe
1, so sei 0 # r € p homogen. Zerlege r in Primfaktoren. Dann mufl mindestens ein
Primfaktor p in p liegen, und daher ist p = Rp. Die Umkehrung folgt mit einer gradu-
ierten Version des Krullschen Hauptidealsatzes: Sei p € R ein homogenes irreduzibles
Element in R. Zu zeigen geniigt, dafl p prim ist. Sei p ein minimales homogenes Pri-
moberideal von p. Dann hat p die Hohe 1, ist also ein Hauptideal, also p = Rq, wobei
¢ prim ist. Dann folgt, dafl auch p prim ist.
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Gilt die mittlere Bedingung, so folgt offenbar CI”(R) = 0. Gelte umgekehrt
CI(R) = 0. Sei p ein homogenes Primideal der Hohe 1. Dann gibt es ein homo-
genes f € K mit div(f) = div(p). Dann folgt wegen

R= () R,
htp=1
wie in [22, TI. Prop. 6.2], dal f € R ist und p = Rf.

(2) (vgl. auch [36, Thm. 1.3], [37, Thm. 1.9].)

Sei L ein Linienbiindel. Dann ist I = I'(X| £) ein graduierter Cohen-Macaulay
Modul vom Rang 1. Da I CM ist, ist I graduiert reflexiv, und daher ein divisorielles
gebrochenes Ideal (in K = Quot™ (R)). Ist £ ~ O(h) fiir ein h € H, so ist I offenbar
ein gebrochenes Hauptideal. Sei umgekehrt I ein gebrochenes Hauptideal. Dann ist
graduiert projektiv und vom Rang 1, also I ~ R(h), also £L ~ O(h) fiirein h € H.



ANHANG C

Zahme Bimoduln

C.1. Multiplizitdtenfreie rationale Punkte

Wir betrachten zahme Bimoduln M = Mg, wobei F und GG endlichdimensionale
Schiefkorper iiber dem Grundkorper k£ sind. Auf F', G und M operiere k stets zentral.
Dabei bedeutet zahm, dal dim M - dim Mp = 4 gilt. Das Paar (dim M, dim Mp)
heiit der Typ von M (vgl. [10]).

M ist die zahm-erbliche k-Algebra A = zugeordnet. Dies ist insbeson-

F 0
M G
dere eine versteckt-kanonische Algebra, wobei die regulire Komponente eine sepa-
rierende tubulare Familie definiert, deren R6hren alle homogen sind. Wir verwenden
dieselben Bezeichnungen wie in Abschnitt 4.2. Wir untersuchen hier die Existenz von
Punkten y € Y in der zugeordneten Kurve, die rational und multiplizitdtenfrei sind,

so dafl also e(y) =1 = f(y) gilt.

LEMMA C.1.1. Sei Y eine homogene exzeptionelle Kurve, so daf der unterliegende
zahme Bimodul nicht-einfach ist. Dann gibt es einen rationalen Punkt y € Y, der
multiplizititenfrei ist, d. h. es gilt f(y) =1 und e(y) = 1.

BEWEIS. Es gibt einen solchen Punkt nach [38, Thm. 7.4]. O

LEMMA C.1.2. Sei pMg einer zahmer Bimodul vom Typ (2,2). Dieser ist ge-
nau dann nicht-einfach, wenn es tber der zugehiorigen homogenen Kurve Y einen
rationalen multiplizititenfreien Punkt y € Y gibt.

BEWEIS. Ist M nicht-einfacher Bimodul, so gibt es einen rationalen multipli-
zitdtenfreien Punkt nach C.1.1. Der zugehorige einfache regulidre Modul S ist Cokern
der exakten Folge

0 P, ! P, S 0,

wobei P, und P, die beiden Projektiven vom Rang 1 sind und f eine irreduzible
Abbildung.

Sei M einfacher Bimodul. Seien P; und P, die unzerlegbar projektiven Darstel-
lungen, so dafl es einen irreduziblen Morphismus von P; nach P, gibt. Dann sind
alle einfachen reguldren Darstellungen S, mit f(y) = 1 Cokerne nicht-trivialer (al-
so irreduzibler) Morphismen P, — P,. Sei S, eine einfache reguldre Darstellung
mit f(y) = 1. Wir konnen annehmen, dafl S, von der Form (F,G, ) ist, wobei
¢ : F® M — G ein G-linearer Epimorphismus ist. Es gibt ein y € M, y # 0, mit
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94 C. ZAHME BIMODULN

Kern ¢ = 1 ® yG. Hat man nun einen Endomorphismus

FeM

FoM
gegeben, so muBl fyG C yG gelten. Wegen der Einfachheit von M ist der Ring
R={feF| fyG C yG} # F. Wegen [M : G] > 1 gilt andererseits End(S,) ~ R.

Es folgt e(y) = % > 1. O

C.2. Einfache reguldre Darstellungen iiber R

Die folgende Tabelle beschreibt die Symboldaten der einfachen reguliren Darstel-
lungen der zahmen Bimoduln M = Mg vom Typ (2,2) iiber dem Kérper R der
reellen Zahlen. Die Daten sind [10] und [14] entnommen.

Ist D die R-Algebra, die in der zweiten Spalte angegeben ist, so ist die Kategorie
der reguliren Darstellung dquivalent zu mod(D) x Ug, wobei mod(D) die Kategorie
aller D-Rechtsmoduln bezeichnet, die endlichdimensional {iber F' sind, und wobei Usg
eine einreihige Kategorie ist mit genau einem einfachen Element S ([38, Thm. 7.4]).

Die einfachen reguldren Darstellungen S, # S korrespondieren mit Elementen p,
in D, wie sie in der zweiten Spalte angegeben sind.

In der dritten Spalte wird der Isomorphietyp der einfachen reguldren Darstellun-
gen S, (bzw. der von S?%) angeben.

In der letzten Spalte wird zu einer einfachen reguliren Darstellung S, deren Sym-
d(x)
f(z)

Die Daten f(x) und d(x) berechnen sich wie folgt: Zunéichst entnimmt man

aus [14] die Zahlen e(x), wobei D/p,D ~ M,y (D,) mit einem Schiefkérper D,.

Es gilt S¢ ~ D/p,D und End S, ~ D,. Dann berechnet man d(z) = W,

und schlieflich f(x) = %. Man sieht leicht, daf§ diese Daten mit denen aus 4.2

bol End(S,) ) angegeben.

iibereinstimmen.
Die einfache regulire Darstellung S hat jeweils dieselben Symboldaten wie sie in
a) angegeben sind ([38, Thm. 7.4]).



C.2. EINFACHE REGULARE DARSTELLUNGEN UBER R

Bimodul | D, p, S ?Efgg End(Sz)>
F9E R |RIT], T zentral
a) T—a (acR) R ( | R)
| e | (1)
c 2% ¢ | CT), T zentral
T—a (a€C) C ( | <c>
% | |H[T)], T zentral
a) T—a (acR) H ( | H)
PR el (1)
c @S ¢ |QT, ), Te=¢T (ceC)
a) T C ( | c)
b) T2—a (0<a€R) |S2~My(R) ( . ]R)
¢) T>—a (0>a€R) H ( : ]HI)
d) (I% - a)(T? —a) 2 ~ My(C) < ! @>

(a € C\R)

TABELLE C.1. (2,2)-Fille iiber R
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