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Einleitung

Diese Arbeit befa�t si
h mit der Charakterisierung von graduiert faktoriellen

Algebren der Krulldimension zwei, die aÆn sind

�

uber einem K

�

orper k, und den Aus-

wirkungen auf die Darstellungstheorie von endli
hdimensionalen k-Algebren. Wir

bes
hr

�

anken unsere Untersu
hungen auf kommutative graduiert faktorielle Algebren.

Wir bes
hreiben einen Zusammenhang zwis
hen dem Konzept der graduierten Fak-

torialit

�

at und gewissen separierenden tubularen Familien von stabilen R

�

ohren einer

endli
hdimensionalen k-Algebra �.

Eine separierende tubulare Familie mod

0

(�) ist ein Coprodukt

a

x2X

U

x

aus zusammenh

�

angenden, einreihigen Kategorien U

x

, sogenannten R

�

ohren, in denen

jedes Objekt von endli
her L

�

ange ist. Die R

�

ohren haben nur endli
h viele einfa
he

Objekte (die im Mund der R

�

ohre liegen), und fast alle R

�

ohren haben genau ein

einfa
hes Objekt. R

�

ohren mit nur einem einfa
hen Objekt hei�en homogen. Eine

sol
he tubulare Familie trennt die Modulkategorie mod(�) in drei Teile mod

+

(�),

mod

0

(�) und mod

�

(�) mit folgenden Eigens
haften:

� mod

+

(�) enth

�

alt alle projektiven Moduln, mod

�

(�) enth

�

alt alle injektiven

Moduln;

� es gilt Hom

�

(mod

�

(�);mod

0

(�)) = 0, Hom

�

(mod

0

(�);mod

+

(�)) = 0 sowie

Hom

�

(mod

�

(�);mod

+

(�)) = 0;

� jeder Morphismus f 2 Hom

�

(M;N), wobei M 2 mod

+

(�) und N 2

mod

�

(�) gilt, faktorisiert dur
h eine beliebig vorgegebene R

�

ohre U

x

.

In dem obigen Coprodukt ist X eine zun

�

a
hst ni
ht weiter bekannte Indexmenge.

Unser Ziel ist, mit Hilfe der graduierten Faktorialit

�

at X mit einer Geometrie auszu-

statten und diese im Detail zu untersu
hen.

Algebren mit einer separierenden tubularen Familie sind Gegenstand zahlrei
her

Untersu
hungen. Einen

�

Uberbli
k �ndet man in [41℄. Spezialf

�

alle sol
her Algebren

sind die zahm-erbli
hen Algebren [10, 38, 12, 11, 8℄ (insbesondere die zahm-

erbli
hen Bimodulalgebren), die verste
kt-zahmen Algebren [39℄, die tubularen Al-

gebren [39, 21, 34℄, die kanonis
hen Algebren [39, 18, 40℄. In [32℄ werden die

Algebren mit einer separierenden tubularen Familie 
harakterisiert; es handelt si
h

um die verste
kt-kanonis
hen Algebren.

Zur Untersu
hung der Indexmenge kann man bis auf einen Proze� der sogenann-

ten Einf

�

ugung bzw. Reduktion von Gewi
hten annehmen, da� die k-Algebra � eine

1



2 EINLEITUNG

zahm-erbli
he Bimodulalgebra, also eine k-Algebra von der Form

�

F 0

M G

�

ist, wobei F und G endli
hdimensionale S
hiefk

�

orper

�

uber k sind, und M =

G

M

F

ein Bimodul ist mit [M : G℄ � [M : F ℄ = 4, so da� k zentral operiert. In diesem

Fall hat jedes U

x

genau ein einfa
hes Objekt, d. h. jede R

�

ohre ist homogen. Generell

ist f

�

ur diese zahm-erbli
hen Bimodulalgebren die Bes
hreibung der Geometrie von

X ein o�enes Problem. Die Arbeiten [10, 38, 8℄ bes
hreiben diese Geometrie nur in

Teilaspekten.

�

Uber algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper ist die Geometrie der Parameterkurven

der separierenden tubularen Familien sehr gut verstanden. Denn Geigle-Lenzing zeig-

ten, da� diese Indexmengen exakt die von ihnen eingef

�

uhrten gewi
hteten projektiven

Geraden X(p;�) sind [18℄. Hierbei ist p eine Folge von Gewi
hten p

1

; : : : ; p

t

und �

eine Folge von vers
hiedenen Punkten �

1

; : : : ; �

t

auf der projektiven Geraden. Die

gewi
hteten projektiven Geraden sind die graduierten projektiven Spektren gewisser

graduiert faktorieller Algebren S(p;�), in denen die homogenen Primelemente alle

bekannt sind. Eine sol
he Algebra ist graduiert dur
h eine endli
h erzeugte abels
he

Gruppe vom Rang 1, die i. a. ni
ht torsionsfrei ist; sie ist genau dann torsionsfrei,

wenn die Gewi
hte p

1

; : : : ; p

t

paarweise teilerfremd sind.

Ausgangspunkt f

�

ur unsere Untersu
hungen ist dieser algebrais
h abges
hlossene

Fall und der Zugang von Geigle und Lenzing

�

uber die graduiert faktoriellen Algebren

S(p;�). Hier hat S. Mori [37℄ folgendes gezeigt: Jede positiv Z-graduiert faktori-

elle, aÆne k-Algebra der Krulldimension zwei ist als graduierte Algebra isomorph

zu einer Algebra S(p;�), wobei die Gewi
hte in der Folge p paarweise teilerfremd

sind. Die hierbei auftretenden Eigens
haften sind zur Verallgemeinerung auf beliebi-

ge Grundk

�

orper geeignet. Daher ist es wi
htig, den Satz von Mori so auf gruppen-

graduierte Algebren auszudehnen, da� er f

�

ur alle S(p;�) (d. h. mit beliebigen Ge-

wi
hten, die ni
ht notwendig paarweise teilerfremd sind) g

�

ultig ist. Wir werden in

Theorem 1 zeigen, da� jede dur
h eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe vom Rang

1 graduierte faktorielle k-Algebra, die aÆn ist und Krulldimension zwei hat, als gra-

duierte Algebra zu einem S(p;�) isomorph ist.

Um zu zeigen, da� eine sol
he graduiert faktorielle Algebra R die spezielle Form

S(p;�) hat, ordnen wir R eine ni
ht-singul

�

are Kurve X zu, das graduierte projektive

Spektrum. Die Kategorie der graduierten koh

�

arenten Garben enth

�

alt eine dur
h X

indizierte tubulare Familie von stabilen R

�

ohren. Theorem 1 wird dann,

�

ahnli
h wie

in [37℄, in zwei S
hritten bewiesen: Zun

�

a
hst untersu
hen wird die sogenannte homo-

gene Situation. Dies ist der Fall, wenn alle auftretenden R

�

ohren homogen sind. Wir

zeigen, da� in diesem Spezialfall R s
hon die Z-graduierte Polynomalgebra k[X; Y ℄

sein mu�. Der allgemeine Fall wird dann dur
h sogenannte Gewi
htsreduktion bewie-

sen.

In den n

�

a
hsten beiden Kapiteln geht es dann um die Verallgemeinerung von

Theorem 1 auf beliebige Grundk

�

orper, wobei wir 
har k 6= 2 voraussetzen. Wiederum

ist das eigentli
he Problem (bis auf Gewi
htsreduktion bzw. -einf

�

ugung) die Klassi-

�zierung im homogenen Fall. Wir zeigen, da� im homogenen Fall unter der zus

�

atz-

li
hen Annahme, da� das Ges
hle
ht der Kurve X glei
h null ist, neben k[X; Y ℄ nur
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ein weiterer Typ von graduierten Algebren hinzukommt. Es handelt si
h um die

dur
h Totalgrad graduierten Algebren k[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine anisotrope tern

�

are

quadratis
he Form

�

uber k ist (Theorem 5). Die Voraussetzung

�

uber das Ges
hle
ht

von X ist automatis
h erf

�

ullt, wenn k algebrais
h abges
hlossen ist, und ist ferner

in den Situationen, die von darstellungstheoretis
hem Interesse sind (Existenz von

Kippb

�

undeln auf X), ebenfalls erf

�

ullt.

Die graduierten Algebren der Form k[X; Y; Z℄=Q untersu
hen wir im zweiten Ka-

pitel. Wir bes
hreiben, da� die klassis
he Bijektion zwis
hen den Quaternionenalge-

bren

�

uber k und den tern

�

aren quadratis
hen Formen

�

uber k, die einer Quaternionen-

algebra deren Normform der reinen Quaternionen zuordnet, eine darstellungstheore-

tis
he Interpretation hat (Theorem 2):

Dazu zeigen wir, da� die kleine pr

�

aprojektive Algebra der zahm-erbli
hen Bi-

modulalgebra der Form

�

F

=

�

k 0

F F

�

;

mit einem Quaternionens
hiefk

�

orper F

�

uber k, als graduierte Algebra isomorph zu

k[X; Y; Z℄=Q ist, wobei Q die zu F geh

�

orige anisotrope quadratis
he Form ist.

Umgekehrt wird zu einer anisotropen quadratis
hen Form Q das projektive Spek-

trum X der graduiert faktoriellen Algebra k[X; Y; Z℄=Q gebildet; dann ist der En-

domorphismenring des Auslander-B

�

undels A ein Quaternionens
hiefk

�

orper mit zu-

geh

�

origer Normform Q. Das Auslander-B

�

undel ist der Mittelterm in der Auslander-

Reiten-Folge

0
O A

O(1)

0;

wel
he in der Strukturgarbe O beginnt.

Dabei ist eine kleine pr

�

aprojektive Algebra einer zahm-erbli
hen Algebra � wie

folgt de�niert ([5℄): Sei L ein pr

�

aprojektiver, unzerlegbarer �-Modul vom Rang 1

(=Defekt �1). Dann tr

�

agt

�(�; L) :=

M

n�0

Hom

�

(L; �

�n

L)

die Struktur einer Z-graduierten k-Algebra (hierbei ist �

�

= TrD die Auslander-Rei-

ten-Translation). Sie h

�

angt nur von dem Auslander-Reiten-Orbit von L ab, und hei�t

eine kleine pr

�

aprojektive Algebra von �. F

�

ur obiges �

F

gibt es nur einen Auslander-

Reiten-Orbit von pr

�

aprojektiven Moduln vom Rang 1.

Als Anwendung k

�

onnen wir zeigen, da� die k-Algebren von der Form

�

K 0

F F

�

(wobei K eine endli
he K

�

orpererweiterung von k und F ein Quaternionens
hiefk

�

or-

per

�

uber K ist) bis auf Dualisierung neben den Krone
ker-Algebren

�

uber K die

einzigen zahm-erbli
hen Bimodulalgebren

�

uber k sind, die eine kommutative kleine

pr

�

aprojektive Algebra besitzen, die also von der Form K[X; Y ℄

(2)

bzw. K[X; Y; Z℄=Q

sind (Theorem 4).

Diese Resultate zeigen aber au
h, da� man, anders als f

�

ur algebrais
h abges
hlos-

senen K

�

orper, mit kommutativen graduiert faktoriellen Algebren ni
ht mehr alle
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separierenden tubularen Familien bes
hreiben kann. Um mehr zu errei
hen, m

�

u�te

man das Konzept der Faktorialit

�

at ausdehnen auf ni
ht-kommutative Algebren.

Im vierten Kapitel untersu
hen wir f

�

ur ni
ht notwendig algebrais
h abges
hlosse-

nen K

�

orper k speziell die Darstellungstheorie der tubularen Algebren (vgl. [39, 34℄

f

�

ur den algebrais
h abges
hlossenen Fall). Hier liegt eine rationale S
har von sepa-

rierenden tubularen Familien vor. Im algebrais
h abges
hlossenen Fall ist bekannt,

da� alle diese tubularen Familien als Kategorien isomorph sind. Wir erhalten das

�

uberras
hende Resultat, da� (von einem Spezialfall abgesehen, wo die Sa
hlage no
h

ni
ht v

�

ollig gekl

�

art ist)

�

uber einer tubularen k-Algebra � maximal zwei Typen von

separierenden tubularen Familien vorkommen k

�

onnen, die jeweils eine rationale S
har

bilden, deren Indexmenge di
ht liegt in der Indexmenge der rationalen S
har aller

tubularen Familien

�

uber �. Wir illustrieren die Sa
hlage an zwei tubularen kano-

nis
hen Algebren �

1

und �

2

�

uber den reellen Zahlen, die beide realisiert werden

als Kippb

�

undel in derselben Kategorie der graduierten koh

�

arenten Garben 
oh(X),

gebildet zur graduiert faktoriellen Algebra

R = R[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

4

+ Z

4

);

hierbei ist R graduiert dur
h die von ~x = gradX, ~y = gradY und ~z = gradZ

erzeugte abels
he Gruppe mit Relationen ~x = 2~y = 2~z. Jede dieser beiden kanoni-

s
hen Algebren besitzt zwei Isomorphieklassen von separierenden tubularen Familien

stabiler R

�

ohren.

Die graduiert faktorielle R-Algebra R geht dur
h sogenanntes Einf

�

ugen von Ge-

wi
hten aus der Z-graduiert faktoriellen R-Algebra R[X; Y; Z℄=(X

2

+Y

2

+Z

2

) hervor,

wel
he die kleine pr

�

aprojektive Algebra zu der Bimodulalgebra

�

R 0

H H

�

ist, wobei H der Quaternionens
hiefk

�

orper

�

uber R ist.

Grundlegend f

�

ur unsere Untersu
hungen ist die in [32℄ dur
hgef

�

uhrte Konstruk-

tion von Mutationen auf der derivierten Kategorie einer verste
kt-kanonis
hen Al-

gebra � sowie die Bildung einer Kategorie von koh

�

arenten Garben 
oh(X)

�

uber

einer exzeptionellen Kurve X (vgl. [31℄), die einer separierenden tubularen Fami-

lie mod

0

(�) zugeordnet wird. Hierbei ist X die Parametermenge in der Zerlegung

mod

0

(�) =

`

x2X

U

x

.

Sind nun X

1

bzw. X

2

die exzeptionellen Kurven, die den \zentralen" separieren-

den tubularen Familien der tubularen kanonis
hen R-Algebren �

1

bzw. �

2

zugeordnet

werden, so zeigen unsere obigen Ergebnisse, da� 
oh(X

1

) und 
oh(X

2

) ni
ht

�

aquiva-

lent sind, aber deriviert

�

aquivalent, ein interessantes Ph

�

anomen, wel
hes zeigt, da�

eine Kurve i. a. ni
ht dur
h ihre derivierte Kategorie bestimmt ist (dies ist ein Ge-

genbeispiel zu einer in [7℄

�

uber algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper gestellten Frage).

Anhang A versorgt uns mit dem n

�

otigen K-theoretis
hen Unterbau. Aufbauend

auf [30℄ werden hier die Grothendie
k-Gruppen, insbesondere die der tubularen Al-

gebren, genauer unter die Lupe genommen. F

�

ur die oben bes
hriebenen E�ekte bei

tubularen Algebren zei
hnet im wesentli
hen die Klassi�kation der Grothendie
k-

Gruppen der tubularen Algebren, wie wir sie im Anhang A vornehmen, verantwort-

li
h. Neben dieser Klassi�kation werden au
h die Indexmengen der jeweiligen ratio-

nalen S
haren in jedem der einzelnen F

�

alle aufgelistet.



EINLEITUNG 5

Die u. E. besonders wi
htigen Ergebnisse dieser Arbeit haben wir \Theorem"

genannt und einfa
h dur
hnumeriert. Sie be�nden si
h auf den folgenden Seiten:

Theorem 1 S. 8 Theorem 5 S. 27

Theorem 2 S. 20 Theorem 6 S. 49

Theorem 3 S. 20 Theorem 7 S. 59

Theorem 4 S. 21 Theorem 8 S. 68

Wenn ni
ht anderes gesagt wird, so bedeutet \Modul" in dieser Arbeit stets

\Re
htsmodul".

An dieser Stelle m

�

o
hte i
h mi
h ganz herzli
h bedanken bei Herrn Prof. Dr.

Helmut Lenzing f

�

ur zahlrei
he Anregungen und stetige Unterst

�

utzung. Desweiteren

gilt mein Dank dem Land Nordrhein-Westfalen, das meine Arbeit zwei Jahre lang

mit einem Graduiertenstipendium gef

�

ordert hat.





KAPITEL 1

Graduiert faktorielle Algebren, algebrais
h abges
hlossener

Fall

1.1. Das Resultat

In diesem ersten Kapitel nehmen wir stets an, da� der Grundk

�

orper k algebrais
h

abges
hlossen ist (dies wird allerdings nur in diesem und in den Abs
hnitten 1.6,

1.8 eine Rolle spielen). Wir werden zeigen, da� der Begri� der graduierten Faktoria-

lit

�

at bestens geeignet ist, die Geometrie der Indexmengen der separierenden tubula-

ren Familien der verste
kt-kanonis
hen Algebren zu bes
hreiben. Ausgangspunkt der

Untersu
hungen sind dabei zwei wesentli
he Bestandteile:

� Geigle und Lenzing zeigen, da� die Indexmenge der \zentralen" separieren-

den tubularen Familie einer kanonis
hen Algebra eine gewi
htete projektive

Gerade X(p;�) ist [18℄. Hierbei ist p = (p

1

; : : : ; p

t

) eine Folge von nat

�

urli-


hen Zahlen p

i

� 1 (

�

ubli
herweise p

i

� 2), wel
he Gewi
hte genannt werden

und gerade die R

�

ange der Ausnahmer

�

ohren sind, und � = (�

1

; : : : ; �

t

) ist

eine sogenannte Parameterfolge, wobei die �

i

2 P

1

(k) paarweise vers
hiede-

ne Elemente sind; o. E. nehmen wir �

1

=1 und �

2

= 0 an. Die gewi
htete

projektive Gerade X(p;�) ist das graduierte projektive Spektrum der gra-

duierten aÆnen k-Algebra

S(p;�) = k[X

1

; : : : ; X

t

℄=(f

3

; : : : ; f

t

);

wobei

f

i

= X

p

i

i

�X

p

2

2

+ �

i

X

p

1

1

(i = 3; : : : ; t)

gilt. Die Algebren sind dur
h eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe L(p)

vom Rang 1 graduiert, die de�niert ist dur
h Erzeugende ~x

1

; : : : ; ~x

t

und

Relationen

p

1

~x

1

= � � � = p

t

~x

t

;

die Graduierung kommt dann zustande, indem man gradX

i

= ~x

i

setzt. Die

Gruppen L(p) sind i. a. ni
ht torsionsfrei; sie sind es genau dann, wenn die

Gewi
hte p

i

paarweise teilerfremd sind. Die Algebren S(p;�) sind gradu-

iert faktoriell, und die homogenen Primelemente k

�

onnen explizit angegeben

werden [18℄.

� Als weiteren Ausgangspunkt haben wir den folgende Satz von S. Mori aus

dem Jahre 1977 [37℄, den wir hier in der Spre
hweise von [18℄ zitieren:

Satz 1.1.1. Sei R eine positiv Z-graduierte aÆne k-Algebra mit R

0

= k,

die graduiert faktoriell ist, Krulldimension zwei hat, und so, da� die Gruppe

Z erzeugt wird von der Menge aller n 2 Z mit R

n

6= 0. Dann ist R als

7



8 1. GRADUIERT FAKTORIELLE ALGEBREN, ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSENER FALL

Z-graduierte Algebra isomorph zu S(p;�), wobei p = (p

1

; : : : ; p

t

) eine Folge

paarweise teilerfremder Gewi
hte ist und � eine Parameterfolge. �

Aus diesen beiden Daten ergibt si
h die Frage, ob und wie Moris Satz auf beliebige

Gewi
htsfolgen ausgedehnt werden kann. Denn aus darstellungstheoretis
her Si
ht

stellt Moris Satz eine erhebli
he Eins
hr

�

ankung dar. In den folgenden Abs
hnitten

zeigen wir, da� Moris Satz in der Tat auf beliebige Gewi
htsfolgen ausgedehnt werden

kann. Dabei betra
hten wir die folgende Klasse von graduiert faktoriellen Algebren:

Es sei H eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe vom Rang 1, und R sei eine

kommutative H-graduierte k-Algebra R =

L

R

h

, die folgende Eigens
haften hat:

(F1): R ist graduiert faktoriell.

(F2): R hat graduierte Krulldimension zwei.

(F3): R ist eine aÆne k-Algebra mit R

0

= k und so, da� jede homogene

Einheit in R den Grad 0 hat; (ohne Eins
hr

�

ankung) werde H vom Tr

�

ager

von R erzeugt.

Graduiert faktoriell hei�t, da� R graduiert integer (d. h. das Produkt zweier homoge-

ner Elemente 6= 0 ist 6= 0) und jedes homogene Element 6= 0 Produkt von homogenen

Primelementen ist. Unter einer aÆnen k-Algebra verstehen wir eine endli
h erzeugte

k-Algebra.

Wir formulieren das Hauptergebnis dieses Kapitels.

Theorem 1 ([24℄). Sei k algebrais
h abges
hlossen und H eine endli
h erzeug-

te abels
he Gruppe vom Rang 1. Sei R eine kommutative H-graduierte k-Algebra,

die (F1){(F3) erf

�

ullt. Dann gibt es eine Gewi
htssequenz p = (p

1

; : : : ; p

t

) und ei-

ne Parameterfolge � = (�

3

; : : : ; �

t

) von paarweise vers
hiedenen K

�

orperelementen

�

i

6= 0, so da� H und L(p) als Gruppen, und R und S(p;�) als graduierte Algebren

isomorph sind.

Der Beweis wird in den kommenden Abs
hnitten in folgender Weise gef

�

uhrt:

Zun

�

a
hst de�nieren wir die Klasse von graduiert faktoriellen Algebren, die wir un-

tersu
hen. Einer sol
hen Algebra R ordnen wir eine ni
ht-singul

�

are Kurve zu und

untersu
hen deren Eigens
haften. Wir stellen fest, da� die Kategorie der koh

�

arenten

Garben endli
her L

�

ange

�

uber dieser Kurve eine tubulare Familie ist. Dann untersu-


hen wir die sogenannte homogene Situation, in der alle R

�

ohren homogen, d. h. vom

Rang 1, sind. Wir zeigen, da� R dann als graduierte Algebra isomorph sein mu� zur

Polynomalgebra k[X; Y ℄. Zum S
hlu� zeigen wir dann, wie si
h der allgemeine Fall

auf die homogene Situation reduzieren l

�

a�t.

Es sei darauf hingewiesen, da� wir in dieser Arbeit den Begri� \homogen" in zwei

vers
hiedenen Bedeutungen benutzen: Man
hmal ist er auf die graduierte Algebra

bezogen (homogene Elemente), an anderen Stellen wird damit eine R

�

ohre bezei
hnet,

die genau ein einfa
hes Objekt enth

�

alt. Aus dem Kontext geht aber immer hervor,

wel
he Bedeutung gerade zutri�t.

1.2. Die zugeordnete Kurve

Im folgenden seiH stets eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe vom Rang 1 und R

eineH-graduierte k-Algebra, die kommutativ ist. Um die Bedeutung der Faktorialit

�

at
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herausheben zu k

�

onnen, nehmen wir an, da� R obige Bedingungen (F2) und (F3),

aber statt (F1) nur

(N): R ist graduiert normaler Integrit

�

atsring.

erf

�

ullt. Graduiert normal bedeutet, da� jedes homogene Element x im graduierten

Quotientenk

�

orper von R, wel
hes f(x) = 0 erf

�

ullt, wobei f 2 R[T ℄ normiert ist

(und o. E. nur homogene KoeÆzienten hat), s
hon selbst in R liegt. Die Algebra

k[X; Y; Z℄=(Z

2

� XY ) ist ein Beispiel daf

�

ur, wel
hes ni
ht graduiert faktoriell ist.

Wir werden sp

�

ater no
h n

�

aher auf dieses Beispiel eingehen. Es sei hier angemerkt,

da� alle Aussagen in diesem Abs
hnitt

�

uber beliebigem K

�

orper ri
htig sind.

Ist R = k[z

1

; : : : ; z

n

℄ (z

1

; : : : ; z

n

homogen, o. E. vom Grad 6= 0), so erzeugen die

Grade ~z

1

; : : : ; ~z

n

die abels
he Gruppe H. Ist R sogar graduiert faktoriell, so kann

man z

1

; : : : ; z

n

homogen prim w

�

ahlen.

Lemma 1.2.1. ~z

1

; : : : ; ~z

n

spannen den positiven Kegel H

+

einer (partiellen) Ord-

nung � auf der Gruppe H auf (vertr

�

agli
h mit der Gruppenstruktur), und es gilt

g � h, genau wenn R

h�g

6= 0.

Beweis. Wir zeigen zun

�

a
hst die zweite Aussage: Es gelte g � h, also gibt es

�

1

; : : : ; �

n

� 0 mit h � g =

P

n

i=1

�

i

~z

i

, und es gilt 0 6= z

�

1

1

� : : : � z

�

n

n

2 R

h�g

. Ist

umgekehrt 0 6= r 2 R

h�g

, so ist r Summe von Monomen in z

1

; : : : ; z

n

desselben

Grades, und es folgt h� g � 0.

F

�

ur die erste Aussage zeigen wir nur Antisymmetrie: Sei h 2 H mit h � 0 und

�h � 0. Dann gibt es r 2 R

h

, s 2 R

�h

mit r, s 6= 0. Es ist rs 2 R

0

eine Einheit, also

au
h r selbst, und weil alle homogenen Einheiten den Grad 0 haben, folgt h = 0. �

Lemma 1.2.2. Alle Komponenten R

h

(h 2 H) sind endli
hdimensional.

Beweis. Sei H

T

die Torsionsuntergruppe von H und � : H �! H=H

T

' Z die

kanonis
he Surjektion. Via � ist R eine Z-graduierte k-Algebra, und die Erzeuger

z

1

; : : : ; z

n

sind homogen, und die nullte Komponente stimmt mit R

0

�

uberein (denn

ist 0 6= r 2 R

h

mit h 2 H

T

, etwa t � h = 0, so ist r

t

eine Einheit, also au
h r, und es

folgt h = 0). Au�erdem gilt o�enbar �(H

+

) � Z

+

(o. E., andernfalls � Z

�

). Also ist

R eine positiv Z-graduierte endli
h erzeugte k-Algebra. Sei m > 0. Dann wird R

m

erzeugt dur
h Monome z

�

1

1

� : : : � z

�

n

n

, mit �

i

� 0 und

P

n

i=1

�

i

�(~z

i

) = m, und hiervon

gibt es nur endli
h viele. Also ist R

m

endli
hdimensional, und somit sind es au
h alle

R

h

mit �(h) = m. �

Sei X = Proj

H

(R) das H-graduierte Spektrum von R, also die Menge aller ho-

mogenen Primideale in R, die vers
hieden sind vom einzigen maximalen homogenen

Ideal, wel
hes dur
h z

1

; : : : ; z

n

erzeugt wird (vgl. [19, x7℄). Wegen (N) und (F2) gilt

Lemma 1.2.3. X ist eine ni
ht-singul

�

are Kurve (im graduierten Sinne, d. h. f

�

ur

alle homogenen Primideale p � R der H

�

ohe 1 ist R

p

graduiert regul

�

ar lokal). �

Sei 
oh

H

(X) (bzw. ve
t

H

(X)) die Kategorie der H-graduierten koh

�

arenten Garben

(bzw. Vektorb

�

undel)

�

uber X (vgl. [18℄ und [19, x7℄). Mit O = O

X

bezei
hnen wir die

Strukturgarbe von X. Bezei
hnet man f

�

ur ein homogenes Element f 2 Rnf0g mit X

f

die o�ene Menge aller x 2 X, so da� f 62 x gilt, so ist also O(X

f

) = R[f

�1

℄ eine H-

graduierte k-Algebra, und f

�

ur jede koh

�

arente Garbe F ist F(X

f

) ein H-graduierter
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O(X

f

)-Modul. Dementspre
hend bezei
hne Hom

X

(F ;G) f

�

ur F , G 2 
oh

H

(X) den

k-Vektorraum aller homogenen Morphismen vom Grad 0. Aus (N) folgt

Lemma 1.2.4. F

�

ur alle h

1

, h

2

2 H gilt Hom

X

(O(h

1

);O(h

2

)) ' R

h

2

�h

1

. �

Sei F 2 
oh

H

(X). Der Rang von F wird de�niert als rk(F) = dim

K

0

(F

�

)

0

, wobei

� den generis
hen Punkt in X bezei
hnet, der dem Nullideal zugeordnet ist, und K

0

die nullte Komponente des graduierten Quotientenk

�

orpers ist. Ein Vektorb

�

undel vom

Rang 1 hei�t Linienb

�

undel .

Bezei
hne mit Pi


H

(X) die Pi
ard-Gruppe von X, d. h. die Menge aller Iso-

morphieklassen von Linienb

�

undeln. Die Gruppenstruktur wird dur
h das Tensor-

produkt geliefert. Als neutrales Element fungiert die Strukturgarbe O. Vers
hiebung

h 7! O(h) induziert einen Gruppenhomomorphismus H �! Pi


H

(X), der immer

injektiv ist, da na
h Voraussetzung jede homogene Einheit in R vom Grad null ist.

Proposition 1.2.5. Die Algebra R ist genau dann graduiert faktoriell, wenn der

dur
h h 7! O(h) induzierte Homomorphismus H �! Pi


H

(X) bijektiv ist.

Der Beweis wird im Anhang erbra
ht. Dort wird der Cokern vom Homomorphis-

mus H �! Pi


H

(X) untersu
ht.

Faktorialit

�

at bedeutet also vollst

�

andige Kontrolle

�

uber die Linienb

�

undel. Dies ist

insbesondere au
h wegen der folgenden Aussage wi
htig. Wir sagen, da� ein Vek-

torb

�

undel F 2 ve
t

H

(X) eine Linienb

�

undel�ltrierung hat, falls

0 = F

0

� F

1

� � � � � F

t

= F

existiert, wobei F

i

Vektorb

�

undel sind, so da� die F

i

=F

i�1

Linienb

�

undel sind.

Lemma 1.2.6. Jedes Vektorb

�

undel

�

uber X hat eine Linienb

�

undel�ltrierung.

Beweis. Verl

�

auft v

�

ollig analog zu [18, Prop. 2.6℄. �

Wir kommen nun zu 
ohomologis
hen Eigens
haften der Kurve X. Es gilt

Ext

i

X

(�;�) = 0 f

�

ur i > 1, und Ext

1

X

(�;�) l

�

a�t si
h auf Hom

X

(�;�) zur

�

u
kf

�

uhren:

Proposition 1.2.7 (Serre-Dualit

�

at). Es gibt ein (eindeutiges) Linienb

�

undel

!

X

2 Pi


H

X, so da� f

�

ur alle F , G 2 
oh

H

(X) der funktorielle Isomorphismus

DExt

1

X

(F ;G) ' Hom

X

(G;F 
 !

X

)

gilt.

Hierbei ist D die Dualit

�

at Hom

k

(�; k)

Beweis. Dies ist in [15, Cor. 2.5.12℄ bewiesen. �

Im Fall der graduierten Faktorialit

�

at wird obige Formel besonders handli
h. In

dem Fall gibt es ein eindeutiges ! 2 H, dualisierendes Element genannt, so da�

!

X

= O(!) gilt. Es gibt also einen in F , G 2 
oh

H

(X) funktoriellen Isomorphismus

DExt

1

X

(F ;G) ' Hom

X

(G;F(!)):

Wir geben ein weiteres, ni
ht notwendig graduiert faktorielles Beispiel an, in dem

man !

X

bere
hnen kann. In sp

�

ateren Abs
hnitten spielen die Z-graduierten Algebren

der Form k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z) eine wi
htige Rolle, graduiert dur
h Totalgrad, wobei

Q(X; Y; Z) eine ni
ht-ausgeartete tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k ist. In diesem

Fall ist �1 das dualisierende Element (folgt z. B. aus [15, Cor. 2.5.11℄).
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Korollar 1.2.8. Die Kategorie 
oh

H

(X) enth

�

alt weder Projektive no
h Injektive

6= 0 und besitzt Auslander-Reiten-Folgen. Hat X ein dualisierendes Element ! 2 H,

so gibt es zu jedem F 2 
oh

H

(X) eine Auslander-Reiten-Folge der Form

0
F

G

F(�!)

0:

Als weitere Folgerung der Serre-Dualit

�

at ergibt si
h zusammen mit Lemma 1.2.2

Korollar 1.2.9. Die Kategorie 
oh

H

(X) ist lokal-endli
h, d. h. f

�

ur alle F , G 2


oh

H

(X) sind Hom

X

(F ;G) und Ext

1

X

(F ;G) endli
hdimensionale k-Vektorr

�

aume. �

Es sei hier no
h auf einen Zusammenhang zu graduierten Cohen-Ma
aulay Mo-

duln hingewiesen:

Proposition 1.2.10 ([19, Prop. 8.3℄). Die Zuordnung

F 7!

M

h2H

Hom

X

(O;F(h))

induziert eine

�

Aquivalenz von Kategorien

ve
t

H

(X) �! CM

H

(R);

wobei CM

H

(R) die Kategorie der H-graduierten maximalen Cohen-Ma
aulay Moduln

�

uber R bezei
hnet. �

1.3. Linienb

�

undel und einfa
he Garben

Eine weitere Charakterisierung der graduierten Faktorialit

�

at ist, da� jeder (abge-

s
hlossene) Punkt in X ein Hauptideal ist, erzeugt dur
h ein homogenes Primelement

in R (vgl. Anhang B). Daher korrespondieren (abges
hlossene) Punkte in X mit ho-

mogenen Primelementen in R (bis auf Assoziiertheit). Ein analoges We
hselspiel hat

man zwis
hen (abges
hlossenen) Punkten in X und einfa
hen Garben in 
oh

H

(X)

(das sind Garben 6= 0, die keine ni
ht-trivialen Untergarben besitzen), wie in den

folgenden Abs
hnitten gezeigt wird. Hierf

�

ur ist die folgende De�nition n

�

utzli
h.

Definition 1.3.1. Sei f 2 Hom

X

(L

1

;L

2

), wobei L

1

und L

2

Linienb

�

undel sind.

f hei�t 1-irreduzibel , falls f kein Isomorphismus ist, und aus einem kommutativen

Diagramm

L

1

f

g

L

2

;

L

h

wobei L ein Linienb

�

undel ist, folgt, da� g oder h ein Isomorphismus ist.

Lemma 1.3.2. Seien L

1

, L

2

Linienb

�

undel und f 2 Hom

X

(L

1

;L

2

)nf0g. Betra
hte

die exakte Sequenz

0

L

1

f

L

2

F
0:

Dann ist F einfa
h, genau wenn f 1-irreduzibel ist. Jede einfa
he Garbe ist von dieser

Form, d. h. Cokern einer 1-irreduziblen Abbildung (wobei L

2

' O(h) f

�

ur ein h 2 H

angenommen werden kann).
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Beweis. (1) Sei F einfa
h und f = hg. Dann erh

�

alt man das kommutative

Diagramm

0

L

1

f

g

L

2

F
0

0
L

h

L

2

F

0

0;

und dann ist entweder F

0

= 0 und somit h ein Isomorphismus, oder F

0

' F und

somit g ein Isomorphismus. Also ist f 1-irreduzibel.

(2) Sei umgekehrt f 1-irreduzibel und F �! F

0

ein Epimorphismus. Dann erh

�

alt

man ein kommutatives exaktes Diagramm wie in (1), und dann ist g oder h Isomor-

phismus, also F

0

= 0 oder F

0

' F , und somit ist F einfa
h.

(3) Die letztgenannte Aussage folgt, da jede koh

�

arente Garbe eine Au


�

osung

dur
h direkte Summen von Vers
hiebungen der Strukturgarbe besitzt. �

Es gilt

� prim =) �� 1-irreduzibel =) � irreduzibel:

Ist R graduiert faktoriell, so fallen die Begri�e zusammen.

1.4. Primelemente und einfa
he Garben

F

�

ur den Rest des Kapitels sei R graduiert faktoriell, d. h. erf

�

ulle die Bedingun-

gen (F1){(F3).

Wir setzen immer voraus, da�R = k[�

1

; : : : ; �

n

℄ ist, wobei die �

i

als homogen prim

und paarweise ni
ht-assoziiert angenommen werden k

�

onnen; seien x

i

2 X die ent-

spre
henden Punkte und ~x

i

deren Grade. Die Gruppe H wird dann von h~x

1

; : : : ; ~x

n

i

erzeugt.

S
hreiben wir x 2 X, so meinen wir stets, da� x ein abges
hlossener Punkt ist,

d. h. einem homogenen Primideal der H

�

ohe 1 entspri
ht. Zu x 2 X gibt es ein bis

auf Assoziiertheit eindeutiges homogenes Primelement �

x

mit x = �

x

R. Es gilt also

�

i

= �

x

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n. F

�

ur jedes homogene r 2 R, r 6= 0, bezei
hnen wir mit ~r den

Grad von r. Ist x 2 X, so s
hreiben wir ~x = ~�

x

.

Graduierte Faktorialit

�

at erm

�

ogli
ht eine Bes
hreibung der einfa
hen Garben in


oh

H

(X), wie die folgende Aussage darlegt.

Proposition 1.4.1. Sei � 2 R n f0g homogen. Betra
hte die exakte Sequenz

0
O

��

O(~�)

F
0:

(1) F ist einfa
h, genau wenn � prim ist; in diesem Fall ist F einfa
h konzentriert

in R� 2 X.

(2) Jede einfa
he Garbe ist bis auf Vers
hiebung von obiger Form.

(3) Seien x, y 2 X, x 6= y, und sei S einfa
h und konzentriert im Punkt x. Dann

induziert Multiplikation mit �

y

einen Isomorphismus S ' S(~y).

Beweis. (2) und der erste Teil von (1) folgen aus Lemma 1.3.2. Sei x der Punkt

R�, sei y 2 X. Da R

x

graduiert lokal ist (mit maximalem homogenen Ideal �R

x

),

induziert Multiplikation mit �

y

einen Isomorphismus R

x

�! R

x

(~y) genau, wenn

y 6= x, also ist S

x

= 0 genau f

�

ur y 6= x. �
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Korollar 1.4.2. Sei r 2 R homogen und zerfalle in ein Produkt von (ni
ht

notwendig vers
hiedenen) homogenen Primelementen q

1

; : : : ; q

s

. Seien

0
O

�q

i

O(~q

i

)

S

i

0

exakt (i = 1; : : : ; s). Betra
hte

0
O

�r

O(~r)

F
0:

Dann gilt: `(F) = s, und die Kompositionsfaktoren von F sind

S

1

; S

2

(~q

1

); S

3

(~q

1

+ ~q

2

); : : : ;S

s

�

s�1

X

i=1

~q

i

�

:

Beweis. Der Fall \r = 1" folgt aus Proposition 1.4.1. Sei r > 1. Man hat das

exakte kommutative Diagramm

0
O

�r

�q

1

O(~r)

F
0

0

O(~q

1

)

�r

0

O(~r)

F

0

0

S

1

mit r

0

= q

2

� � � q

s

. Mit dem Kern-Cokern-Lemma erh

�

alt man eine kurze exakte Se-

quenz

0

S

1

F

F

0

0:

Na
h Induktionsvoraussetzung hat F

0

(�~q

1

) die Kompositionsfaktoren S

2

,

S

3

(~q

2

); : : : ;S

s

�

P

s�1

i=2

~q

i

�

, und es folgt die Behauptung. �

1.5. Die zugeh

�

orige tubulare Familie

Proposition 1.5.1. Sei x 2 X. Dann ist die Anzahl der Isomorphieklassen ein-

fa
her Garben, die in x konzentriert sind, endli
h; ist x 62 fx

1

; : : : ; x

n

g, so ist diese

Anzahl genau 1.

Wir bezei
hnen diese Anzahl mit p(x) und nennen p : X �! N die Gewi
htsfunk-

tion von X.

Beweis. Seien x, y 2 X, x 6= y (gibt es immer, da die Krulldimension = 2 ist),

und sei S einfa
h und konzentriert im Punkt x. Es ist ~y > 0, und da H Rang 1 hat,

ist H=Z~y endli
h. Sei H

x

= fh 2 H j S ' S(h)g die Standuntergruppe von x (die

unabh

�

angig ist von der Wahl von S). Dann ist o�enbar

p(x) = [H : H

x

℄:

Aus Proposition 1.4.1 (3) folgt, da� [H : H

x

℄ endli
h ist. Ist x 62 fx

1

; : : : ; x

n

g, so folgt

H = H

x

und somit p(x) = 1, da ~x

1

; : : : ; ~x

n

die Gruppe H erzeugen. �

Proposition 1.5.2. Sei x 2 X und S einfa
h konzentriert in x. Dann gilt

S(!) ' S(�~x):
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Beweis. Na
h evtl. Vers
hieben von S erh

�

alt man die exakte Sequenz

0
O

O(~x)

S
0:

Dann ist Hom(O(~x);S) 6= 0 und Ext

1

(S;O) 6= 0, und aus der Serre-Dualit

�

at folgt

Hom(O;S(!)) 6= 0. Also erh

�

alt man Epimorphismen O �! S(�~x) und O �! S(!),

und da S(�~x) und S(!) beide in x konzentriert sind, folgt die Behauptung nun mit

Proposition 1.4.1. �

Korollar 1.5.3. Sei x 2 X und S einfa
h konzentriert in x. Dann

p(x) > 1 () Ext

1

X

(S;S) = 0:

Eine Garbe F 2 
oh

H

(X) hei�t exzeptionell , wenn Ext

1

(F ;F) = 0 und End(F)

ein S
hiefk

�

orper ist. Sei x 2 X und S einfa
h konzentriert in x. S ist also genau

dann exzeptionell, wenn p(x) > 1 gilt. In diesem Fall hei�t au
h x exzeptionell oder

Ausnahmepunkt . Andernfalls hei�t x bzw. S homogen oder gew

�

ohnli
h.

Sei h�;�i : K

0

(X) �K

0

(X) �! Z die dur
h

h[F ℄; [G℄i = dim

k

Hom(F ;G)� dim

k

Ext

1

(F ;G)

de�nierte Eulerform auf der Grothendie
k-Gruppe von 
oh

H

(X). Eine einfa
he Garbe

S ist also genau dann homogen, wenn h[S℄; [S℄i = 0 gilt.

Bezei
hne mit 
oh

H

0

(X) die volle Unterkategorie von 
oh

H

(X) der Garben endli-


her L

�

ange.

Korollar 1.5.4. Sei x 2 X. Die einfa
hen Garben, die in x konzentriert sind,

bilden einen Auslander-Reiten-Orbit. Die Kategorie C

x

aller Garben endli
her L

�

ange

mit Tr

�

ager fxg ist eine zusammenh

�

angende, einreihige Kategorie. Es gilt


oh

H

0

(X) =

a

x2X

C

x

:

Beweis. Die erste Aussage folgt aus 1.5.2. Der Rest ergibt si
h wie in [32, S 8℄

aus [17, 8.3 ℄ (vgl. au
h [40, 5. Lemma 3℄). �

1.6. Der homogene Fall

Wir betra
hten nun die spezielle Situation, in der alle Gewi
hte p(x) = 1 sind (f

�

ur

alle x 2 X). Dies bedeutet, da� alle R

�

ohren in 
oh

H

0

(X) vom Rang 1, d. h. homogen,

sind. Wir nennen X bzw. R homogen. Wir werden zeigen, da� dann s
hon H ' Z

gilt und R als graduierte Algebra isomorph ist zu der dur
h Totalgrad graduierten

Polynomalgebra k[X; Y ℄.

Wir de�nieren den Grad einer Garbe F 2 
oh

H

(X) dur
h

deg(F) := h[O℄; [F ℄i � rk(F) � h[O℄; [O℄i:

Rang und Grad liefern Linearformen

rk : K

0

(X) �! Z; deg : K

0

(X) �! Z

auf der Grothendie
k-Gruppe.

Lemma 1.6.1. F

�

ur jede einfa
he Garbe S gilt deg S = 1.
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Beweis. Sei S konzentriert in R�, sei f 2 R homogen prim mit f 62 R�. Sei

U := X

f

, eine o�ene Menge in X. Dann gilt (als k-Vektorr

�

aume)

Hom

X

(O;S) ' Hom

O

jU

(O

jU

;S

jU

) ' Hom

R[f

�1

℄

(R[f

�1

℄; S) ' S

0

;

wobei S ein graduierter Restklassenring von R[f

�1

℄ modulo einem homogenen maxi-

malen Ideal ist. Ebenso gilt

End

X

(S) ' End

R[f

�1

℄

(S) ' End

S

(S) ' S

0

:

Da End

X

(S) ein endli
hdimensionaler S
hiefk

�

orper und k algebrais
h abges
hlossen

ist, folgt wegen deg S = dim

k

Hom

X

(O;S) die Behauptung. �

Wir bezei
hnen die einfa
he Garbe, die im Punkt x

i

konzentriert ist, mit S

i

. Wir

de�nieren eine Abbildung Æ : H �! Z dur
h Æ(h) = deg(O(h)) f

�

ur jedes h 2 H.

Lemma 1.6.2. Die Abbildung Æ : H �! Z ist ein Homomorphismus von Gruppen,

und es gilt

Æ

�

n

X

i=1

�

i

~x

i

�

=

n

X

i=1

�

i

f

�

ur alle �

1

; : : : ; �

n

2 Z.

Beweis. Es gen

�

ugt, die zweite Aussage zu beweisen. Diese ergibt si
h aus Be-

tra
htung der exakten Folgen

0
O

��

i

O(~x

i

)

S

i

0

f

�

ur i = 1; : : : ; n per Induktion zusammen mit Lemma 1.6.1. �

Ist � 2 R homogen prim, so zeigt die exakte Folge

0
O

��

O(~�)

S

0;

wobei S eine einfa
he Garbe ist, da� Æ(~�) = 1 gilt, und es folgt ~� = ~x

i

f

�

ur ein

i 2 f1; : : : ; ng.

Lemma 1.6.3. Es gibt i, j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j und ~x

i

= ~x

j

.

Beweis. Da ~x

1

�~x

2

2 Kern Æ, gibt es m

1

, m

2

> 0 mitm

1

~x

1

= m

2

~x

2

(es gilt sogar

m

1

= m

2

). Da k (wegen k = k) unendli
h ist, sind

�

m

1

1

+ ��

m

2

2

(� 2 k)

unendli
h viele paarweise ni
ht-assoziierte homogene Elemente desselben Grades. We-

gen der Faktorialit

�

at gibt es daher unendli
h viele paarweise ni
ht-assoziierte homo-

gene Primelemente.

Sei � ein homogenes Primelement, wel
hes zu keinem �

i

assoziiert ist. � ist von

der Form

� =

n

X

i=1

�

i

�

i

(�

i

2 k);

also gibt es i, j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j und �

i

, �

j

6= 0, und dann ist ~x

i

= ~x

j

. �

Wir nehmen nun ohne Eins
hr

�

ankung an, da� ~x

1

= ~x

2

gilt. Wir betra
hten die

graduierte Teilalgebra S = k[�

1

; �

2

℄, wel
he isomorph zur Polynomalgebra k[X; Y ℄

ist, dur
h Totalgrad Z-graduiert.
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Lemma 1.6.4. R ist endli
h erzeugter S-Modul.

Beweis. R=(�

1

; �

2

) ist von graduierter Krulldimension null, ist also graduiert

artins
h, und daher ist das maximale homogene Ideal nilpotent. Also gibt es eine

ganze Zahl r > 0 mit (�

1

; : : : ; �

n

)

r

� (�

1

; �

2

). Es folgt, da� R als S-Modul erzeugt

wird von \Monomen" �

�

1

1

� : : : � �

�

n

n

, wobei �

1

+ � � �+ �

n

< r. �

Satz 1.6.5. Es gelte p(x

i

) = 1 f

�

ur i = 1; : : : ; n. Dann ist R als graduierte Algebra

isomorph zur Polynomalgebra k[X; Y ℄, wel
he dur
h Totalgrad graduiert ist.

Beweis. Da R ein endli
h erzeugter S-Modul ist, gilt f

�

ur jedes homogene Prim-

ideal p � R der H

�

ohe 1, da� das homogene Primideal p\S ebenfalls die H

�

ohe 1 hat.

Insbesondere giltR�

i

\S = S�

0

i

f

�

ur ein homogenes Primelement �

0

i

2 S (i = 3; : : : ; n).

Da k algebrais
h abges
hlossen ist, folgt �

0

i

� �

i

�

1

+ �

i

�

2

mit �

i

, �

i

2 k, und daher

�

i

� �

i

�

1

+ �

i

�

2

(i = 3; : : : ; n). Es ergibt si
h R = k[�

1

; �

2

℄. �

Eine Beweisvariante wird in Abs
hnitt 3.4 vorgestellt.

1.7. Reduktion von Gewi
hten

Die H-graduierte k-Algebra R erf

�

ulle weiterhin (F1){(F3). Wir behandeln nun

den allgemeinen Gewi
htsfall dur
h Zur

�

u
kf

�

uhrung auf den homogenen Fall.

Wir erinnern an die De�nition der Standuntergruppe H

x

(x 2 X): Es ist H

x

=

fh 2 H j S(h) ' Sg, wobei S eine einfa
he Garbe ist, die in x konzentriert ist.

Ist R =

L

h2H

R

h

eine H-graduierte Algebra und U � H eine Untergruppe, so

bezei
hnen wir die Eins
hr

�

ankung

L

u2U

R

u

mitR

jU

; diese kann man als U -graduierte

und als H-graduierte Algebra au�assen.

Proposition 1.7.1 (Reduktionslemma). Nehme p

1

> 1 an. Sei H

0

die dur
h

~x

2

; : : : ; ~x

n

erzeugte Untergruppe von H, sei R

0

die in R�

1

reduzierte Algebra, R

0

=

k[�

p

1

1

; �

2

; : : : ; �

n

℄. Dann gilt:

(1) p

1

= minfl > 0 j l~x

1

2 H

0

g = [H : H

0

℄.

(2) H

0

= H

x

1

.

(3) R

0

= R

jH

0

.

(4) R

~x

1

= k�

1

.

(5) Die H

0

-graduierte Algebra R

0

erf

�

ullt (F1){(F3).

Sei X

0

:= Proj

H

0

(R

0

), sei x

0

1

= R

0

�

p

1

1

. Dann gilt

(6) X

0

= X n fx

1

g [ fx

0

1

g.

Sei p

0

: X

0

�! N die Gewi
htsfunktion von X

0

, und seien x

0

i

2 X

0

die zu �

i

assoziierten Punkte (i = 2; : : : ; n). Dann gilt

(7) p

0

(x

0

1

) = 1 und p

0

(x

0

i

) = p

i

f

�

ur i = 2; : : : ; n.

Beweis. (1), (2) Sei S eine einfa
he Garbe, die in x

1

konzentriert ist. Aus dem

Beweis von Proposition 1.5.1 folgt p

1

= [H : H

x

1

℄. Daher gilt H

x

1

\Z~x

1

= Zp

1

~x

1

. Aus

Proposition 1.4.1 (3) folgtH

0

� H

x

1

. Andererseits gilt p

1

~x

1

2 H

0

: Denn aus S(p

1

~x

1

) '

S folgt au
h f

�

ur die Lokalisierung R

x

1

die Isomorphie R

x

1

(p

1

~x

1

) ' R

x

1

, d. h. in der

Komponente vom Grad p

1

~x

1

der graduierten Algebra R

x

1

gibt es eine Einheit. Diese

ist ein Bru
h, in der Z

�

ahler und Nenner ein Produkt von Primelementen ist, die ni
ht

assoziiert sind zu �

1

. Es folgt p

1

~x

1

2 H

0

. Damit ergibt si
h H

0

= H

x

1

.
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(3) Wegen p

1

~x

1

2 H

0

gilt R

0

� R

jH

0

. Sei umgekehrt r in R homogen mit ~r 2 H

0

.

Es ist r = �

s

1

b

1

: : : b

t

, wobei s, t � 0 und b

i

homogen prim und ni
ht assoziiert zu �

1

sind. Mit (1) folgt s � ~x

1

2 H

0

, also s 2 Zp

1

und somit r 2 R

0

.

(4) Sei r 2 R

~x

1

, r 6= 0. Es gibt eine Zerlegung r = �

s

1

b

1

: : : b

t

wie im Beweis

von (3). Wegen ~x

1

62 H

0

kann s = 0 ni
ht gelten. Aus (1 � s)~x

1

=

P

t

i=1

~

b

i

� 0 folgt

s = 1 und t = 0.

(5) F

�

ur die graduierte Krulldimension gilt dim

H

0

R

0

= 2, denn o�enbar ist

dim

H

0

R

0

= dim

H

R

0

, und da R endli
h erzeugt als H-graduierter R

0

-Modul ist, folgt

dim

H

R

0

= dim

H

R. Zur graduierten Faktorialit

�

at ist nur zu zeigen, da� jedes homo-

gene Element � 2 R

0

, wel
hes prim in R ist, au
h prim in R

0

ist. Dies folgt aber mit

denselben Argumenten wie im Beweis von (3).

(6) Na
h Beweisteil (5) gilt X n fx

1

g � X

0

. Au�erdem ist �

p

1

1

prim in R

0

. Ist

umgekehrt � 2 R

0

homogen prim, so gilt wieder (in R) � = �

s

1

b

1

: : : b

t

mit s 2 N

0

p

1

und homogenen Primelementen b

i

2 R, die ni
ht assoziiert zu �

1

sind, also s
hon in R

0

liegen, und es folgt � = �

p

1

1

oder � = b

i

f

�

ur ein i. Insgesamt folgt Xnfx

1

g[fx

0

1

g = X

0

.

(7) Aus 1.4.1 (3) folgt p(x

0

1

) = 1. Sei i 2 f2; : : : ; ng. Die Inklusion R

0

x

0

i

� R

x

i

zeigt, da� H

0

\ H

x

i

� H

0

x

0

i

gilt. Aus (R

x

i

)

jH

0

= R

0

x

0

i

folgt H

0

\ H

x

i

� H

0

x

0

i

. Es folgt

H

0

\H

x

i

= H

0

x

0

i

und somit H

0

=H

0

x

0

i

' H

0

+H

x

i

=H

x

i

= H=H

x

i

. �

Korollar 1.7.2. Die hp

1

~x

1

; : : : ; p

n

~x

n

i-graduierte Unteralgebra k[�

p

1

1

; : : : ; �

p

n

n

℄

erf

�

ullt (F1){(F3) und hat ein homogenes graduiert projektives Spektrum. �

1.8. Beweis von Theorem 1

Korollar 1.8.1. (1) Es gilt p

1

~x

1

= � � � = p

n

~x

n

, und H ' L(p), wobei p =

(p

1

; : : : ; p

n

).

(2) Es gibt paarweise vers
hiedene �

i

2 k

�

mit �

p

i

i

� �

p

1

1

� �

i

�

p

2

2

(i = 3; : : : ; n).

Beweis. Die Unteralgebra k[�

p

1

1

; �

p

2

2

; : : : ; �

p

n

n

℄ von R ist na
h 1.6.5 isomorph zu

k[�

p

1

1

; �

p

2

2

℄, und es gilt p

1

~x

1

= � � � = p

n

~x

n

. Aus Proposition 1.7.1 (1) folgt, da� es in

H keine weiteren Relationen gibt, und daher gilt H ' L(p). �

Beweis von Theorem 1. Wir k

�

onnen ohne Eins
hr

�

ankung annehmen, da� die

Gewi
hte p

1

; : : : ; p

n

sortiert sind, so da� p

1

� p

2

� � � � � p

s

> 1 = p

s+1

= � � � = p

n

,

und sei r := maxf2; sg, p = (p

1

; : : : ; p

r

) und � = (�

3

; : : : ; �

r

). Dann folgt H ' L(p)

aus Korollar 1.8.1, und R = k[�

1

; : : : �

r

℄ ist klar. Der kanonis
he Epimorphismus

� : k[X

1

; : : : ; X

r

℄ �! R; X

i

7! �

i

induziert na
h Korollar 1.8.1 einen Epimor-

phismus � : S(p;�) �! R. Die Algebren R und S(p;�) haben dieselbe graduierte

Krulldimension, und daher ist � ein Isomorphismus. �





KAPITEL 2

Auslander-B

�

undel und pr

�

aprojektive Algebren

In diesem Kapitel sei k ein beliebiger K

�

orper mit 
har k 6= 2.

Der Beweis von Theorem 1

�

uber algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper wurde auf

die homogene Situation zur

�

u
kgef

�

uhrt, und dort traten nur die Polynomalgebren

k[X; Y ℄ auf. Dies ist

�

uber beliebigem Grundk

�

orper ni
ht mehr ri
htig. Es wird im

n

�

a
hsten Kapitel gezeigt, da� unter einer Zusatzvoraussetzung, die das Ges
hle
ht

der Kurve X betri�t, neben den Polynomalgebren k[X; Y ℄ nur die Z-graduierten

Algebren der Form k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z) auftreten, wobei Q eine anisotrope tern

�

are

quadratis
he Form

�

uber k ist. Diesen Typ von Algebren werden wir in diesem Kapitel

genauer untersu
hen.

Wir zeigen, da� si
h die klassis
he Bijektion zwis
hen tern

�

aren quadratis
hen For-

men und Quaternionenalgebren (die einer Quaternionenalgebren deren Normform der

reinen Quaternionen zuordnet ([42, Ch. 2, 11.9℄, ferner [46℄, [1℄)) darstellungstheo-

retis
h interpretieren l

�

a�t, indem man das sogenannte Auslander-B

�

undel untersu
ht,

wel
hes der Mittelterm einer speziellen Auslander-Reiten-Folge ist, sowie die soge-

nannte kleine pr

�

aprojektive Algebra zu einer speziellen zahm-erbli
hen Bimodulalge-

bra (vgl. au
h [9℄, [8℄ f

�

ur verwandte Resultate). Die Indexmenge der separierenden

tubularen Familie

�

uber dieser Bimodulalgebra wird dur
h das projektive Spektrum

einer Algebra der Form k[X; Y; Z℄=Q bes
hrieben.

2.1. Formulierung der Hauptergebnisse

Um die Hauptergebnisse dieses Kapitels formulieren zu k

�

onnen, ben

�

otigen wir

einige Begri�e. Es sei R = k[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine ni
ht-ausgeartete tern

�

are qua-

dratis
he Form

�

uber k ist. Eine tern

�

are quadratis
he Form hei�t anisotrop, falls sie

keine ni
ht-trivialen Nullstellen in k

3

hat. Der Zusammenhang zur graduierten Fakto-

rialit

�

at ist dur
h einen Satz von Samuel ([16, 11.5℄) gegeben. Demna
h ist die Algebra

R genau dann graduiert faktoriell, wenn die quadratis
he Form Q anisotrop ist; im

ni
ht-faktoriellen Fall ist die Divisorenklassengruppe von der Ordnung zwei (anders

ausgedr

�

u
kt: es gibt zwei Vers
hiebungsklassen von Linienb

�

undeln). Wir werden f

�

ur

diesen Satz einen darstellungstheoretis
h orientierten Beweis liefern.

Sei X das projektive Spektrum von R und 
oh(X) die Kategorie der koh

�

arenten

Garben

�

uber X (wie bisher im graduierten Sinn). Wir nennen den Mittelterm der in

der Strukturgarbe O beginnenden Auslander-Reiten-Folge

(2.1.1)
� : 0

O

u

A

v

O(1)

0

das Auslander-B

�

undel .

Sei � eine zahm-erbli
he k-Algebra und L ein unzerlegbarer, pr

�

aprojektiver �-

Re
htsmodul vom Rang 1 (= Defekt �1 in der Terminologie von [10℄). Dann induziert

19
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�

UNDEL UND PR

�

APROJEKTIVE ALGEBREN

die Auslander-Reiten-Translation �

�

= TrD auf

�(�; L) =

M

n�0

Hom

�

(L; �

�n

L)

die Struktur einer Z-graduierten k-Algebra (vgl. [5℄; f

�

ur einen anderen Zugang zu

pr

�

aprojektiven Algebren siehe [13℄). Wir nennen �(�; L) eine kleine pr

�

aprojektive

Algebra von �; sie h

�

angt nur von der Auslander-Reiten-Bahn von L ab.

Wir betra
hten nun einen Spezialfall: Sei F =

�

a; b

k

�

eine Quaternionenalgebra

�

uber k, also die k-Algebra in zwei Erzeugern i, j mit den de�nierenden Relationen

i

2

= a; j

2

= b; ij = �ji;

wobei a, b 2 k

�

gilt. Dann ist F entweder ein S
hiefk

�

orper oder isomorph zur Ma-

trixalgebra M

2

(k) (vgl. [26, Ch. 3, 2.7℄). Im ersten Fall sei �

F

die zahm-erbli
he

Bimodulalgebra

�

k 0

F F

�

, im zweiten Fall sei �

F

die Krone
ker-Algebra

�

k 0

k

2

k

�

�

uber

k. In jedem der beiden F

�

alle sei P der projektive �

F

-Re
htsmodul (k 0) vom Rang

1, und sei �(F ) = �(�

F

; P ).

Die Hauptergebnisse des Kapitels sind Theoreme 2, 3 und 4, deren Beweis den

Rest des Kapitels einnehmen wird.

Theorem 2 ([25℄). Sei k ein K

�

orper mit 
har k 6= 2.

(1) Ist Q eine anisotrope tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k, dann ist der Endo-

morphismenring des Auslander-B

�

undels A ein Quaternionens
hiefk

�

orper

�

uber k.

(2) Ist F =

�

a; b

k

�

ein Quaternionens
hiefk

�

orper

�

uber k, so ist die kleine pr

�

apro-

jektive Algebra �(F ) als Z-graduierte Algebra isomorph zu k[X; Y; Z℄=Q, wobei

Q = �aX

2

� bY

2

+ abZ

2

anisotrop

�

uber k ist.

(3) Die Zuordnungen Q 7! End(A) und F 7! �(F ) aus (1) und (2) induzieren

zueinander inverse Abbildungen zwis
hen den

�

Ahnli
hkeitsklassen von anisotropen

tern

�

aren quadratis
hen Formen

�

uber k und den Isomorphieklassen von Quaternion-

ens
hiefk

�

orpern

�

uber k.

Hierbei hei�en zwei (tern

�

are) quadratis
he Formen Q

1

und Q

2

kongruent [44,

x 71℄ (Q

1

' Q

2

), falls es ein P 2 GL

3

(k) gibt mit Q

1

(v) = Q

2

(Pv) f

�

ur alle v 2 k

3

,

und

�

ahnli
h (Q

1

� Q

2

), falls es ein � 2 k

�

gibt mit Q

1

' �Q

2

.

Theorem 3 ([25℄). Sei k ein K

�

orper mit 
har k 6= 2. Sei Q eine ni
ht-ausgeartete

tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k. Dann ist O�A ein Kippb

�

undel in 
oh(X), wobei

A das Auslander-B

�

undel ist. Weiter gilt:

(1) A ist unzerlegbar genau dann, wenn Q anisotrop ist; ist dies der Fall, so ist

der Endomorphismenring von O � A die zahme erbli
he Algebra

�

k 0

F F

�

, wobei F

ein Quaternionens
hiefk

�

orper

�

uber k ist.

(2) Falls A zerlegbar ist, so gibt es ein Linienb

�

undel L mit A = L � L und

End(L) = k, und der Endomorphismenring des Kippb

�

undels O�L ist die Krone
ker-

Algebra

�

uber k.

Als Anwendung werden wir die folgende Charakterisierung kommutativer pr

�

apro-

jektiver Algebren beweisen. Zur De�nition von zahmen Bimoduln und ihrem Typ

vgl. [10℄ bzw. Anhang C. F

�

ur eine Z-graduierte Algebra R =

L

n2Z

R

n

bezei
hnen

wir mit R

(2)

die Z-graduierte Algebra

L

n2Z

R

2n

.
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Theorem 4 ([25℄). Sei k ein K

�

orper mit 
har k 6= 2. Sei � eine zahm-erbli
he

Bimodulalgebra

�

F 0

M G

�

. Sei P ein projektiver �-Re
htsmodul vom Rang 1. Dann

ist die kleine pr

�

aprojektive Algebra

�(P ) = �(�; P ) =

M

n�0

Hom

�

(P; �

�n

P )

kommutativ genau dann, wenn es eine endli
he K

�

orpererweiterung K von k gibt, so

da� als Z-graduierte Algebren entweder

(1) �(P ) ' K[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine anisotrope tern

�

are quadratis
he Form

�

uber K von der Gestalt �aX

2

� bY

2

+ abZ

2

(a, b 2 K

�

) ist und

(a) K ' F , G '

�

a; b

K

�

und M ' G ist vom Typ (1; 4), oder

(b) K ' G, F '

�

a; b

K

�

und M ' F ist vom Typ (4; 1);

oder

(2) �(P ) ' K[X; Y ℄

(2)

, wobei K ' F ' G, M ' K � K vom Typ (2; 2) und �

die Krone
ker-Algebra

�

uber K ist.

2.2. Das Auslander-B

�

undel

Wir behalten die Notation des vorherigen Abs
hnitts bei. Insbesondere ist

Q = Q(X; Y; Z) eine ni
ht-ausgeartete tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k und

R = k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z).

Die Ni
ht-Ausgeartetheit von Q ist

�

aquivalent dazu, da� R eine isolierte Singu-

larit

�

at ist, was genau dann der Fall ist, wenn R ein normaler Integrit

�

atsberei
h ist

(vgl. [47, Ch. 14℄, au
h zum Zusammenhang zu Auslander-Reiten-Folgen).

Insbesondere ist R also graduiert normal und erf

�

ullt die Bedingungen (N), (F2)

und (F3) aus dem ersten Kapitel. Man kann (na
h einer ni
ht-singul

�

aren, homogenen

linearen Substitution der Variablen, vgl. [26, p. 2℄) annehmen, da� Q von der Form

aX

2

+ bY

2

+ 
Z

2

ist, wobei (wegen der Ni
ht-Ausgeartetheit) a, b, 
 Elemente aus

k n f0g sind.

Da R von Elementen des Grades 1 erzeugt wird, ist die Kategorie der ungraduier-

ten koh

�

arenten Garben

�

uber X (wie in [22℄)

�

aquivalent zur Kategorie der graduierten

koh

�

arenten Garben, wie wir sie hier betra
hten. Daher erh

�

alt man au
h

Lemma 2.2.1 (Homogenit

�

at). F

�

ur jede einfa
he Garbe S gilt S(n) ' S f

�

ur jedes

n 2 Z, bzw. (was dasselbe ist) Ext

1

X

(S;S) 6= 0. �

In Abs
hnitt 1.6 hatten wir den Grad einer koh

�

arenten Garbe de�niert. Dort war

die zugrundeliegende Algebra graduiert faktoriell, und es galt die Formel deg(O(n)) =

n f

�

ur alle n 2 Z. In diesem Abs
hnitt wird nun der Grad f

�

ur eine koh

�

arente Garbe de-

�niert, wobei R au
h ni
ht-faktoriell sein kann. Damit die genannte Formel weiterhin

gilt, mu� man mit dem Faktor

1

2

normieren. Setze

deg(F) =

1

2

� hO;Fi �

1

2

� rk(F)

f

�

ur jedes F 2 
oh(X), und bezei
hne die induzierte Linearform auf der Grothendie
k-

Gruppe in die Gruppe

1

2

Z ebenfalls mit deg.
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F

�

ur jedes Vektorb

�

undel F 6= 0 hat man den Anstieg �(F) =

deg(F)

rk(F)

. Diesbez

�

ugli
h

kann man Stabilit

�

at und Semistabilit

�

at erkl

�

aren: Ein Vektorb

�

undel F 6= 0 hei�t stabil

(bzw. semistabil), falls f

�

ur jedes Vektorb

�

undel G 6= 0 mit G $ F die Beziehung

�(G) < �(F) (bzw. �(G) � �(F)) gilt. Da die dualisierende Garbe negativen Grad

hat (vgl. Abs
hnitt 1.2), folgt

Lemma 2.2.2 (Stabilit

�

at). Jedes unzerlegbare Vektorb

�

undel ist stabil. Insbesonde-

re hat jedes unzerlegbare Vektorb

�

undel einen S
hiefk

�

orper als Endomorphismenring

und hat au�erdem keine Selbsterweiterungen.

Beweis. Geigle-Lenzing [18, Prop. 5.2 + 5.5℄. �

Sei k der algebrais
he Abs
hlu� des K

�

orpers k. Wir bezei
hnen den Proze� des

Tensorierens mit k

�

uber k als Skalar-Erweiterung. Es sei X = X �

k

k und R =

R


k

k = k[X; Y; Z℄=Q.

Sei � : 
oh(X) �! 
oh(X) der Funktor mitF 7! F = F


k

k. Es gibt immer einen

kanonis
hen Isomorphismus Hom(F ;G)
k �! Hom(F ;G) (f

�

ur alle F , G 2 
oh(X)).

Wir wiederholen einige bekannte Fakten

�

uber Quaternionenalgebren. Eine Qua-

ternionenalgebra

�

a; b

k

�

ist immer eine vierdimensionale zentraleinfa
he k-Algebra

mit k-Basis 1, i, j, ij. Umgekehrt ist jede vierdimensionale zentraleinfa
he k-

Algebra isomorph zu einer Quaternionenalgebra [42, Ch. 8, 6.5℄.

�

a; b

k

�

ist genau

dann ein S
hiefk

�

orper, wenn die assoziierte Normform (der reinen Quaternionen)

�aX

2

� bY

2

+ abZ

2

anisotrop

�

uber k ist [42, Ch. 2, 11.10+11.14℄; andernfalls ist

�

a; b

k

�

isomorph zum vollen 2� 2 Matrixring M

2

(k).

Proposition 2.2.3. (1) Es gilt End

X

(A) 


k

k ' End

X

(A) ' M

2

(k), also ist

End

X

(A) eine Quaternionenalgebra

�

uber k.

(2) Angenommen, das Auslander-B

�

undel A ist zerlegbar. Dann gibt es ein Lini-

enb

�

undel L 2 
oh(X) mit End(L) = k, so da� A = L�L gilt. Jedes Linienb

�

undel in


oh(X) ist isomorph zu O(n) oder L(n) f

�

ur ein n 2 Z.

(3) Das Auslander-B

�

undel A ist unzerlegbar genau dann, wenn R graduiert fak-

toriell ist.

Beweis. (1), (2) Mit Skalar-Erweiterung erh

�

alt man R ' k[X; Y; Z℄=(Z

2

�

XY ) ' k[X; Y ℄

(2)

, und deshalb 
oh(X) ' 
oh(P

1

(k)). Au�erdem zeigt Skalar-

Erweiterung End

X

(A) 


k

k ' End

X

(A), und angewendet auf die Auslander-Rei-

ten-Folge � in (2.1.1) erh

�

alt man eine ni
ht-aufspaltende exakte Folge

� : 0

O A

O(1)
0:

Wegen dim

k

Ext

1

X

(O;O(1)) = 1 ist � au
h eine Auslander-Reiten-Folge. In 
oh(P

1

(k))

gilt A = N �N f

�

ur ein Linienb

�

undel N 2 
oh(P

1

(k)), und es folgt End(A) ' M

2

(k).

Die letzte Behauptung in (1) folgt aus [26, Ch. 3,1.1℄.

Sei A zerlegbar. Dann gibt es Linienb

�

undel L

1

und L

2

mit A ' L

1

� L

2

. Man

erh

�

alt L

1

' L

2

, insbesondere Hom(L

1

;L

2

) 
 k ' Hom(L

1

;L

2

) 6= 0 und daher

Hom(L

1

;L

2

) 6= 0. Skalar-Erweiterung bewahrt Rang und Grad, insbesondere den

Anstieg �. Es folgt �(L

1

) = �(L

2

), also L

1

' L

2

wegen Stabilit

�

at.



2.2. DAS AUSLANDER-B

�

UNDEL 23

Ist M ein Linienb

�

undel in 
oh(X), so ist �(M) 2

1

2

Z, und M ist isomorph zu

O(n) oder N (n) f

�

ur ein n 2 Z. Obige Argumente zeigen M' O(n) oder (nur wenn

A zerlegbar ist) M' L(n) f

�

ur ein n 2 Z.

(3) Sei A unzerlegbar. Na
h obigen Argumenten ist jedes Linienb

�

undel isomorph

zu O(n) f

�

ur ein n 2 Z. Dann ist R graduiert faktoriell (vgl. 1.2.5). Ist umgekehrt R

graduiert faktoriell und A zerlegbar, so zerlegt si
h A in O(n) � O(m), und dann

folgt 0 < n;m < 1, Widerspru
h. �

Proposition 2.2.4. T = O �A ist ein Kippb

�

undel.

Beweis. Aus �(O) = 0 und �(A) =

1

2

folgt mit Serre-Dualit

�

at und aus Stabi-

lit

�

atsgr

�

unden lei
ht Ext

1

(T ; T ) = 0.

Sei C eine volle Unterkategorie von 
oh(X), die O und A enth

�

alt, und die mit

zwei Termen einer kurzen exakten Sequenz au
h den dritten Term enth

�

alt und ab-

ges
hlossen ist gegen direkte Summanden. Es gen

�

ugt zu zeigen: C = 
oh(X). Es ist

au
h O(1) 2 C. Wir unters
heiden zwei F

�

alle:

(1) A unzerlegbar. Dann ist R graduiert faktoriell, und jedes Primelement in R

1

induziert dur
h Bildung des Cokerns der zugeh

�

origen Multiplikation eine einfa
he

Garbe S

0

(vgl. 1.4.1). Wegen der Homogenit

�

at von S

0

folgt, da� au
h alle O(n) (n 2

Z) in C liegen. Da alle einfa
hen Garben Cokerne von Monomorphismen zwis
hen

Linienb

�

undeln sind (na
h 1.4.1), ist dann au
h jede einfa
he Garbe in C.

(2) A = L�L. Dann ist L 2 C. Es gibt ein f 2 Hom(O;L), f 6= 0. Dann ist f 1-

irreduzibel, also ist der Cokern S von f einfa
h, und S 2 C. Wegen der Homogenit

�

at

folgt dann L(1) 2 C. Ebenso ist Hom(L;O(1)) 6= 0. Nimmt man hieraus einen

Monomorphismus, so ist der Cokern einfa
h, und wegen Homogenit

�

at folgt O(2) 2 C.

Induktiv folgt so, da� O(n), L(n) 2 C f

�

ur alle n 2 Z gilt, also sind alle Linienb

�

undel in

C. Da alle einfa
hen Garben Cokerne von Linienb

�

undeln sind, sind au
h alle einfa
hen

Garben in C. �

Wir notieren einfa
he Folgerungen. Sei E ein unzerlegbarer direkter Summand

von A (also E = A oder E = L).

Korollar 2.2.5. O � E ist ein Kippb

�

undel. �

Korollar 2.2.6. K

0

(X) = Z[O℄� Z[E ℄. �

Korollar 2.2.7. O und E sind bis auf Vers
hiebung die einzigen unzerlegbaren

Vektorb

�

undel. �

Beweis. Ist F ein unzerlegbares Vektorb

�

undel, so gibt es ein n 2 Z, so da�

0 � �(F(n)) < 1 gilt. Zu zeigen gen

�

ugt daher: Sind F

1

; : : : ;F

t

paarweise ni
ht-

isomorphe unzerlegbare Vektorb

�

undel mit Anstieg 0 � �F

i

< 1, so gilt t � jK

0

(X)j

(= 2): Man kann �F

1

� �F

2

� � � � � �F

t

annehmen. Wegen

DExt

1

(F

i

;F

j

) ' Hom(F

j

;F

i

(�1)) = 0

gilt

hF

i

;F

j

i = dimHom(F

i

;F

j

):

Sei i < j. Dann gilt hF

j

;F

i

i = 0: Falls �F

i

< �F

j

, so ist dies klar; sind die Anstiege

glei
h, so sind F

i

und F

j

einfa
he Objekte in der Unterkategorie des entspre
henden
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Anstiegs, und hF

j

;F

i

i = 0 folgt dann aus dem Lemma von S
hur. Daraus ergibt si
h

lei
ht die lineare Unabh

�

angigkeit der Klassen [F

1

℄; : : : ; [F

t

℄. �

2.3. Die kleine pr

�

aprojektive Algebra

Proposition 2.3.1. Sei R = k[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine ni
ht-ausgeartete

tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k ist, und sei F der Endomorphismenring des

Auslander-B

�

undels A. Dann sind R und �(F ) isomorph als Z-graduierte Algebren.

Beweis. Sei � = �

F

, und sei T = O � E das Kippb

�

undel aus dem vorherigen

Abs
hnitt. Dann ist End(T ) = �, Hom(T ;O) = P , und aus der Kipptheorie erh

�

alt

man eine volle Einbettung

Hom(T ;�) : addf�

�n

T j n � 0g �! mod(�);

wel
he Auslander-Reiten-Translationen bewahrt. Dann folgt

R '

M

n2Z

Hom

X

(O;O(n)) '

M

n�0

Hom

�

(P; �

�n

P ) = �(F ):

�

Korollar 2.3.2. Sei Q eine ni
ht-ausgeartete tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k

und R = k[X; Y; Z℄=Q. Dann ist R graduiert faktoriell, genau wenn Q anisotrop ist.

Beweis. \=)" Ist Q isotrop, so ist Q � Z

2

� XY , also R ' k[X; Y; Z℄=(Z

2

�

XY ) ' k[X

2

; XY; Y

2

℄, wel
he ni
ht graduiert faktoriell ist, da X

2

, Y

2

und XY irre-

duzibel, aber X

2

Y

2

= (XY )

2

zwei vers
hiedene Zerlegungen in irreduzible Elemente

sind.

\(=" Sei R ni
ht graduiert faktoriell. Sei F der Endomorphismenring des

Auslander-B

�

undels. Dann ist �

F

die Krone
ker-Algebra

�

uber k. Aus 2.3.1 erh

�

alt

man R ' k[X; Y ℄

(2)

' k[X; Y; Z℄=(Z

2

�XY ), also ist Q � Z

2

�XY isotrop. �

Aus 2.3.2 und 2.2.3 erh

�

alt man einen neuen Beweis f

�

ur den Satz [16, 11.5℄ von

Samuel. Die n

�

a
hste Aussage ist ents
heidend f

�

ur den Beweis von Theorem 2.

Proposition 2.3.3. Sei R = k[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine ni
ht-ausgeartete

tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k ist, und sei F der Endomorphismenring des

Auslander-B

�

undels A. Falls Q � �aX

2

� bY

2

+ abZ

2

, so ist F '

�

a; b

k

�

.

Beweis. Der isotrope Fall ist trivial. Wir nehmen also an, da� Q anisotrop ist.

Na
h 2.2.3 ist F eine Quaternionenalgebra, etwa F '

�

a

0

; b

0

k

�

, i

2

= a

0

, j

2

= b

0

, ij = �ji.

Na
h 2.3.2 und 2.2.3 ist A unzerlegbar. Betra
hte die Auslander-Reiten-Folge

0
A

O(1)

(4)

A(1)

0;

wobei f aus den Komponenten f

1

= v, f

2

= vi, f

3

= vj, f

4

= vij besteht (u

und v sind die Morphismen in der Auslander-Reiten-Folge � aus (2.1.1)). Sei M =

Hom(A;O(1)), N = Hom(O(1);A(1)) und

�

M das k-Dual von M , und sei �

1

, �

2

,

�

3

, �

4

2

�

M die Dualbasis von f

1

, f

2

, f

3

, f

4

2 M . Sei � :

�

M �! N die kanonis
he

Einbettung wie in [13℄. Na
h [13℄ sind �(�

1

), �(�

2

), �(�

3

), �(�

4

) die Komponenten

von h, und es gilt

4

X

i=1

�(�

i

)f

i

= 0:
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Betra
hte die k-Basis g

1

= u(1), g

2

= i(1)u(1), g

3

= j(1)u(1), g

4

= ij(1)u(1)

von N (hierbei bezei
hnet f(1) den Morphismus in Hom(F(1);G(1)), der zu f 2

Hom(F ;G) assoziiert ist; wir s
hreiben man
hmal au
h einfa
h f statt f(1)). Sei

x := viu, y := vju, z := viju 2 Hom(O;O(1)) = R

1

. Wir zeigen R =

k[x; y; z℄ ' k[X; Y; Z℄=(�a

0

X

2

� b

0

Y

2

+ a

0

b

0

Z

2

). Hieraus wird

�

a

0

; b

0

k

�

'

�

a; b

k

�

und

daher die Behauptung folgen. Es gen

�

ugt zu zeigen, da� eine Relation (

�

ahnli
h zu)

�a

0

x

2

� b

0

y

2

+ a

0

b

0

z

2

= 0 gilt (als Morphismen gilt x

2

= x(1)x et
. na
h unserer

Konvention). Seien �

ij

2 k, so da� g

i

=

P

4

j=1

�

ij

�(�

j

). Dann gilt �

ij

= �

�1

(g

i

)(f

j

).

F

�

ur alle f 2M , g 2 N , h 2 End(A) gilt

�

�1

(h(1)g)(f) = �

�1

(g)(fh):

Im folgenden k

�

onnen wir ohne Eins
hr

�

ankung �

11

= 1 annehmen. Es ergibt si
h

damit, da� A = (�

ij

) und die Inverse A

�1

= (�

ij

) die folgende Gestalt haben

A =

0

B

B

�

1 � � 


� a

0

�
 �a

0

�

� 
 b

0

b

0

�


 a

0

� �b

0

� �a

0

b

0

1

C

C

A

; A

�1

=

1

d

0

B

B

�

a

0

b

0

��b

0

�a

0

� 


��b

0

b

0


 ��

�a

0

� �
 a

0

�


 � �� �1

1

C

C

A

mit d = a

0

b

0

� �

2

b

0

� �

2

a

0

+ 


2

=

1

a

0

b

0

ja

0

b

0

1 + �b

0

i + �a

0

j + 
ijj 6= 0 (da Q anisotrop

ist [26, Ch. 3, 2.4℄). Wir erhalten

0 = d �

4

X

i=1

�(�

i

)f

i

=v(1)

�

4

X

i;j=1

d�

ij

g

j

f

i

�

u

(�)

= v(1)

�

4

X

i;j=2

d�

ij

g

j

f

i

�

u = b

0

x

2

+ a

0

y

2

� z

2

;

wobei die Glei
hheit (�) wegen vu = 0 folgt. Multiplikation mit �a

0

b

0

liefert nun die

Behauptung. �

Ein

�

ahnli
hes Ergebnis wurde in [4℄ mit v

�

ollig anderen Mitteln erzielt.

2.4. Beweise der Hauptergebnisse

Wir haben nun alle Mittel beisammen, um Theoreme 2{4 beweisen zu k

�

onnen.

Beweis von Theorem 2. (1) Folgt aus den S

�

atzen 2.2.3 und 2.3.2.

(2) Folgt aus den S

�

atzen 2.3.1 und 2.3.3.

(3) Seien Q

1

und Q

2

tern

�

are quadratis
he Formen

�

uber k. Die Z-graduierten

k-Algebren k[X; Y; Z℄=Q

1

und k[X; Y; Z℄=Q

2

sind o�enbar genau dann isomorph,

wenn Q

1

und Q

2

�

ahnli
h sind. Jede (ni
ht-ausgeartete) tern

�

are quadratis
he Form

ist

�

ahnli
h zu einer der Gestalt �aX

2

� bY

2

+ abZ

2

. Zwei quadratis
he Formen

�aX

2

� bY

2

+ abZ

2

und �a

0

X

2

� b

0

Y

2

+ a

0

b

0

Z

2

sind

�

ahnli
h, genau wenn sie kongru-

ent sind, und dies gilt, genau wenn die Algebren

�

a; b

k

�

und

�

a

0

; b

0

k

�

isomorph sind [42,

Ch. 2, 11.9℄. Also induzieren die Zuordnungen Q 7! End(A) und F 7! �(F ) Abbil-

dungen auf den Klassen, und na
h 2.3.1 und 2.3.3 sind diese zueinander invers. �

Beweis von Theorem 3. Folgt aus den S

�

atzen 2.2.3, 2.2.4 und 2.3.2. �

Beweis von Theorem 4. Angenommen, R := �(P ) ist kommutativ. Sei K :=

End(P ) = R

0

. Dann ist R eine kommutative, positiv Z-graduierte K-Algebra. R ist

au�erdem endli
h erzeugt alsK-Algebra: Da jeder Morphismus f 2 Hom

�

(P; �

�n

P )n

f0g (n > 0) eine Summe von Kompositionen von irreduziblen Morphismen zwis
hen
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�

UNDEL UND PR

�

APROJEKTIVE ALGEBREN

unzerlegbaren �-Re
htsmoduln ist, wel
he notwendig pr

�

aprojektiv sind, erhalten wir

R = K[R

1

℄ wegen der speziellen Gestalt der pr

�

aprojektiven Komponente von �, und

R

1

ist dreidimensional

�

uber K. Da jeder Morphismus 6= 0 zwis
hen pr

�

aprojektiven

�-Moduln vom Rang 1 ein Monomorphismus ist, ist R graduiert integer. Sei X =

Proj(R) das projektive Spektrum von R. Na
h [28, 4.10℄ und [19, 8.1℄ ist R graduiert

Cohen-Ma
aulay, und na
h [19, 7.3℄


oh(X) '

mod

Z

(R)

mod

Z

0

(R)

'

mod

Z

(�(�))

mod

Z

0

(�(�))

;

wobei �(�) =

L

n�0

Hom

�

(�; �

�n

�) die pr

�

aprojektive Algebra ist, die zum Auslan-

der-Reiten-Orbit von � gebildet wird. Au�erdem zeigt dies:

(1) Ist M vom Typ (1; 4) bzw. (4; 1), so sind alle Linienb

�

undel in 
oh(X) von

der Form O(n) (n 2 Z);

(2) ist M vom Typ (2; 2), gibt es zwei Vers
hiebungsklassen von Linienb

�

undeln

in 
oh(X).

Mit [5℄ folgt, da� R von graduierter Krulldimension zwei ist, und ferner, da�

mod

Z

(R

x

) eine erbli
he Kategorie ist, wobei R

x

die graduierte Lokalisierung von R im

abges
hlossenen Punkt x 2 X ist. Deshalb ist jede Lokalisierung R

x

ein graduierter

Dedekindring, insbesondere ein graduiert normaler Ring. Daher ist au
h R selbst

graduiert normal (vgl. [16, 4.1℄).

Wegen dim

K

R

1

= 3 und dim

K

R

2

= 5 erhalten wir R ' K[X; Y; Z℄=Q, wobei Q

eine quadratis
he Form

�

uber K ist. Da R graduiert normal ist, ist Q ni
ht-ausgeartet.

Im Fall (1) ist R graduiert faktoriell, d. h. Q ist anisotrop. Im Fall (2) ist R ni
ht

graduiert faktoriell, d. h. Q ist isotrop, also R ' K[X; Y; Z℄=(Z

2

�XY ) ' K[X; Y ℄

(2)

.

Der Satz folgt nun aus Theorem 2 und Theorem 3. �



KAPITEL 3

Graduiert faktorielle Algebren, allgemeiner Fall

3.1. Die Charakterisierung

In diesem Kapitel sei k ein beliebiger K

�

orper. Um te
hnis
he S
hwierigkeiten im

Umgang mit quadratis
hen Formen zu vermeiden, nehmen wir stets an, da� 
har k 6=

2 gilt.

Wir zeigen, wie das Hauptergebnis aus dem ersten Kapitel ausgedehnt werden

kann.

�

Uber algebrais
h abges
hlossenen K

�

orper k verlief die Bes
hreibung in vielerlei

Hinsi
ht optimal:

(1): Alle kommutativen graduierten Algebren, die (F1){(F3) erf

�

ullten,

k

�

onnen klassi�ziert werden;

(2): Alle homogenen Primelemente in diesen Algebren k

�

onnen explizit angeben

werden;

(3): Es k

�

onnen

�

uber dem Grundk

�

orper die Geometrien der Indexmengen s

�

amt-

li
her separierender tubularer Familien dur
h graduiert faktorielle Algebren

kontrolliert werden.

�

Uber beliebigem K

�

orper werden wir sol
he Ergebnisse ni
ht erzielen k

�

onnen. Die

Punkte (1) und (2) sind von glei
her S
hwierigkeit und h

�

angen stark von der Arith-

metik des Grundk

�

orpers ab. Im algebrais
h abges
hlossenen Fall war ja die genaue

Kenntnis der homogenen Primelemente in der Polynomalgebra k[X; Y ℄ ents
heidend.

Jedo
h ist es aussi
htslos, sol
he Kenntnisse

�

uber beliebigem K

�

orper zu bekommen.

Denno
h gelingt es, unter einer Zusatzvoraussetzung, die das Ges
hle
ht der Kur-

ve X betri�t, in der homogenen Situation eine Klassi�kation wie in (1) vorzuneh-

men. Es treten n

�

amli
h neben den Polynomalgebren k[X; Y ℄ genau die Algebren der

Form k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z) auf, wobei Q(X; Y; Z) eine anisotrope tern

�

are quadra-

tis
he Form

�

uber k ist. Dies erlaubt au
h,

�

uber reell abges
hlossenem K

�

orper alle

auftretenden graduiert faktoriellen Algebren explizit anzugeben.

Punkt (3) l

�

a�t si
h

�

uber beliebigem Grundk

�

orper, au
h mit der genannten Zu-

satzvoraussetzung, ni
ht mehr realisieren. Denn es wird aus den Ergebnissen dieses

Kapitels (vgl. 3.2.2) folgen, da� z. B. die reelle Bimodulalgebra

�

C 0

C � C C

�

ni
ht

dur
h eine kommutative Algebra, die (F1){(F3) erf

�

ullt, realisierbar ist. Dazu m

�

u�te

man den Begri� der Faktorialit

�

at ausdehnen auf ni
ht-kommutative Algebren, was

in dieser Arbeit ni
ht unternommen wird.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels wird die folgende Aussage sein. Der Beweis

und die Erl

�

auterung der Begri�e werden in den folgenden Abs
hnitten geliefert.

Theorem 5 ([25℄). Sei k ein K

�

orper mit 
har k 6= 2 und H eine endli
h er-

zeugte abels
he Gruppe vom Rang 1. Sei R eine H-graduierte homogene faktorielle

k-Algebra. Dann sind

�

aquivalent:

27
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(1) Das Ges
hle
ht der Kurve X ist null.

(2) Die Kategorie ve
t

H

(X) ist von rk-bes
hr

�

anktem Darstellungstyp.

(3) H ' Z, R = k[R

1

℄, und der Typ " der Kurve X ist 1 oder 2.

(4) H ' Z, und als graduierte Algebren gilt entweder

(a) R ' k[X; Y ℄, die Polynomalgebra graduiert dur
h Totalgrad, oder

(b) R ' k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z), graduiert dur
h Totalgrad, wobei Q(X; Y; Z)

eine anisotrope quadratis
he Form

�

uber k ist.

O�en mu� hier bleiben, ob mit den Voraussetzungen des Theorems die Bedingung,

da� das Ges
hle
ht null ist, s
hon automatis
h folgt. Jedo
h ist sie

�

aquivalent zu der

Existenz eines Kippb

�

undels in 
oh

H

(X) (siehe 3.4.3), und in den darstellungstheore-

tis
hen Situationen, die wir untersu
hen wollen (verste
kt-kanonis
he Algebren, d. h.

Algebren mit separierender tubularer Familie), gibt es immer Kippb

�

undel ([32℄).

Ferner ist sie automatis
h erf

�

ullt, wenn k algebrais
h abges
hlossen ist.

Ferner werden wir bes
hreiben, wie man aus diesem speziellen Typ graduiert

faktorieller Algebren dur
h sogenanntes Einf

�

ugen von Gewi
hten weitere gradu-

iert faktorielle Algebren R konstruieren kann, die (F1){(F3) erf

�

ullen. Wir werden

die Grothendie
k-Gruppe von 
oh

H

(X) bes
hreiben und zeigen, da� mittels einer

Kippb

�

undelkonstruktion wie in [32℄ R eine kanonis
he Algebra ([40℄) zugeordnet ist.

In diesem Kapitel sei, falls ni
hts anderes gesagt wird, H eine endli
h erzeugte

abels
he Gruppe vom Rang 1 und R eine kommutative H-graduierte k-Algebra, die

die Bedingungen (F1){(F3) erf

�

ullt. Sei X = Proj

H

(R) das graduierte projektive

Spektrum von R. Wir interessieren uns hier in erster Linie f

�

ur den Fall, da� f

�

ur die

Strukturgarbe Ext

1

X

(O;O) = 0 gilt. Wir ma
hen aber zun

�

a
hst diese Eins
hr

�

ankung

ni
ht.

Wir nehmen wieder R = k[�

1

; : : : ; �

n

℄ an, wobei die �

i

homogen prim und paar-

weise ni
ht-assoziiert sind, x

i

2 X seien die entspre
henden Punkte vom Gewi
ht

p

i

= p(x

i

), ~x

i

deren Grade und S

i

einfa
he Garben, die in x

i

konzentriert sind.

3.2. Homogene faktorielle Algebren

SeiH eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe vom Rang 1 und R eineH-graduierte

k-Algebra, die die Bedingungen (F1){(F3) erf

�

ullt. Wir betra
hten die folgende Zu-

satzbedingung.

(Homogenit

�

at): F

�

ur alle x 2 X gilt p(x) = 1.

Ist dies erf

�

ullt, so nennen wir R kurz eine (zweidimensionale) homogene faktori-

elle Algebra.

�

Uber algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper ist nur die dur
h Totalgrad

graduierte Polynomalgebra homogen faktoriell (Satz 1.6.5).

Proposition 3.2.1. Folgende Aussagen sind

�

aquivalent:

(1) R ist homogen faktoriell.

(2) F

�

ur alle einfa
hen Garben S gilt Ext

1

(S;S) 6= 0.

(3) F

�

ur je zwei ni
ht-isomorphe einfa
he Garben S

1

und S

2

gilt Ext

1

(S

1

;S

2

) = 0.

(4) F

�

ur jede einfa
he Garbe S gilt Hom(O;S) 6= 0.

(5) F

�

ur jede einfa
he Garbe S gilt h[S℄; [S℄i = 0. �

F

�

ur den Rest dieses Abs
hnittes sei R eine homogene faktorielle Algebra.
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Lemma 3.2.2 (Multiplizit

�

atenfreiheit). Sei S eine einfa
he Garbe. Dann gilt

dim

k

Hom(O;S)

dim

k

End(S)

= 1:

Beweis. Dies wird bewiesen wie in 1.6.1. �

Definition 3.2.3. g(X) = dim

k

Ext

1

X

(O;O) hei�t das Ges
hle
ht von X, oder

au
h von R. (In diesem homogenen Fall stimmt es mit der De�nition in [30℄

�

uberein.)

Sei F 2 
oh

H

(X). De�niere deg

0

F = hO;Fi� (1� g(X)) � rkF , und Æ

0

: H �! Z

dur
h Æ

0

(h) = deg

0

O(h) (h 2 H).

Lemma 3.2.4. Die Abbildung Æ

0

ist ein Homomorphismus von Gruppen, und es

gilt

Æ

0

�

n

X

i=1

�

i

~x

i

�

=

n

X

i=1

�

i

deg

0

S

i

f

�

ur alle �

1

; : : : ; �

n

2 Z.

Beweis. Folgt wie in 1.6.2. �

Das Bild Im Æ

0

ist also eine Untergruppe von Z. Damit existiert ein eindeutig

bestimmtes " 2 Z, " > 0, so da� Im Æ

0

= "Z. Es gilt " = minfhO;Si j S einfa
hg =

minfdim

k

EndS j S einfa
hg. " teilt alle deg

0

S (S einfa
h). Wir nennen " den Typ

von X (vgl. Abs
hnitt 4.2).

Setze deg = deg

0

=" und Æ = Æ

0

=" : H �! Z. Dann ist Æ ein Epimorphismus.

Sei S

0

eine einfa
he Garbe mit deg S

0

= 1. Dann gilt rkF =

1

"

hF ;S

0

i f

�

ur jedes

F 2 
oh

H

(X).

Lemma 3.2.5.

Kern Æ = H

T

:

Beweis. Wie oben erh

�

alt man Æ(

P

n

i=1

�

i

~x

i

) =

P

n

i=1

�

i

deg S

i

. Sei

P

n

i=1

�

i

~x

i

2 H

mit

P

n

i=1

�

i

deg S

i

= 0. Da H vom Rang 1 ist, gibt es ein Element 
 2 H mit 
 > 0

und

Z
 =

n

\

i=1

Z~x

i

:

Sei q := Æ(
) und q

i

2 N mit q

i

~x

i

= 
. Dann gilt q

i

deg S

i

= q. Es folgt q

P

n

i=1

�

i

~x

i

=

P

n

i=1

�

i

deg S

i


 = 0. �

Proposition 3.2.6 (Riemann-Ro
h). F

�

ur alle x, y 2 K

0

(X) ist

hx;yi = (1� g(X)) � rkx � rky + " �

�

�

�

�

rkx rky

deg x deg y

�

�

�

�

:

Beweis. O�ensi
htli
h gilt die Aussage f

�

ur x und y, die Klassen von Lini-

enb

�

undeln oder von einfa
hen Garben sind, und die Behauptung folgt. �



30 3. GRADUIERT FAKTORIELLE ALGEBREN, ALLGEMEINER FALL

3.3. Das Ges
hle
ht von X

Sei R in diesem Abs
hnitt eine homogene faktorielle Algebra. Wir ziehen einige

Folgerungen aus der Riemann-Ro
h-Formel.

Korollar 3.3.1. Ist g(X) = 0, so ist Æ : H �! Z ein Isomorphismus.

Beweis. Seien h, h

0

2 H mit Æ(h) = Æ(h

0

). Dann gilt wegen der Riemann-Ro
h-

Formel

dim

k

R

h

0

�h

� dim

k

R

!+h�h

0

= hO(h);O(h

0

)i = 1 + "(Æ(h

0

)� Æ(h)) = 1:

Nimmt man h 6= h

0

an, so folgte R

h

0

�h

= 0, und somit 1 = � dim

k

R

!+h�h

0

� 0,

Widerspru
h. �

Ist g(X) = 0, so identi�zieren wir H via Æ mit Z.

Korollar 3.3.2. Ist g(X) = 0, so ist " = 1 oder " = 2, genauer ! = �

2

"

.

Beweis. Na
h der Riemann-Ro
h-Formel gilt

�1 = dim

k

R

!

� 1 = hO;O(!)i = 1 + " � !:

�

Korollar 3.3.3. Sei g(X) = 0. Ist � ein homogenes Primelement in R vom

Grad d, und ist S einfa
h und konzentriert in x = R�, so gilt [End(S) : k℄ = "d.

Beweis. Aus der Riemann-Ro
h-Formel folgt dim

k

End(S) = hO;Si = " �deg S,

und Betra
htung der kurzen exakten Folge

0
O

��

O(~�)

S
0

liefert deg S = Æ(~�) = d. �

Beispiele 3.3.4. (1) Sei R = k[X; Y ℄ graduiert dur
h Totalgrad. Sei � ein ho-

mogenes Primelement in R vom Grad d. Sei f(T ) 2 k[T ℄ das zu � geh

�

orige in Y

dehomogenisierte irreduzible Polynom vom Grad d (o. E. gelte � 6� Y ). Sei S die

einfa
he Garbe in 
oh

Z

(X), die in x = R� konzentriert ist. Dann ist End(S) ' k(�),

wobei f(T ) das Minimalpolynom von �

�

uber k ist.

(2) Sei R = k[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine anisotrope quadratis
he Form

�

uber k

ist. Sei � ein homogenes Primelement in R vom Grad d, o. E. � 6� z. Man kann

annehmen, da� Q von der Form aX

2

+ bY

2

+ Z

2

ist. Sei f(X; Y ) das zu � geh

�

orige

in Z dehomogenisierte irreduzible Polynom. Sei S die einfa
he Garbe in 
oh

Z

(X), die

in x = R� konzentriert ist. Dann ist End(S) ' k[X; Y ℄=(aX

2

+ bY

2

+ 1; f(X; Y )).

3.4. Der Beweis der Charakterisierung

Wir

�

ubernehmen die Voraussetzungen aus dem letzten Abs
hnitt. Im folgenden

sei

(3.4.1)

0
O A

O(�!)

0

die Auslander-Reiten-Folge mit Anfangsterm O. Den Mittelterm A nennen wir au
h

in dieser Situation das Auslander-B

�

undel .
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Proposition 3.4.1. Wenn A in zwei Linienb

�

undel zerf

�

allt, so ist H ' Z und

R ' k[X; Y ℄, graduiert dur
h Totalgrad.

Bea
hte, da� wir hier g(X) = 0 ni
ht ben

�

otigen.

Beweis. Wegen der Faktorialit

�

at gibt es h, h

0

2 H mit A ' O(h) � O(h

0

).

Dann 0 < h; h

0

< �!. Insbesondere ist ! < 0, also g(X) = 0, und H = Z. Wegen

! � �2 haben wir " = 1 und ! = �2. Na
h Riemann-Ro
h gilt f

�

ur n � 0, da�

dim

k

R

n

= n + 1. Sind etwa �

1

und �

2

linear unabh

�

angig und vom Grad 1 in R, so

sieht man lei
ht R = k[�

1

; �

2

℄, und somit ist R isomorph zur Polynomalgebra in zwei

Unbestimmten. �

Lemma 3.4.2. Ist g(X) = 0, so gilt R = k[R

1

℄.

Beweis. Wir k

�

onnen annehmen, da� A unzerlegbar ist. Dann ist " = 2 (falls

" = 1, so folgt R ' k[X; Y ℄ wie in Proposition 3.4.1, also A zerlegbar) und ! = �1.

Dann folgt wie in Abs
hnitt 2.2, da� O�A ein Kippb

�

undel ist, und da� O und A bis

auf Vers
hiebung die einzigen Vektorb

�

undel sind. Sei r 6= 0 ein homogenes Element

vom Grad n in R. Dann de�niert r einen Morphismus f 2 Hom(O;O(n)), f 6= 0. Es

folgt dann, da� f in eine Summe von Kompositionen von irreduziblen Morphismen in

Hom(O(l);A(l)) und Hom(A(l);O(l + 1)) (0 � l < n) zerf

�

allt. Insbesondere zerf

�

allt

f in eine Summe von Kompositionen von Morphismen in Hom(O;O(1)), was das

Lemma beweist. �

Beweis von Theorem 5. Sei g := g(X).

(1)=)(4): Sei A unzerlegbar. Dann gilt " = 2, und na
h der Riemann-Ro
h-

Formel ist dim

k

R

n

= 2n + 1 f

�

ur n � 0. Sind �

1

, �

2

, �

3

2 R

1

linear unabh

�

angig,

so gilt na
h Lemma 3.4.2 R = k[�

1

; �

2

; �

3

℄. Betra
hte den kanonis
hen Epimorphis-

mus k[X; Y; Z℄ �! R. Da R die graduierte Krulldimension 2 hat, wird der Kern

von diesem Epimorphismus von einem irreduziblen homogenen Polynom f erzeugt.

Betra
hte die exakte Folge

0
N

R

1




k

R

1

'

R

2

0:

Im Kern N hat man die Relationen �

i


�

j

��

j


�

i

. Wegen dim

k

R

2

= 5 ist dim

k

N =

4. Daher gibt es eine weitere Relation. Damit hat f den Grad 2, ist also quadratis
he

Form. Na
h einem Satz von Samuel ([16, 11.5℄, vgl. au
h 2.3.2) ist diese anisotrop.

(2)=)(1): Sei A unzerlegbar. Falls es kein unzerlegbares Vektorb

�

undel vom Rang

3 gibt, dann sind die unzerlegbaren Mittelterme in der Auslander-Reiten-Folge mit

Anfangsterm A vom Rang � rkA, und daher folgt mit dem Argument aus [33,

Prop. 4.4℄, da� g = 0 oder g = 1 ist. Da die Rangfunktion bes
hr

�

ankt auf den

unzerlegbaren Vektorb

�

undeln ist, zeigt dieses Argument induktiv, da� in jedem Fall

g = 0 oder g = 1 gilt. Ist aber g = 1, dann w

�

are die Rangfunktion unbes
hr

�

ankt

auf den unzerlegbaren Vektorb

�

undeln, wie Argumente aus [3℄ zeigen (vgl. au
h [2,

Prop. 4.1℄):

Sei F

1

= O, F

2

= A. Es gilt dim

k

Hom(O;O) = 1 = dim

k

Hom(O;A) ([3,

Lem. 14℄). Sei F

r�1

ein unzerlegbares Vektorb

�

undel vom Rang r�1 mit detF

r�1

= 0

und dim

k

Hom(O;F

r�1

) = 1. Sei

0
O

F

r

F

r�1

0
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exakt und ni
ht-aufspaltend. Anwendung von Hom(O;�) auf die duale Sequenz

zeigt, da� der Verbindungs-Morphismus Æ ein Monomorphismus ist, und dann folgt

Hom(O;F

r

) ' Hom(O;F

r�1

) ([3, Lem. 14℄). Au�erdem ist F

r

unzerlegbar ([3,

Lem. 16℄). Damit hat man unzerlegbare Vektorb

�

undel beliebig hohen Ranges kon-

struiert.

(3)=)(4): Man kann annehmen, da� A unzerlegbar ist. Es gilt dim

k

R

1

= 1�g+

" + dim

k

R

!�1

� 1 + " und dim

k

R

2

= 1� g + 2 � " + dim

k

R

!�2

� 1 + 2 � ". Wegen

R 6' k[X; Y ℄ folgt " = 2, insbesondere dim

k

R

1

= 3, dim

k

R

2

� 5. Dann folgt wie im

Beweis von \(1)=)(4)", da� R ' k[X; Y; Z℄=Q mit einer anisotropen quadratis
hen

Form Q gilt.

(4)=)(2): Gilt (4), so ist die Rangfunktion auf den unzerlegbaren Vektorb

�

undeln

dur
h 2 bes
hr

�

ankt. �

Korollar 3.4.3. Folgende Aussagen sind

�

aquivalent:

(1) Es ist g(X) = 0.

(2) Es gibt ein Kippb

�

undel

�

uber X.

Beweis. (1)=)(2): Folgt aus Theorem 5 zusammen mit Proposition 2.2.4.

(2)=)(1): Gibt es ein Kippb

�

undel, so gibt es ein exzeptionelles Vektorb

�

undel E.

Aus der Riemann-Ro
h-Formel folgt

0 < h[E℄; [E℄i = (1� g(X)) � rk(E)

2

;

also g(X) = 0. �

Wenn das Auslander-B

�

undel A zerlegbar ist, so folgt g(X) = 0 na
h 3.4.1. Gilt

dies au
h, wenn A unzerlegbar ist? Eine positive Aussage k

�

onnen wir zumindest dann

ma
hen, wenn End(A) ein S
hiefk

�

orper ist.

Lemma 3.4.4. Es gilt g(X) = dim

k

Hom(A;O) = dim

k

radEnd(A). Ist g(X) > 0,

so gilt End(A)= radEnd(A) = k.

Beweis. Sei g := g(X). Die Auslander-Reiten-Folge (3.4.1) induziert die exakten

Folgen von Funktoren (wobei (�;�) = Hom(�;�))

0

(�;O) (�;A) (�;O(�!)) (�;O(�!))= rad(�;O(�!))

0

und

0

(O(�!);�) (A;�) (O;�) (O;�)= rad(O;�)

0:

Ist g = 0, so ist o�enbar au
h radEnd(A) = 0 = Hom(A;O). Gelte g > 0. Setzt man

in die zweite Folge O ein, so erh

�

alt man g = dim

k

R

!

= dim

k

Hom(A;O). Setzt man

in die zweite Folge O(�!) ein, so folgt dim

k

Hom(A;O(�!)) = 1. Setzt man A in

die erste Folge ein, so erh

�

alt man die exakte Sequenz

0

Hom(A;O)

f

Hom(A;A) Hom(A;O(�!))

0:

O�ensi
htli
h landet hierbei der Monomorphismus f in radEnd(A), und aus Dimensi-

onsgr

�

unden ist radEnd(A) das Bild von f , und es folgt End(A)= radEnd(A) = k. �

Korollar 3.4.5. Ist End(A) ein S
hiefk

�

orper, so ist g(X) = 0. �
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Mit Theorem 5 kann man einen weiteren Beweis von Satz 1.6.5 angeben. (Dies

gilt au
h f

�

ur 
har k = 2.) Ist k algebrais
h abges
hlossen, so gilt " = 1. Na
h Theo-

rem 5 gen

�

ugt es, g(X) = 0 zu zeigen. Dies folgt zusammen mit Lemma 1.6.3 aus der

folgenden Aussage.

Lemma 3.4.6. Es gelte " = 1 und g(X) > 0. F

�

ur alle x 2 X mit Æ(~x) = 1 gilt

dann dim

k

R

~x

= 1.

Beweis. Na
h der Riemann-Ro
h-Formel gilt f

�

ur jedes l > 0

dim

k

R

l~x

� dim

k

R

!�l~x

= hO;O(l~x)i = (1� g(X)) + l:

Da H endli
h erzeugt vom Rang 1 ist, gibt es ein l > 0, so da� l~x > !, insbesondere

R

!�l~x

= 0. Es folgt dim

k

R

l~x

� l. Nimmt man dim

k

R

~x

� 2 an, und sind �

1

, �

2

2 R

~x

linear unabh

�

angig, so folgt induktiv, da� die l + 1 Elemente

�

l

1

; �

l�1

1

�

2

; �

l�2

1

�

2

2

; : : : ; �

1

�

l�1

2

; �

l

2

linear unabh

�

angig in R

l~x

sind, was ni
ht sein kann. �

Es bleiben einige Fragen o�en:

� Gilt stets g(X) = 0? Etwas s
hw

�

a
her:

� Gilt stets, da� Æ : H �! Z ein Isomorphismus ist?

� Wenn Æ : H �! Z ein Isomorphismus ist, gilt dann g(X) = 0?

� Na
h 3.4.1 gilt: Ist " � 2, so ist das Auslander-B

�

undel A unzerlegbar. Folgt

umgekehrt aus der Unzerlegbarkeit von A, da� der Typ " � 2 ist?

Die Bejahung der letzten Frage w

�

urde zusammen mit Proposition 3.4.1 den Beweis

vom algebrais
h abges
hlossenen Fall (Satz 1.6.5) drastis
h vereinfa
hen.

Die dritte Frage l

�

a�t si
h

�

uber reell abges
hlossenem Grundk

�

orper bejahen. Zu

untersu
hen ist nur der Fall, wenn A unzerlegbar ist:

Proposition 3.4.7. Sei k ein reell abges
hlossener K

�

orper. Sei R eine H-

graduierte homogene faktorielle k-Algebra. Nimmt man an, da� H torsionsfrei und

das Auslander-B

�

undel A unzerlegbar ist, so ist die Z-graduierte Algebra R isomorph

zu

k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

2

+ Z

2

);

wobei die Unbestimmten X, Y , Z den Grad 1 haben.

Beweis. Da k reell abges
hlossen ist, folgt " � 2. Na
h Theorem 5 gen

�

ugt daher

zu zeigen, da� R = k[R

1

℄ gilt. Wir unters
heiden zwei F

�

alle:

(a) " = 1. Dann folgt aus der Riemann-Ro
h-Formel dim

k

R

1

� 2 und dim

k

R

2

�

3. Aus dim

k

R

1

= 1 folgt dim

k

R

2

= 2, und dann folgt R ' k[�

1

; �

2

℄, wobei �

1

den

Grad 1 und �

2

den Grad 2 hat. Dann w

�

are aber p(x

1

) = 2 (wie aus 1.7.1 (1) folgt),

Widerspru
h. Also ist dim

k

R

1

= 2 und dim

k

R

2

= 3. Wird R

1

von �

1

, �

2

erzeugt, so

wird R

2

von �

2

1

, �

1

�

2

, �

2

2

erzeugt, und es folgt R = k[R

1

℄.

(b) " = 2. Dann haben alle homogenen Primelemente den Grad 1, und daher

R = k[R

1

℄. �
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3.5. Einf

�

ugung und Reduktion von Gewi
hten

Das Reduktionslemma 1.7.1 hat uns s
hon gezeigt, wie man von einer graduiert

faktoriellen Algebra zu einer graduiert faktoriellen Algebra kommt, die homogen ist.

Wir bes
hreiben nun au
h den umgekehrten Proze�, das sogenannte Einf

�

ugen von

Gewi
hten, wel
hes eine Verallgemeinerung von Begri�en aus [37, 43, 44℄ darstellt

(vgl. au
h [31℄). Das Einf

�

ugen von Gewi
hten in Primelementen gestattet, ausge-

hend von homogen faktoriellen Algebren, eine Vielzahl von graduiert faktoriellen

Algebren zu konstruieren. Die praktis
he, explizite Dur
hf

�

uhrbarkeit h

�

angt davon

ab, ob man die Primelemente in der homogenen faktoriellen Algebra kennt. Dies war

�

uber algebrais
h abges
hlossenem Grundk

�

orper problemlos und stellt au
h

�

uber reell

abges
hlossenem Grundk

�

orper kein Hindernis dar.

W

�

ahrend die Reduktion von Gewi
hten eng verwandt ist mit dem Perpendiku-

lar-Kalk

�

ul ([19℄ sowie [32, Prop. 4.2℄, aber au
h innerhalb der Grothendie
k-Gruppe,

vgl. [30℄), was in 3.5.5 gezeigt wird, steht das Einf

�

ugen von Gewi
hten dem Bilden

von Einpunkt-(Co)-Erweiterungen (z. B. [39℄) nahe.

Wir behalten die Voraussetzungen an H und R aus Abs
hnitt 3.1 bei. R ist also

ni
ht notwendig homogen. Sei h 2 H und p 2 N . De�niere H[

h

p

℄ := (H�Z)=Z(�h; p).

S
hreibe

h

p

f

�

ur die Klasse von (0; 1). O�ensi
htli
h gilt p = minfl > 0 j l �

h

p

2 Hg.

Sei r 2 R ein homogenes Element vom Grad h. Sei R[r

1=p

℄ die H[

h

p

℄-graduierte

Algebra R[T ℄=(T

p

�r), wobei deg T =

h

p

(vgl. mit [37, x 4℄, [43℄ und [44, Satz 62.4℄).

O�ensi
htli
h ist die Eins
hr

�

ankung R[r

1=p

℄

jH

= R. Wir sagen, da� wir in r das

Gewi
ht p eingef

�

ugt haben.

Einf

�

ugung von mehr als einem Gewi
ht wird in o�ensi
htli
her Weise induktiv

de�niert. Im folgenden bezei
hne HP

H

(R) die Menge aller homogenen Primelemente

bis auf Assoziiertheit.

Proposition 3.5.1 (Einf

�

ugungs-Lemma). Sei � 2 R ein homogenes Primele-

ment vom Grad h, wel
hes einen gew

�

ohnli
hen Punkt in X induziert, und sei p � 2.

Sei � 2 R[�

1=p

℄ mit �

p

= �. Dann erf

�

ullt die H[

h

p

℄-graduierte Algebra R[�

1=p

℄ wie-

der (F1){(F3), und es gilt

HP

H[

h

p

℄

(R[�

1=p

℄) = HP

H

(R) n f�g [ f�g:

Sei X = Proj

H[

h

p

℄

(R[�

1=p

℄) mit Gewi
htsfunktion p, f

�

ur x 2 X sei �x der assoziierte

Punkt in X. Dann gilt

p(�x) =

(

p x = R�;

p(x) x 6= R�:

Beweis. Sei h =

h

p

, R = R[�

1=p

℄, H = H[

�

h℄. Mit einer lei
ht modi�zierten

Version von Eisensteins Kriterium folgt, da� R graduiert integer ist. Es ist

R=�R ' R=�R

als H-graduierte Algebra und

�R \R = �R:

Daher gilt � 2 HP

H

(R). O�enbar � 62 HP

H

(R).



3.5. EINF

�

UGUNG UND REDUKTION VON GEWICHTEN 35

Sei b 2 HP

H

(R). Dann b 2 HP

H

(R), falls b 2 R, und b � �, falls b 62 R. Sei

umgekehrt b 2 HP

H

(R), b 6� �, �. Falls b das Produkt 
 � d teilt (
, d 2 R), erh

�

alt

man na
h sukzessivem K

�

urzen des Primelements �, da� b das Produkt 


0

� d

0

teilt,

wobei 


0

, d

0

2 R, 


0

teilt 
 und d

0

teilt d. Es folgt b 2 HP

H

(R).

Sei nun r 2 R, r 6= 0 homogen. Ist r 2 R, so hat es eine Zerlegung in ein Produkt

von Primelementen. Ist r 62 R, so ist r 2 �R. Dann r = s � �

l

f

�

ur ein homogenes

s 2 R und ein l > 0. Damit ist R graduiert faktoriell.

Die restli
hen der Eigens
haften (F1){(F3) sind au
h lei
ht na
hzuweisen.

Sei x = R� und S einfa
h konzentriert in �x. Sei h 2 H mit S ' S(h). Dann

gilt R

�x

' R

�x

(h), also gibt es eine homogene Einheit in R

�x

vom Grad h, und es folgt

dann, da� h 2 H ist. Da aber

�

h; : : : ; (p� 1)

�

h 62 H und p

�

h 2 H, folgt p(�x) = p.

Sei nun y 2 X mit y 6= R�, sei S einfa
h konzentriert in �y. Dann gilt S ' S(

�

h).

Sei h 2 H. Es gilt S ' S(h), genau wenn R

�y

' R

�y

(h), und dies gilt, genau wenn

R

y

' R

y

(h), und es folgt p(�y) = p(y). �

Korollar 3.5.2. Die H-graduierte k-Algebra R sei homogen faktoriell. Sei

p = (p

1

; : : : ; p

n

) eine Gewi
htssequenz. Dann erf

�

ullt die H[

~x

p

℄ := H[

~x

1

p

1

; : : : ;

~x

n

p

n

℄-

graduierte Algebra R[�

1=p

℄ := R[�

1=p

1

1

; : : : ; �

1=p

n

n

℄ die Bedingungen (F1){(F3). Die

hinzugef

�

ugten Punkte sind gerade die Ausnahmepunkte und haben die Gewi
hte

p

1

; : : : ; p

n

. �

Ist x 2 X ein exzeptioneller Punkt, so ist x = R�

i

f

�

ur ein i 2 f1; : : : ; ng. Sei

o. E. i = 1. Dann ist p(x) = p

1

. Dann hei�t R

0

= k[�

p

1

1

; �

2

; : : : ; �

n

℄ die in x reduzierte

Algebra. R

0

ist o�ensi
htli
h unabh

�

angig von der Wahl der Erzeuger �

i

von R. Sei H

0

die von ~x

2

; : : : ; ~x

n

erzeugte Untergruppe von H. Im Reduktionslemma 1.7.1 wurde

gezeigt, da� die H

0

-graduierte Algebra R

0

wieder (F1){(F3) erf

�

ullt und da� si
h das

Gewi
ht von x auf 1 reduziert hat.

Definition 3.5.3. Es sei Hz(R) = k[�

p

1

1

; : : : ; �

p

n

n

℄ die Unteralgebra, die dur
h

Hz(H) = hp

1

~x

1

; : : : ; p

n

~x

n

i graduiert wird. Dann hei�t Hz(R) das Herz oder Herzst

�

u
k

von R. Es ist unabh

�

angig von der Auswahl der Erzeuger �

i

, und es ist eine homogene

faktorielle Algebra.

Einf

�

ugen und Reduzieren sind zueinander inverse Prozesse, wie der folgende Satz

zeigt, der nat

�

urli
h au
h f

�

ur Einf

�

ugung und Reduktion von nur einem Gewi
ht gilt:

Proposition 3.5.4. (1) Es ist H ' Hz(H)[

p

1

~x

1

p

1

; : : : ;

p

n

~x

n

p

n

℄, und als graduierte

Algebren sind R und Hz(R)[(�

p

1

1

)

1=p

1

; : : : ; (�

p

n

n

)

1=p

n

℄ isomorph.

(2) Sei R homogen faktoriell. Seien p

1

; : : : ; p

n

� 1 Gewi
hte. Dann ist

Hz(H[

~x

1

p

1

; : : : ;

~x

s

p

s

℄) ' H und als graduierte Algebren Hz(R[�

1=p

1

1

; : : : ; �

1=p

n

n

℄) ' R.

Beweis. Einf

�

ugung von Gewi
hten werde mit � abgek

�

urzt.

(1) Zu zeigen ist H ' Hz(H) und R ' Hz(R). Man hat Epimorphismen ' :

Hz(H) �! H (h 2 Hz(H); h 7! h; p

i

~x

i

7! ~x

i

), und Hz(R) �! R analog de�niert.

Sei h 2 Hz(H) mit '(h) = 0. Na
h De�nition von Hz(R) folgt dann, da� 0 =

P

n

i=1

�

i

~x

i

+ h

0

gilt mit 0 � �

i

� p

i

� 1 und h

0

2 Hz(H). Seien S

i

einfa
he Garben,

die zu den �

i

assoziiert sind. Es folgt S

i

' S

i

(0) ' S

i

(�

i

~x

i

), also �

i

= 0, und es folgt

au
h h

0

= 0 und somit h = 0. Der Epimorphismus zwis
hen den Algebren ist dann ein
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H-graduierter Epimorphismus, und die Isomorphie der graduierten Algebren folgt,

da beide die glei
he Krulldimension haben.

(2) Zu zeigen ist Hz(H) ' H und Hz(R) ' R. Es ist Hz(H) = Hz(h

~x

1

p

1

; : : : ;

~x

n

p

n

i) =

hp

1

~x

1

p

1

; : : : ; p

n

~x

n

p

n

i = h~x

1

; : : : ; ~x

n

i = H, und ebenso folgt die Behauptung f

�

ur die Alge-

bren. �

Proposition 3.5.5. Sei x 2 X ein exzeptioneller Punkt vom Gewi
ht p > 1, sei S

eine zugeh

�

orige einfa
he Garbe, so da� Ext

1

(S;O) 6= 0. Sei R

0

die H

0

-graduierte, in

x reduzierte Algebra, sei X

0

= Proj

H

0

(R

0

). Dann ist 
oh

H

0

(X

0

)

�

aquivalent zur re
hts-

perpendikularen Kategorie von �S; : : : ; �

p�1

S, also insbesondere eine volle, exakte

und erweiterungs-abges
hlossene Unterkategorie von 
oh

H

(X).

Beweis. Man hat eine kanonis
he Inklusion ' : [H

0

;R

0

℄ �! [H;R℄ der Begleit-

kategorien (vgl. [19℄). Dies induziert dur
h Eins
hr

�

ankung einen exakten Funktor

'

�

: Mod

H

(R) �! Mod

H

0

(R

0

);

und au
h einen exakten Funktor

'

�

: Q
oh

H

(X) �! Q
oh

H

0

(X

0

):

De�niere eine Abbildung '

0

: H �! H

0

dur
h '

0

(m~x + h

0

) = h

0

, falls 0 � m < p,

h

0

2 H

0

. Es gilt '

0

(h

0

) = h

0

f

�

ur h

0

2 H

0

, und f

�

ur jedes h 2 H ist '

�

(O

X

(h)) '

O

X

0

(�'

0

(�h)). Nun folgt die Behauptung wie in [19, Thm. 9.5℄:

Sei S eine einfa
he Garbe, konzentriert in y 6= x. Dann hat man die exakte

Sequenz

0

O

X

��

O

X

(~y)

S

0;

wobei � 2 R

0

prim sowohl in R

0

als au
h in R ist und ~y 2 H

0

. Anwendung von '

�

ergibt

0

O

X

0

��

O

X

0

(~y) '

�

S

0:

'

�

S ist also eine einfa
he Garbe, die das glei
he Gewi
ht hat wie S.

Sei nun S eine einfa
he Garbe, die in x konzentriert ist, und sei x = R�; na
h

evtl. Vers
hiebung hat man die exakte Folge

0

O

X

��

O

X

(~x)

S
0:

Anwendung von '

�

liefert

0

O

X

0

��

0

O

X

0

(�'

0

(�~x)) '

�

S

0;

�'

0

(�~x) = p~x, �

0

= �

p

, also ist '

�

S 6= 0 eine einfa
he Garbe

�

uber X

0

. Sei 1 � j �

p� 1. Anwendung von '

�

auf

0

O

X

(j~x)

��

O

X

((j + 1)~x)

�

j

S

0

liefert

0

O

X

0

��

0

O

X

0

'

�

�

j

S

0;

und Multiplikation mit �

0

ist ein Isomorphismus. Also '

�

�

j

S = 0. �
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Korollar 3.5.6. Sei S das Herz von R und H

0

das Herz von H. Sei X =

Proj

H

(R) und Y = Proj

H

0

(S). Seien S

i

die exzeptionell einfa
hen Garben

�

uber X,

so da� Ext

1

(S

i

;O) 6= 0 gilt. Sei X = fS

i

(j~x

i

) j 1 � i � n; 1 � j � p

i

� 1g. Dann

ist 
oh

H

0

(Y)

�

aquivalent zur re
hts-perpendikularen Kategorie X

?

= fF 2 
oh

H

(X) j

Hom(G;F) = 0 = Ext

1

(G;F) f

�

ur alle G 2 Xg von X. �

Definition 3.5.7. Wir nennen g

0

(X) := dim

k

Ext

1

X

(O;O) das homologis
he Ge-

s
hle
ht von X bzw. R.

Im homogenen Fall stimmt es mit dem in 3.2.3 de�nierten Ges
hle
ht

�

uberein,

was im beliebigen Gewi
htsfall ni
ht mehr zutri�t. Wir w

�

ahlen die Bezei
hnungen

homologis
h und g

0

, um es vom virtuellen Ges
hle
ht ([34℄, [30℄) zu unters
heiden.

Aus Korollar 3.5.6 folgt

Korollar 3.5.8. Sei S das Herz von R, sei H

0

das Herz von H. Sei X =

Proj

H

(R) und Y = Proj

H

0

(S). Dann gilt

g

0

(X) = 0 () g(Y) = 0:

Damit ergibt si
h sofort

Korollar 3.5.9. Es gelte g

0

(X) = 0. Dann ist das Herz S von R als graduierte

Algebra isomorph zu k[X; Y ℄ oder zu k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z), wobei Q eine anisotrope

quadratis
he Form

�

uber k ist (beide Algebren graduiert dur
h Totalgrad). �

Korollar 3.5.10. Es gelte g

0

(X) = 0. Dann geht R dur
h Einf

�

ugung von Ge-

wi
hten aus k[X; Y ℄ oder k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z) hervor, wobei Q eine anisotrope qua-

dratis
he Form

�

uber k ist. �

Sei d = (d

1

; : : : ; d

n

) und p = (p

1

; : : : ; p

n

) (d

i

, p

i

2 N , p

i

� 2). Sei L(p;d) die

endli
h erzeugte abels
he Gruppe mit Erzeugern ~x

0

, ~x

1

; : : : ; ~x

n

und Relationen

p

i

~x

i

= d

i

~x

0

; i = 1; : : : ; n

(vgl. [30℄). O�enbar gilt

L(p;d) ' Z[

d

p

℄:

Speziell gilt L(p) = L(p; 1).

Satz 3.5.11. Die kommutative k-Algebra R erf

�

ulle (F1){(F3) und habe homolo-

gis
hes Ges
hle
ht null. Seien p

1

; : : : ; p

n

� 2 die Gewi
hte der Ausnahmepunkte der

zugeh

�

origen Kurve X. Dann ist R als graduierte Algebra isomorph zu einer L(p;d)-

graduierten Algebra der Form

� k[Y

1

; Y

2

; X

1

; : : : ; X

n

℄=(X

p

1

1

� �

1

; : : : ; X

p

n

n

� �

n

), wobei �

1

; : : : ; �

n

paarweise

ni
ht-assoziierte homogene Primelemente in k[Y

1

; Y

2

℄ sind, oder

� k[Y

1

; Y

2

; Y

3

; X

1

; : : : ; X

n

℄=(Q(Y

1

; Y

2

; Y

3

); X

p

1

1

��

1

; : : : ; X

p

n

n

��

n

), wobei Q eine

anisotrope tern

�

are quadratis
he Form

�

uber k ist, und die Restklassen der Po-

lynome �

1

; : : : ; �

n

2 k[Y

1

; Y

2

; Y

3

℄ paarweise ni
ht-assoziierte homogene Prim-

elemente in k[Y

1

; Y

2

; Y

3

℄=Q(Y

1

; Y

2

; Y

3

) sind.

Hierbei ist d = (d

1

; : : : ; d

n

) die Folge der Grade der Primelemente �

i

, und die

L(p;d)-Graduierung ist dur
h gradX

i

= ~x

i

und gradY

i

= ~x

0

gegeben. �
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3.6. Reell abges
hlossener Grundk

�

orper

Wir sind nun in der Lage,

�

uber reell abges
hlossenem K

�

orper k alle graduiert

faktoriellen Algebren, die dur
h Gewi
htseinf

�

ugung aus k[X; Y ℄ und k[X; Y; Z℄=(X

2

+

Y

2

+Z

2

) hervorgehen, explizit anzugeben, da die homogenen Primelemente in diesen

Algebren bekannt sind.

Satz 3.6.1. Sei k ein reell abges
hlossener K

�

orper. Sei R eine kommutative H-

graduierte k-Algebra, die (F1){(F3) erf

�

ullt und das homologis
he Ges
hle
ht null

hat. Dann gilt entweder

(1) R ' k[X

1

; : : : ; X

n

℄=(h

3

; : : : ; h

n

) mit n � 2, und falls n � 3, dann gilt f

�

ur

i = 3; : : : ; t

h

i

= X

p

i

i

�X

p

1

1

+ �

i

X

p

2

2

(�

i

2 k

�

paarweise vers
hieden);

und f

�

ur i = t+ 1; : : : ; n

h

i

= X

p

i

i

� (X

p

1

1

� �

i

X

p

2

2

) � (X

p

1

1

� �

i

X

p

2

2

) (�

i

2 k n k pw. ni
ht-konjugiert);

in diesem Fall gilt H ' L(p;d), wobei d

i

= 1 f

�

ur i = 1; : : : ; t und d

i

= 2 f

�

ur

i = t+ 1; : : : ; n; oder

(2) H ' L(p) und R ' k[X

1

; : : : ; X

n

℄=(X

2p

1

1

+X

2p

2

2

+X

2p

3

3

; g

4

; : : : ; g

n

) mit n � 3,

und falls n � 4, so ist f

�

ur i = 4; : : : ; n

g

i

= X

p

i

i

� �

i

X

p

1

1

� �

i

X

p

2

2

� 


i

X

p

3

3

mit einer Folge von paarweise ni
ht-proportionalen Tripeln (�

i

; �

i

; 


i

), die au�erdem

ni
ht auf den A
hsen k(1; 0; 0), k(0; 1; 0) und k(0; 0; 1) liegen.

Beweis. Den ersten Fall erh

�

alt man, wenn das Herz von R isomorph ist zu

k[X; Y ℄, den zweiten, wenn das Herz von R isomorph ist zu k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

2

+

Z

2

). �

3.7. K

0

(X)

�

uber graduiert faktoriellen Algebren

Wir zeigen, da� die Grothendie
k-Gruppe K

0

(X) von 
oh

H

(X) zusammen mit

der Eulerform und der Auslander-Reiten-Translation ein kanonis
hes Gitter ([30℄,

vgl. Anhang A) de�niert.

Lemma 3.7.1. Sei S eine Z-graduierte k-Algebra, die homogen faktoriell ist. Sei

Y das Z-graduierte projektive Spektrum von S. Sei � = (�

1

; : : : ; �

t

) eine Folge von

ni
ht-assoziierten homogenen Primelementen in S, deren Grade gegeben sind dur
h

d = (d

1

; : : : ; d

t

). Sei p = (p

1

; : : : ; p

t

) eine Gewi
htsfolge. Ist X = Y(p;�) das gradu-

ierte projektive Spektrum von R = S[�

1=p

℄, so ist Pi
X ' L(p;d).

Beweis. Die Pi
ard-Gruppe von X ist isomorph zur Graduierungsgruppe von R,

die wiederum zu Z[

d

p

℄ ' L(p;d) isomorph ist. �

Seien die Voraussetzungen wie im Lemma (o. E. sei S positiv graduiert), R =

S[�

1=p

℄, H = L(p;d). Sei ~x

0

= 1 2 Z � H. Sei r 2 R

~x

0

(� S). Nehme an, da� r

homogen prim in S (ni
ht notwendig prim in R!) ist. Dann hei�t der Cokern W 2


oh

H

(X) der dur
h r induzierten Multiplikation,

(3.7.1)

0

O

X

�r

O

X

(~x

0

)

W

0;
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eine rationale Garbe. Es gilt o�enbar � [W℄ = [W℄ (vgl. 1.4.2). Ist z. B. d

1

= 1 und

r = �

1

, so ist [W℄ = [S

1

℄ + [S

1

(~x

1

)℄ + � � �+ [S

1

((p

1

� 1)~x

1

)℄. Bea
hte, da� es rationale

Garben immer gibt und da� alle dieselbe Klasse in der Grothendie
k-Gruppe haben.

Jedo
h:

Bemerkung. Sei k ein endli
her K

�

orper. Dann gibt es in der dur
h Totalgrad

graduierten Algebra S := k[X; Y ℄ bis auf Assoziiertheit nur endli
h viele homogene

Primelemente vom Grad 1, etwa �

1

; : : : ; �

t

. Sind p

1

; : : : ; p

t

Gewi
hte � 2, so enth

�

alt

S aufgefa�t als Unteralgebra von R := S[�

1=p

℄ keine Primelemente vom Grad 1 2

Z � Z[

1

p

℄. Es gibt hier also keine einfa
he Garbe, die rational ist. Ist k unendli
h, so

gibt es eine sol
he aber immer.

Lemma 3.7.2. Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 3.7.1. Sei w die Klasse

einer rationalen Garbe W. Dann gilt Zw = RadK

0

(X) \ K

0

(X)

0

(wobei K

0

(X)

0

die

Untergruppe bezei
hnet, die von den Klassen einfa
her Garben erzeugt wird).

Beweis. Seien s

1

; : : : ; s

t

Klassen einfa
her exzeptioneller Garben in den ver-

s
hiedenen Ausnahmepunkten x

1

; : : : ; x

t

mit den Gewi
hten p

1

; : : : ; p

t

. Sei x 2

RadK

0

(X) \ K

0

(X)

0

. x ist eine Linearkombination von Klassen einfa
her Garben,

exzeptioneller und gew

�

ohnli
her. Dann ist jeder Teil dieser Linearkombination, der

in einer R

�

ohre T

i

zum � -Orbit von s

i

liegt, ein Radikalelement und deshalb ein Viel-

fa
hes von

P

p

i

�1

j=0

�

j

s

i

(wegen der Orthogonalit

�

at der R

�

ohren).

Es gilt (o. E.) �

j

s

i

= [O((j + 1)~x

i

)℄ � [O(j~x

i

)℄, na
h 3.7.1 gilt also

P

p

i

�1

j=0

�

j

s

i

=

[O(p

i

~x

i

)℄� [O℄ = [O(d

i

~x

0

)℄� [O℄ = d

i

([O(~x

0

)℄� [O℄) = d

i

w:

Sei nun S eine gew

�

ohnli
he einfa
he Garbe, konzentriert in x 2 X. Dann r

�

uhrt x

von einem Punkt y 2 Y her. Also ist ~x 2 Z~x

0

, etwa ~x = q~x

0

. Sei

0

O

X

��

O

X

(~x)

S
0

exakt. Dann [S℄ = [O(~x)℄�[O℄ = q([O(~x

0

)℄�[O℄) = qw. Es folgt die Behauptung. �

Satz 3.7.3. Sei

S =

(

k[X; Y ℄; oder

k[X; Y; Z℄=Q(X; Y; Z); Q anisotrop:

Sei im ersten Fall " = 1, im zweiten " = 2. Sei Y das Z-graduierte projektive Spek-

trum von S.

(1) K

0

(Y) ist das bilineare Gitter V

2

(") (vgl. [30℄).

(2) Sei � = (�

1

; : : : ; �

t

) eine Folge von ni
ht-assoziierten homogenen Primele-

menten in S, deren Grade gegeben sind dur
h d = (d

1

; : : : ; d

t

). Sei p = (p

1

; : : : ; p

t

)

eine Gewi
htsfolge. Sei X = Y(p;�) das graduierte projektive Spektrum von R =

S[�

1=p

℄. Sei w die Klasse einer rationalen Garbe

�

uber X. Dann gilt:

(a) F

�

ur jede koh

�

arente Garbe F

�

uber X ist rkF =

1

"

h[F ℄;wi.

(b) Zusammen mit w ist die Grothendie
k-Gruppe K

0

(X) das kanonis
he Gitter

mit Symbol

�[X℄ =

0

�

p

1

; : : : ; p

t

d

1

; : : : ; d

t

"

d

1

; : : : ; d

t

1

A

:
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Beweis. (1) Sei a

0

= [O

Y

℄, w

0

= [S

0

℄, wobei S

0

eine gew

�

ohnli
he einfa
he Garbe

ist mit deg S

0

= 1. Dann ist K

0

(Y) = Za

0

� Zw

0

, und es ist ha

0

;w

0

i = " deg S

0

= ",

also ist K

0

(Y) = V

2

(").

(2) (a) Es ist

" = minfdim

k

Hom

Y

(O

Y

;S) j S einfa
hg = dim

k

Hom

X

(O

X

;W) = h[O℄;wi;

vgl. 3.3.3.

(b) F

�

ur i = 1; : : : ; t sei S

i

exzeptionell einfa
h, konzentriert in x

i

, wobei x

i

=

R�

1=p

i

i

2 X. Ohne Eins
hr

�

ankung sei Hom(O;S

i

) 6= 0 (i = 1; : : : ; t). Sei a = [O

X

℄, sei

s

i

= [S

i

℄ (i = 1; : : : ; t). Dann gilt (vgl. 3.5.8)

ha; ai = 1; ha;wi = "; ha; s

i

i = "d

i

= hs

i

; s

i

i:

Es ist

B : a; �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

ein Erzeugendensystem von K

0

(X): Na
h dem Vorherigen werden die Klassen von

Garben endli
her L

�

ange erzeugt, und daher au
h die Klassen aller Linienb

�

undel. Der

Satz folgt nun aus A.2.1 (vgl. au
h Lemma A.2.11). �

SeiW eine rationale Garbe. Dann gibt es einen Punkt x 2 X mit Supp(W) = fxg,

und x ist ein rationaler Punkt (im Sinne von [32℄, vgl. au
h 4.2.2): Denn ist r wie in

der kurzen exakten Folge (3.7.1), so kann man zwei F

�

alle unters
heiden:

1.) r ist prim in R; dann ist W einfa
h.

2.) r ist ni
ht prim in R. Dann ist r = �

p

mit p > 1 und � homogen prim in R,

und die Behauptung folgt aus 1.4.2.

Mit 3.5.5 folgt, da� W einen (kommutativen) K

�

orper als Endomorphismen-

ring hat. Denn ist S die einfa
he Garbe

�

uber Y, die in Sr konzentriert ist, so ist

End

X

(W) ' End

Y

(S).

3.8. Ein Kippb

�

undel

Wir konstruieren hier wie in [32℄ ein Kippb

�

undel in 
oh(X), dessen Endomorphis-

menring eine kanonis
he k-Algebra im Sinne von [40℄ ist.

Sei X das graduierte projektive Spektrum von R. Seien die Voraussetzungen wie

in 3.7.3. Es ist also S das Herzst

�

u
k von R, und es gilt g

0

(X) = 0. Wie bisher seien

S

i

einfa
he Garben, die in x

i

konzentriert sind. Wir nehmen ohne Eins
hr

�

ankung an,

da� Ext

1

(S

i

;O) 6= 0 gilt (i = 1; : : : ; t). Sei W eine rationale Garbe. Sei S

i

(j) eine

unzerlegbare Garbe mit Tr

�

ager fx

i

g, L

�

ange j und So
kel S

i

. De�niere Vektorb

�

undel

L

i

(j) (1 � i � t, 1 � j � p

i

� 1) als Mittelterm der O-
ouniversellen Erweiterung

(vgl. [32℄)

0

O

S

i

(j) L

i

(j) S

i

(j)

0

von S

i

(j) und de�niere ein Vektorb

�

undel L als Mittelterm der O-
ouniversellen Er-

weiterung von W

0

O

W

L

W
0:

Hierbei sind

O

S

i

(j) und

O

W im additiven Abs
hlu� add(O) von O.
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Satz 3.8.1. Unter obigen Voraussetzungen gilt:

(1) Man hat kurze exakte Folgen

0

O

"d

i

L

i

(1)

S

i

0

0

L

i

(1) L

i

(2)

�

�1

S

i

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

L

i

(p

i

� 2) L

i

(p

i

� 1)

�

�(p

i

�2)

S

i

0

0

O

"

L

W

0:

(2) Es sind End(L

i

(j)) ' End(S

i

) (kommutative) K

�

orper mit [End(S

i

) : k℄ =

"d

i

, End(L) ist ein S
hiefk

�

orper mit [End(L) : k℄ = "

2

, und im Fall " = 2 ein

Quaternionens
hiefk

�

orper

�

uber k. Ferner hat man die Dimensionen

[Hom(O;L

i

(1)) : k℄ = "d

i

;

[Hom(O;L

i

(1)) : End(L

i

(1))℄ = 1;

[Hom(L

i

(p

i

� 1);L) : End(L)℄ = d

i

;

[Hom(L

i

(p

i

� 1);L) : End(L

i

(p

i

� 1))℄ = ":

(3) Hom(L

i

(j);L

i

0

(j

0

)) = 0 f

�

ur i 6= i

0

, und Hom(L

i

(j);L

i

(j

0

)) = 0 f

�

ur j

0

< j.

(4) Die volle Unterkategorie

L

1

(1) L

1

(2)

� � �

L

1

(p

1

� 2) L

1

(p

1

� 1)

O

L

2

(1) L

2

(2)

� � �

L

2

(p

2

� 2) L

2

(p

2

� 1)

L

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

L

t

(1) L

t

(2)

� � �

L

t

(p

t

� 2) L

t

(p

t

� 1)

de�niert ein Kippb

�

undel T , dessen Endomorphismenring � eine kanonis
he Algebra

im Sinne von [40℄ ergibt; insbesondere sind die Kategorien 
oh

H

(X) und mod(�) de-

riviert

�

aquivalent. Ist H(�;mod

0

(�)) die zu mod

0

(�) geh

�

orige erbli
he Kategorie (im

Sinne von [32℄), wobei mod

0

(�) die separierende tubulare Familie in mod(�) ist, die

aus den �-Moduln vom Rang 0 (=Defekt 0) besteht und mit 
oh

H

0

(X)

�

ubereinstimmt,

so gilt H(�;mod

0

(�)) = 
oh

H

(X).

Beweis. (1) Wie in [32, Prop. 5.4℄.

(2) Da Hom(O;S

i

) = 0, folgt End(L

i

(j)) ' End(S

i

) wie in [32, Prop. 5.1℄.

Ein Argument wie in [32, Prop. 5.3℄ zeigt, da� L keine Selbsterweiterungen hat,

und da [L℄ = "a + w eine Wurzel in K

0

(X) ist, folgt wie in [32, Lem. 5.2℄, da�

End(L) ein S
hiefk

�

orper ist, und dim

k

End(L) = h"a+w; "a+wi = "

2

. Die weiteren

Dimensionsformeln folgen z. B. aus [30, Prop. 10.1℄.

Sei " = 2, sei Y = Proj

Z

(k[X; Y; Z℄=Q) (Q anisotrope quadratis
he Form

�

uber

k). Sei '

�

: 
oh

Z

(Y) �! 
oh

H

(X) der zu '

�

: 
oh

H

(X) �! 
oh

Z

(Y) (wie im Be-

weis von 3.5.5) re
hts-adjungierte Funktor, der 
oh

Z

(Y) voll und exakt in 
oh

H

(X)
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einbettet (vgl. [19, Prop. 9.6℄). Sei

(3.8.1)

0

O

Y

u

A

v

O

Y

(1)

0

die Auslander-Reiten-Folge in 
oh

Z

(Y) (mit unzerlegbarem Auslander-B

�

undel A).

Dann ist o�enbar das Bild unter '

�

0

O

X

'

�

A O

X

(~x

0

)

0

eine exakte Folge in 
oh

H

(X), und End

X

('

�

A) ' End

Y

(A) ist ein Quaternionen-

s
hiefk

�

orper (vgl. 2.2.3). Es gibt eine exakte Folge

0

O

2

X

L

W
0:

Weil W = '

�

S mit S 2 
oh

Z

(Y) einfa
h und das Bild von '

�

erweiterungs-

abges
hlossen ist, gibt es ein B 2 
oh

Z

(Y) mit L ' '

�

B, und B ist unzerlegbar und

vom Rang 2, daher B ' A(n) f

�

ur ein n 2 Z (na
h 2.2.7). Es folgt L ' ('

�

A)(n~x

0

),

und aus Gradgr

�

unden n = 0, also

L ' '

�

A:

Insbesondere ist End(L) ein Quaternionens
hiefk

�

orper.

(3) Folgt wegen [32, Prop. 5.1℄ aus den entspre
henden Beziehungen der S

i

(j).

(4) Wie in [32, Prop. 5.5℄ folgt, da� � eine kanonis
he Algebra ist. Die

�

ubrigen

Aussagen aus (4) folgen dann, weil eine zu [33, Thm. 3.2℄ analoge Aussage gilt:

Demna
h kann mod

�

(�) (der additive Abs
hlu� von mod

+

(�)[mod

0

(�)) identi�ziert

werden mit der vollen Unterkategorie 
oh

H

�

(X) von 
oh

H

(X), wel
he aus den Objekten

F besteht, so da� Ext

1

X

(T ;F) = 0 gilt. Ist F 2 
oh

H

(X), so gibt es ein h 2 H mit

h � 0 und F(h) 2 
oh

H

�

(X). Daraus folgt H(�;mod

0

(�)) = 
oh

H

(X). �

Mit obigen Bezei
hnungen ist die kanonis
he Algebra � die Tensoralgebra einer

Spezies der Form

(3.8.2)

F

1

F

1

F

1

� � �

F

1

F

1

F

1

F

2

F

2

F

2

� � �

F

2

F

2

F

2

k

F

M

k

F

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

F

t

F

t

F

t

� � �

F

t

F

t

F

t

modulo geeigneter Relationen. An den Endpunkten hat man Bimoduln U

i

=

F

i

(U

i

)

k

und V

i

=

F

(V

i

)

F

i

, innerhalb der \Arme" sitzen die Bimoduln F

i

=

F

i

(F

i

)

F

i

.

Im Fall " = 1 ist F = k und der Bimodul M =

k

k

k

�

k

k

k

; im Fall " = 2 ist der

S
hiefk

�

orper F der Quaternionens
hiefk

�

orper End

Y

(A) '

�

a; b

k

�

(wobei Q

�

aquivalent

ist zu �aX

2

� bY

2

+ abZ

2

) und der Bimodul

F

M

k

isomorph zu Hom

Y

(O

Y

;A) bzw.

F

F

k

.

F

�

ur den einfa
hen Spezialfall, da� alle d

i

= 1 sind, geben wir die Relationen an.
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3.8.2. Sei " = 1. Dann gilt mit den Bezei
hnungen aus 3.8.1 o�enbar L

i

(j) '

O(j~x

i

) (1 � i � t, 1 � j � p

i

� 1) und L ' O(~x

0

). Es gilt Hom(O(j~x

i

);O((j +

1)~x

i

)) ' R

~x

i

= k�

i

und Hom

X

(O

X

;O

X

(~x

0

)) ' Hom

Y

(O

Y

;O

Y

(1)) = S

1

(mit S =

k[X; Y ℄, Y = Proj

Z

(S)). Seien �

0

i

2 S

1

= R

~x

0

paarweise ni
ht-assoziierte homogene

Primelemente in S, in die die Gewi
hte eingef

�

ugt worden sind (wobei triviales Gewi
ht

1 zugelassen ist), also �

p

i

i

= �

0

i

(i = 1; : : : ; t).

Es ist �

0

1

, �

0

2

eine k-Basis von S

1

. Seien �

i

2 k

�

(paarweise vers
hieden) mit

�

0

i

� �

0

1

+�

i

�

0

2

(i = 3; : : : ; t), ohne Eins
hr

�

ankung gelte hier Glei
hheit. Dann ergeben

si
h die Relationen

�

p

i

i

= �

p

1

1

+ �

i

�

p

2

2

i = 3; : : : ; t

(und es kann im Fall t � 2 aus der Spezies (3.8.2) der Pfeil, der die Quelle mit der

Senke verbindet, gestri
hen werden).

3.8.3. Sei " = 2. Mit obigen Bezei
hnungen ist S = k[X; Y; Z℄=Q. Seien

�

0

1

; : : : ; �

0

t

2 S

1

= kx � ky � kz die Primelemente, in die die Gewi
hte eingef

�

ugt

worden sind.

Sei i 2 f1; : : : ; tg. Man kann

F

i

(U

i

)

k

identi�zieren mit

F

i

(F

i

)

k

,

F

(V

i

)

F

i

mit

F

F

F

i

,

und man kann F

i

als Teilk

�

orper von F au�assen. Tensorieren entspri
ht der Kompo-

sition von Abbildungen. Den Bimodul

F

M

k

identi�ziere man dabei mit

F

F

k

, indem

man das Element u 2 M (aus der exakten Folge (3.8.1)) mit 1 2 F identi�ziert.

Bezei
hne die zu den Einselementen im i-ten \Arm" geh

�

origen Elemente in der Ten-

soralgebra mit dem gemeinsamen Symbol u

i

. Dann wird das Ideal der Relationen

erzeugt von

(3.8.3) u

1


 u

1


 : : :
 u

1


 u

1

� u

i


 u

i


 : : :
 u

i


 u

i

(i = 2; : : : ; t);

wobei der erste Summand p

1

Faktoren und der zweite Summand p

i

Faktoren enth

�

alt.

Au�erdem erh

�

alt man na
h diesen Identi�kationen folgendes: Aus (3.8.1) be-

kommt man die kurze exakte Folge

0

k
F

�

S

1

0:

Ist i 2 f1; : : : ; tg und b

i

2 F

i

n k, so gilt 0 6= �(b

i

) 2 k�

0

i

. (Dies folgt lei
ht mit

dem kommutativen Diagramm aus dem Beweis von [32, Prop. 5.5℄, wel
hes man hier

analog erh

�

alt, sowie Anwendung des Funktors '

�

(aus dem Beweis von 3.8.1) auf

dieses Diagramm.) Auf diese Weise steht also der i-te \Arm" mit dem Punkt �

0

i

in

Beziehung.

3.9. Kommutative Realisierbarkeit

Definition 3.9.1. Sei (V;w) ein kanonis
hes Gitter. V hei�t kommutativ reali-

sierbar

�

uber k, wenn es eine H-graduierte kommutative k-Algebra R gibt, die (F1){

(F3) erf

�

ullt und das homologis
he Ges
hle
ht null hat, so da� die bilinearen Gitter

(V;w) und K

0

(X) rangisomorph sind (vgl. Abs
hnitt A.1), wobei X = Proj

H

(R)

und K

0

(X) mit der Eulerform, der Auslander-Reiten-Translation und dem Rang von

Garben ausgestattet ist.

Bemerkung. (1) Ist das kanonis
he Gitter ni
ht tubular, so brau
ht man nur

Isomorphie zu fordern. Die Rangisomorphie folgt dann, weil je zwei R

�

ange auf V

�

ahnli
h sind.
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(2) Wir werden sp

�

ater sehen, da� z. B. das tubulare kanonis
he Gitter mit Symbol

0

�

2 2

2 2

1 2

1

A

isomorph ist zum tubularen kanonis
hen Gitter mit Symbol (2 2 j 2).

W

�

ahrend das zweite

�

uber R kommutativ realisierbar ist, ist das erste

�

uber keinem

K

�

orper kommutativ realisierbar.

Die folgenden beiden Aussagen sind Folgerungen aus Satz 3.7.3 und Lem-

ma A.2.11.

Satz 3.9.2. Sei k ein K

�

orper und (V;w) ein kanonis
hes Gitter mit Symbol

�[V ℄ =

0

�

p

1

; : : : ; p

t

d

1

; : : : ; d

t

"

f

1

; : : : ; f

t

1

A

:

Genau dann ist V realisierbar dur
h eine kommutative graduiert faktorielle Algebra,

die dur
h Einf

�

ugung von Gewi
hten aus der Polynomalgebra k[X; Y ℄ hervorgeht, wenn

" = 1, d

i

= f

i

(i = 1; : : : ; t) und k folgende Eigens
haft hat: In k[X; Y ℄ gibt es

paarweise ni
ht-assoziierte homogene Primelemente �

1

; : : : ; �

t

mit grad�

i

= d

i

(i =

1; : : : ; t). �

Satz 3.9.3. Sei k ein K

�

orper (mit 
har k 6= 2), sei Q eine anisotrope tern

�

are

quadratis
he Form

�

uber k, und sei (V;w) ein kanonis
hes Gitter mit Symbol

�[V ℄ =

0

�

p

1

; : : : ; p

t

d

1

; : : : ; d

t

"

f

1

; : : : ; f

t

1

A

:

Genau dann ist V realisierbar dur
h eine kommutative graduiert faktorielle Algebra,

die dur
h Einf

�

ugung von Gewi
hten aus der Algebra k[X; Y; Z℄=Q hervorgeht, wenn

" = 2, d

i

= f

i

(i = 1; : : : ; t) und k folgende Eigens
haft hat: In k[X; Y; Z℄=Q gibt

es paarweise ni
ht-assoziierte homogene Primelemente �

1

; : : : ; �

t

mit grad �

i

= d

i

(i = 1; : : : ; t). �

3.9.4 (Algebrais
h abges
hlossener Grundk

�

orper). Es gibt keine anisotrope qua-

dratis
he Form

�

uber algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper. Jedes homogene Primpo-

lynom in k[X; Y ℄ ist vom Grad 1. Daher sind genau die Symbole der folgenden Form

kommutativ realisierbar: (p

1

p

2

: : : p

t

).

3.9.5 (Reell abges
hlossener Grundk

�

orper). Jede anisotrope tern

�

are quadratis
he

Form ist

�

uber reell abges
hlossenem K

�

orper

�

aquivalent zu aX

2

+ bY

2

+ 
Z

2

mit a,

b, 
 > 0. Jedes homogene Primelement in k[X; Y; Z℄=(aX

2

+ bY

2

+ 
Z

2

) hat Grad 1.

In k[X; Y ℄ hat jedes homogene Primelement Grad 1 oder 2. Es sind also genau die

folgenden Symbole kommutativ realisierbar: (p

1

p

2

: : : p

t

j 2) und

0

�

p

1

; : : : ; p

l

; p

l+1

; : : : ; p

t

1; : : : ; 1; 2; : : : ; 2

1; : : : ; 1; 2; : : : ; 2

1

A

:

3.9.6 (Endli
he Grundk

�

orper und Funktionenk

�

orper). (Wir betra
hten nur K

�

orper

der Charakteristik 6= 2.) Es gibt keine anisotrope tern

�

are quadratis
he Form

�

uber end-

li
hen K

�

orpern, da deren Brauergruppen trivial sind [26, Ch. 3, Cor. 2.10℄ oder [45,
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I.2.2℄). Daher lassen si
h die F

�

alle mit " = 2 ni
ht realisieren. Das glei
he gilt f

�

ur

algebrais
he K

�

orpererweiterungen von C (X) (vgl. [26, Ch. 4, Ex. 1.5℄).

3.10. Grundk

�

orper der rationalen Zahlen

Sei k = Q der K

�

orper der rationalen Zahlen und R = k[X; Y; Z℄=Q, wobei Q eine

anisotrope, tern

�

are quadratis
he Form

�

uber Q ist.

F

�

ur die kommutative Realisierbarkeit von Symbolen mit " = 2 ist die Beantwor-

tung der folgenden Frage von Interesse.

Problem. Gibt es in R zu jedem Grad n 2 N unendli
h viele (paarweise ni
ht-

assoziierte) homogene Primelemente vom Grad n?

Wir vermuten, da� dies gilt. Die folgenden S

�

atze geben eine partielle Antwort.

Proposition 3.10.1. Sei Q(X; Y; Z) = X

2

+ Y

2

+ Z

2

. Sei p eine Primzahl, so

da� p� 1 kein Quadrat ist. Dann ist x

2

+ py

2

prim in R.

Beweis. Nehme an, da�

x

2

+ py

2

= (f

1

(x; y) + �

1

z)(f

2

(x; y) + �

2

z);

mit KoeÆzienten in Q , �

1

, �

2

ni
ht beide = 0 (da das entspre
hende Element in

Q [X; Y ℄ prim ist). Dann folgt

X

2

+ pY

2

� f

1

f

2

(X; Y )� (�

1

f

2

(X; Y )+�

2

f

1

(X; Y ))Z��

1

�

2

Z

2

= �(X

2

+Y

2

+Z

2

);

mit einem � 2 Q . Es folgt

� = ��

1

�

2

�

1

f

2

(X; Y ) = ��

2

f

1

(X; Y )

X

2

+ pY

2

� f

1

f

2

(X; Y ) = �(X

2

+ Y

2

):

� = 0 ist ni
ht m

�

ogli
h, denn sonst w

�

are etwa �

1

= 0, �

2

6= 0, und dann f

1

(X; Y ) = 0,

Widerspru
h. Also ist � 6= 0. Dann f

2

(X; Y ) = 
f

1

(X; Y ) mit 
 = �

�

2

�

1

. Es folgt

(1� �)X

2

+ (p� �)Y

2

= 
f

1

(X; Y )

2

:

Ist f

1

(X; Y ) = aX + bY , so folgt

(1� �)X

2

+ (p� �)Y

2

= 
(a

2

X

2

+ 2abXY + b

2

Y

2

);

und das ergibt a = 0 oder b = 0.

1. Fall: a = 0. Dann ist � = 1 und p� 1 = 
b

2

= (�

2

b)

2

, was ni
ht geht, weil p� 1

kein Quadrat ist.

2. Fall: b = 0. Dann ist � = p und 1 � p = 
a

2

, und es folgt p(p � 1) = (�

2

a)

2

,

was au
h ni
ht sein kann. �

Proposition 3.10.2. Sei R = Q [X; Y; Z℄=Q, wobei Q anisotrop ist. Die Menge

aller n 2 N, f

�

ur die es ein homogenes Primelement vom Grad n gibt, ist na
h oben

unbes
hr

�

ankt.
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Beweis. Man kann o. E. annehmen, da� Q = aX

2

+ bY

2

+ Z

2

(a, b 2 Q ) gilt.

Es ist R = Q [X; Y ℄[(�aX

2

� bY

2

)

1=2

℄ au
h eine H = L(p;d)-graduierte Algebra mit

p = (1; 1; 2) und d = (1; 1; 2), und die Torsionsuntergruppe von L(p;d) ist Z

2

. Sei

Æ : L(p;d) �! Z der Homomorphismus, der ~x, ~y und ~z auf 1 abbildet. Der Kern von

Æ ist dann h~z � ~xi ' Z

2

, und via Æ kann man R au
h L(p;d)-graduiert betra
hten,

und dies induziert kanonis
he Funktoren

F

�

: Mod

H

(R) �! Mod

Z

(R); (F

�

M)

n

=

M

Æ(h)=n

M

h

(Push-Down-Funktor) und

F

�

: Mod

Z

(R) �! Mod

H

(R); (F

�

M)

h

=M

Æ(h)

(Pull-Up-Funktor), und es gilt

F

�

F

�

M 'M �M(~z � ~x); F

�

F

�

N ' N �N:

Es werden dann Funktoren �

�

und �

�

de�niert dur
h die folgenden Diagramme, wobei

X = Proj

H

(R) und Y = Proj

Z

(R):

Q
oh

H

(X)

�(X;�)

�

�

Q
oh

Z

(Y)

Mod

H

(R)

F

�

Mod

Z

(R)

f

�

Q
oh

Z

(Y)

�(Y;�)

�

�

Q
oh

H

(X)

Mod

Z

(R)

F

�

Mod

H

(R)

f

�

.

Es gilt

�

�

O

X

' O

Y

und

�

�

(F(h)) ' �

�

(F)(Æ(h))

f

�

ur jedes F 2 
oh

H

(X) und h 2 H. Wenn

0

O

X

��

O

X

(~�)

S

0;

exakt ist, wobei � ein H-homogenes Primelement ist, so ist au
h

0

O

Y

��

O

Y

(Æ(~�)) �

�

S

0

exakt. Also hat �

�

S endli
he L

�

ange, und es ist deg �

�

S = Æ(~�) = deg S. Wendet man

nun �

�

auf die letzte exakte Sequenz an, so erh

�

alt man die exakte Sequenz

0

O

X

�O

X

(~z � ~x) O

X

(~�)�O

X

(~� + ~z � ~x) �

�

�

�

S

0:

Es folgt, da� �

�

�

�

S ' S � S(~z � ~x), also `(�

�

�

�

S) = 2. Es folgt dann `(�

�

S) � 2.
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In R gibt es die H-homogenen Primelemente x

d

+ py

d

(d 2 N , p Primzahl).

Diese zerfallen na
h dem Vorherigen in h

�

o
hstens zwei Z-homogene Primelemente

(vgl. 1.4.2), und daraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung. Sei Q = X

2

+ Y

2

+ Z

2

. Die Voraussetzung \p� 1 kein Quadrat"

in 3.10.1 ist notwendig, und in 3.10.2 k

�

onnen die H-homogenen Primelemente in

zwei Z-homogene Primelemente zerfallen: Sei p eine Primzahl und p � 1 = a

2

ein

Quadrat. x

2

+py

2

ist H-homogen prim, aber ni
ht Z-homogen prim, denn x

2

+py

2

=

(z � ay)(z + ay).

3.11. Die domestizierten und tubularen F

�

alle

Die Tabellen 3.1 und 3.2 geben f

�

ur die domestizierten und tubularen Symbole

([30℄, vgl. au
h Anhang A), die kommutativ realisierbar sind, jeweils ein Beispiel

f

�

ur eine kommutative Realisierung an. Die angegebenen graduierten Algebren (bzw.

deren Graduierungsgruppen) erh

�

alt man dur
h Einf

�

ugen von Gewi
hten aus den Al-

gebren k[X; Y ℄ (im Fall " = 1) oder k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

2

+ Z

2

) (im Fall " = 2)

�

uber

einem geeigneten K

�

orper k (bzw. aus der Gruppe Z).

Die Realisierung des tubularen Symbols

0

�

2

2 2

2

1

A

�

uber Q erh

�

alt man mit 3.10.1.

Symbol K

�

orper Faktorielle Algebra Graduierung

(p) bel. k[X; Y ℄ L(1; p)

0

�

p

2

2

1

A

Q ; R k[X; Y; Z℄=(Z

p

�X

2

� Y

2

) L((1; 1; p); (1; 1; 2))

�

p 2

�

Q ; R k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

2

+ Z

2p

) L(1; 1; p)

0

�

2

3

3

1

A

Q Q [X; Y; Z℄=(Z

2

�X

3

� 2Y

3

) L((1; 1; 2); (1; 1; 3))

�

p

1

p

2

�

bel. k[X; Y ℄ L(p

1

; p

2

)

0

�

2 n

2 1

2 1

1

A

Q ; R k[X; Y; Z℄=(Z

2

�X

2

� Y

2n

) L((1; n; 2); (1; 1; 2))

0

�

2 3

1 2

1 2

1

A

Q ; R k[X; Y; Z℄=(Z

3

�X

2

� Y

4

) L((1; 2; 3); (1; 1; 2))

�

2 2 n

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

2

+ Z

n

) L(2; 2; n)

�

2 3 3

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

3

+ Z

3

) L(2; 3; 3)

�

2 3 4

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

3

+ Z

4

) L(2; 3; 4)

�

2 3 5

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

3

+ Z

5

) L(2; 3; 5)

Tabelle 3.1. Realisierung der domestizierten Symbole
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Symbol K

�

orper Faktorielle Algebra Graduierung

0

�

2

4

4

1

A

Q Q [X; Y; Z℄=(Z

2

�X

4

� Y

4

) L

�

1; 1; 2

1; 1; 4

�

0

�

3

3

3

1

A

Q Q [X; Y; Z℄=(Z

3

�X

3

� Y

3

) L

�

1; 1; 3

1; 1; 3

�

0

�

2

2 2

2

1

A

Q Q [X; Y; Z;W ℄=

�

X

2

+ Y

2

+ Z

2

;

W

2

�X

2

� 3Y

2

�

L

�

1; 1; 1; 2

1; 1; 1; 2

�

0

�

2 2

1 3

1 3

1

A

Q Q [X; Y; Z℄=(Z

2

�X

3

� 2Y

6

) L

�

1; 2; 2

1; 1; 3

�

0

�

2 4

1 2

1 2

1

A

Q ; R k[X; Y; Z℄=(Z

4

�X

2

� Y

4

) L

�

1; 2; 4

1; 1; 2

�

0

�

2 2

2 2

2 2

1

A

Q ; R k[X; Y; U; V ℄=

�

U

2

�X

2

� Y

2

;

V

2

�X

2

� 2Y

2

�

L

�

1; 1; 2; 2

1; 1; 2; 2

�

0

�

3 3

1 2

1 2

1

A

Q ; R k[X; Y; Z℄=(Z

3

�X

2

� Y

6

) L

�

1; 3; 3

1; 1; 2

�

�

2 2 2

�

Q ; R k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

4

+ Z

4

) L(1; 2; 2)

�

2 3 6

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

3

+ Z

6

) L(2; 3; 6)

�

2 4 4

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

4

+ Z

4

) L(2; 4; 4)

�

3 3 3

�

bel. k[X; Y; Z℄=(X

3

+ Y

3

+ Z

3

) L(3; 3; 3)

0

�

2 2 2

1 1 2

1 1 2

1

A

Q ; R k[X; Y; Z℄=(Z

2

+X

4

+ Y

4

) L

�

2; 2; 2

1; 1; 2

�

(2 2 2 2) jkj > 2 k[X; Y; U; V ℄=

�

U

2

+X

2

+ Y

2

;

V

2

+X

2

+ �Y

2

�

L(2; 2; 2; 2)

� 6= 0; 1

Tabelle 3.2. Realisierung der tubularen Symbole



KAPITEL 4

Tubulare exzeptionelle Kurven

4.1. Die Resultate

In diesem Kapitel sei k ein K

�

orper. Wir formulieren die Hauptergebnisse dieses

Kapitels. Die ben

�

otigten Begri�e werden in darau�olgenden Abs
hnitten erl

�

autert.

Wir verwenden den Begri� einer exzeptionellen Kurve und der Kategorie der

koh

�

arenten Garben dar

�

uber (vgl. [31℄, [29℄). Sei X eine tubulare exzeptionelle Kurve.

Die Automorphismengruppe der Grothendie
k-Gruppe induziert eine Operation auf

der Menge Q = Q [ f1g. Die Bahnen dieser Operation hei�en Anstiegsklassen

(De�nition A.3.4). Im Gegensatz zum algebrais
h abges
hlossenen Fall, wo nur eine

Anstiegsklasse existiert, k

�

onnen im allgemeinen zwei Anstiegsklassen auftreten.

Satz 4.1.1. Sei k ein K

�

orper und X eine tubulare exzeptionelle Kurve. Dann hat

die Grothendie
k-Gruppe K

0

(X) h

�

o
hstens zwei Anstiegsklassen in Q ; diese liegen

jeweils di
ht in Q . Es gibt F

�

alle, die genau zwei Anstiegsklassen haben.

Diese Aussage wird im Anhang A.5 bewiesen. Im Anhang A be�nden si
h die

K-theoretis
hen Grundlagen f

�

ur das vorliegende Kapitel.

Sei H = 
oh(X) die Kategorie der koh

�

arenten Garben

�

uber der tubularen exzep-

tionellen Kurve X. AufH hat man den Begri� eines Anstiegs, und man de�niert dann

f

�

ur jedes q 2 Q die volle Unterkategorie H

(q)

, die aus den semistabilen Objekten vom

Anstieg q besteht. Diese R

�

ohrenkategorien

�

uberde
ken die gesamte Kategorie 
oh(X).

Satz 4.1.1 ist verantwortli
h f

�

ur das Auftreten von maximal zwei unters
hiedli
hen

Typen von sol
hen R

�

ohrenkategorien.

Theorem 6. Sei k ein K

�

orper und X eine tubulare exzeptionelle Kurve, so da�

der Rang der Grothendie
k-Gruppe K

0

(X) gr

�

o�er als drei ist. Sei H = 
oh(X) die Ka-

tegorie der koh

�

arenten Garben

�

uber X. Dann ist jede R

�

ohrenkategorie H

(q)

(q 2 Q )

ni
ht-trivial, und die Automorphismengruppe AutD

b

(X) der derivierten Kategorie

D

b

(X) von 
oh(X) operiert auf der Menge der R

�

ohrenkategorien H

(q)

[n℄ (q 2 Q ,

n 2 Z) mit h

�

o
hstens zwei Bahnen. Diese Bahnen korrespondieren mit den Anstiegs-

klassen von K

0

(X) in Q .

In Theorem 7 auf Seite 59 �ndet man eine st

�

arkere und pr

�

azisere Fassung dieses

Theorems. Dort werden au
h die meisten derjenigen F

�

alle behandelt, in denen die

Grothendie
k-Gruppe vom Rang drei ist. Als Anwendung ergibt si
h ein Struktur-

satz f

�

ur die Moduln

�

uber einer tubularen verste
kt-kanonis
hen Algebra (Theorem 8,

Seite 68). Wir pr

�

asentieren an dieser Stelle ein Beispiel, wel
hes die Struktur einer

sol
hen Modulkategorie verdeutli
ht. Es ist ein Beispiel einer kanonis
hen Algebra

�

uber den reellen Zahlen, wel
hes die auftretenden E�ekte

�

uber ni
ht-algebrais
h-ab-

ges
hlossenem K

�

orper illustriert. Der Zugang ergibt si
h dur
h eine kommutative

graduiert faktorielle Algebra.

49



50 4. TUBULARE EXZEPTIONELLE KURVEN

Beispiel 4.1.2. Sei R die L(2; 2)-graduiert faktorielle Algebra

R[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

4

+ Z

4

);

die aus R[X; Y; Z℄=(X

2

+ Y

2

+Z

2

) = R[x; y; z℄ dur
h Einf

�

ugung des Gewi
hts 2 in y

und z entsteht. Das graduiert projektive Spektrum X de�niert eine tubulare exzep-

tionelle Kurve. Die tubulare kanonis
he R-Algebra �

1

mit unterliegender Spezies

C

H

R

C

C

H

H ;

C

H

wobei hier gewisse Relationen gelten, l

�

a�t si
h als Kippb

�

undel in H = 
oh(X) reali-

sieren. Die Kategorie der unzerlegbaren Moduln

�

uber �

1

hat die folgende Struktur:

P

S

1

S

q

S

0

I

q 2 ]1;1]_ ]�1; 0[

Abbildung 4.1. Die Struktur von ind�

1

Es ist P die pr

�

aprojektive Komponente, I die pr

�

ainjektive Komponente. S

1

ist ei-

ne R

�

ohrenfamilie, die eine R

�

ohre mit einem projektiven Modul enth

�

alt. Entspre
hend

ist S

0

eine R

�

ohrenfamilie, die eine R

�

ohre mit einem injektiven Modul enth

�

alt. F

�

ur je-

des q 2 ℄1;1℄_ ℄�1; 0[ hat man eine separierende R

�

ohrenfamilie aus stabilen R

�

ohren

S

q

(die si
h aus den R

�

ohrenkategorien H

(q)

ergeben). (Dabei ist ℄1;1℄_ ℄�1; 0[ die

Vereinigung der in Q gebildeten Intervalle, und diese ist so geordnet, da� die einzel-

nen Intervalle ihre nat

�

urli
he Ordnung behalten und da� jedes Element in ℄ �1; 0[

gr

�

o�er ist als jedes Element in ℄1;1℄; es gilt dann Hom(S

q

;S

q

0

) 6= 0 nur f

�

ur q � q

0

.)

Diese stabilen R

�

ohrenfamilien zerfallen in zwei Isomorphieklassen: Sei q =

a

b

, wobei

a und b teilerfremd sind.

� Sei b gerade. Dann hat jedes einfa
he Objekt in S

q

Endomorphismenring C .

� Sei b ungerade. Dann kommt jeder der S
hiefk

�

orper R, C , H vor als Endo-

morphismenring eines einfa
hen Objektes in S

q

.

Insbesondere sind die Kategorien S

q

und S

q

0

ni
ht

�

aquivalent, falls die Nenner von q

und q

0

ni
ht-kongruent modulo 2 sind. Umgekehrt gilt: Sind die Nenner von q und q

0

kongruent modulo 2, so gibt es einen Automorphismus auf der derivierten Kategorie
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D

b

(�

1

) von mod(�

1

), der S

q

in S

q

0

�

uberf

�

uhrt; insbesondere sind dann S

q

und S

q

0

�

aquivalent.

Es gibt eine weitere tubulare kanonis
he R-Algebra �

2

, die si
h ebenfalls als

Kippb

�

undel in 
oh(X) realisieren l

�

a�t, mit unterliegender Spezies

R

C

C

C

H

C�C

C

H

H

(und gewissen Relationen) mit folgenden Eigens
haften:

� �

1

und �

2

sind deriviert-

�

aquivalent. Genauer: �

1

ist verste
kt-kanonis
h

(insbesondere gekippt) vom Typ �

2

, und �

2

ist verste
kt-kanonis
h vom

Typ �

1

.

� �

1

und �

2

sind ni
ht isomorph.

� Der unterliegende Bimodul von �

1

ist vom Typ (4; 1), der von �

2

vom Typ

(2; 2).

Das Auftreten von zwei Isomorphieklassen von separierenden tubularen Famili-

en (von stabilen R

�

ohren) einer tubularen Algebra ist ein Ph

�

anomen, wel
hes

�

uber

algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper ni
ht in Ers
heinung tritt (vgl. [39℄, [34℄).

Die neu auftretenden E�ekte im tubularen Fall

�

uber ni
ht-algebrais
h-abge-

s
hlossenem K

�

orper k

�

onnen also mit Hilfe der Theorie der graduiert faktoriellen Al-

gebren errei
ht und gut bes
hrieben werden. Dieser Zugang funktioniert allgemein

f

�

ur viele der tubularen F

�

alle. Es sei aber betont, da� si
h ni
ht jeder der tubularen

F

�

alle dur
h eine kommutative graduiert faktorielle Algebra realisieren l

�

a�t.

Das fundamentale Konzept zum Beweis der Hauptergebnisse dieses Kapitels ist

die Konstruktion von sogenannten Mutationen an R

�

ohren (oder au
h Vers
hiebungs-

automorphismen) auf der derivierten Kategorie sowie die Konstruktion einer Kate-

gorie mit Eigens
haften einer \Garbenkategorie", vgl. [32℄, wodur
h die Verbindung

zu den exzeptionellen Kurven und den koh

�

arenten Garben dar

�

uber gegeben ist.

Diese Garbenkategorien sind erbli
h, und daher ist der

�

Ubergang zur derivierten

Kategorie sehr einfa
h. In der Tat werden wir es wie in [18, 34℄ vorziehen, in der

Garbenkategorie anstatt der Modulkategorie zu arbeiten. Ergebnisse lassen si
h dann

lei
ht auf die Modulkategorie

�

ubertragen.

Ein weiterer wi
htiger Bestandteil der Beweise ist die Klassi�kation der tubularen

Symbole [30℄, also der Grothendie
k-Gruppen der tubularen Algebren, wie wir sie

im Anhang A.5 vornehmen.

Ein weiteres Ergebnis dieses Kapitels bezieht si
h auf die Darstellbarkeit von Wur-

zeln in der Grothendie
k-Gruppe als Klassen von unzerlegbaren Garben (Satz 4.8.3).

Ferner zeigen wir, da� si
h jedes tubulare Symbol (ein abstraktes Modell f

�

ur ei-

ne Grothendie
k-Gruppe einer tubularen Algebra) realisieren l

�

a�t als Grothen-

die
k-Gruppe einer tubularen kanonis
hen Algebra

�

uber einem geeigneten K

�

orper

(Satz 4.7.4).



52 4. TUBULARE EXZEPTIONELLE KURVEN

4.2. Garbenkategorien

�

uber exzeptionellen Kurven

In [32℄ werden die (zusammenh

�

angenden) verste
kt-kanonis
hen Algebren 
ha-

rakterisiert als diejenigen zusammenh

�

angenden Artin-Algebren �, deren Kategorie

der endli
h erzeugten Re
htsmoduln mod(�) eine aufri
htige separierende exakte

Unterkategorie mod

0

(�) besitzt, die mod

+

(�) von mod

�

(�) separiert. Es gilt also

mod(�) = mod

+

(�) _mod

0

(�) _mod

�

(�):

In [32℄ wird einer sol
hen Algebra � mit �xierter separierender tubularer Familie

mod

0

(�) eine erbli
he Kategorie H(�) = H(�;mod

0

(�)) zugeordnet, die die Voraus-

setzungen des folgenden Satzes erf

�

ullt. Im folgenden sei � immer zusammenh

�

angend

und verste
kt-kanonis
h. Ist � eine kanonis
he k-Algebra im Sinne von [40℄, so be-

zei
hnen wir die volle Unterkategorie von mod(�) der Moduln vom Defekt null ([40℄)

als zentrale separierende tubulare Familie.

Proposition 4.2.1 (Lenzing [29℄). Sei H eine abels
he, kleine k-Kategorie oh-

ne Projektive 6= 0, wel
he erbli
h und noethers
h ist, und einen Kippkomplex be-

sitzt. Dann gibt es eine kanonis
he Algebra �, so da� H

�

aquivalent ist zu H(�) =

H(�;mod

0

(�)), wobei mod

0

(�) die zentrale separierende tubulare Familie in mod(�)

bezei
hnet. �

�

Uber algebrais
h abges
hlossenem K

�

orper k sind die Kategorien mit obiger Ei-

gens
haft gerade die Kategorien 
oh(X)

�

uber gewi
hteten projektiven Kurven X,

vgl. [27℄. Wir bezei
hnen H(�) = H(�;mod

0

(�)) au
h mit 
oh(X) (vgl. [31℄), wobei

X die Parametermenge ist in der Zerlegung

mod

0

(�) =

a

x2X

U

x

;

in der U

x

zusammenh

�

angende, einreihige L

�

angenkategorien sind. Wir sagen, da� X,

versehen mit der Kategorie 
oh(X), eine exzeptionelle Kurve ist ([29℄, [31℄); als Menge

steht X in Bijektion zu den regul

�

aren Komponenten eines zahmen Bimoduls.

F

�

ur mehr Details der Theorie der exzeptionellen Kurven verweisen wir auf [31℄.

Die Kategorien mod(�) und 
oh(X) sind deriviert

�

aquivalent:

D

b

(�) ' D

b

(X);

insbesondere gilt f

�

ur die Grothendie
k-Gruppen K

0

(�) = K

0

(X).

Bezei
hne mit 
oh

0

(X) die volle Unterkategorie, die aus den Objekten endli
her

L

�

ange besteht, und mit 
oh

+

(X) die volle Unterkategorie, die aus den torsionsfreien

Objekten besteht. Dann gilt mod

0

(�) = 
oh

0

(X) und mod

+

(�) � 
oh

+

(X).

Im folgenden sei rk : K

0

(X) �! Z der Rang, der von der Garbenkategorie 
oh(X)

herr

�

uhrt. F

�

ur jedes F 2 
oh(X), F unzerlegbar, gilt also

F 2 
oh

+

(X) () rk(F ) > 0:

Na
h Abs
hnitt A.1 gibt es ein eindeutig bestimmtes w im Radikal der Grothen-

die
k-Gruppe K

0

(X), wel
hes einen direkten Summanden in K

0

(X) erzeugt, und so,

da� rk aus der Linearform h�;wi dur
h Normieren entsteht. Wir s
hreiben dann

au
h rk = rk

w

(vgl. Abs
hnitt A.1).

F

�

ur jedes x 2 X sei p(x) das Gewi
ht von x, also die Anzahl der einfa
hen Objekte

in der einreihigen Kategorie U

x

(der Rang der \R

�

ohre"). Es ist p(x) = 1 f

�

ur fast alle
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x 2 X, und alle p(x) sind nat

�

urli
he Zahlen ([32, S 8℄). Bezei
hne mit x

1

; : : : ; x

t

2 X

die Punkte, so da� p

i

:= p(x

i

) > 1 gilt (i = 1; : : : ; t).

Es gibt ein exzeptionelles Vektorb

�

undel L vom Rang 1, so da� es f

�

ur i = 1; : : : ; t

bis auf Isomorphie genau eine exzeptionelle einfa
he Garbe S

i

gibt, die in x

i

konzen-

triert ist, und so, da� Hom(L; S

i

) 6= 0 gilt. Wir nennen ein sol
hes Linienb

�

undel L

speziell , oder genauer speziell bzgl. S

1

; : : : ; S

t

.

Mit einem speziellen Linienb

�

undel L kann man in K

0

(X) eine w-kanonis
he Basis

(vgl. Anhang A.2.1) konstruieren ([32℄). F

�

ur jedes x 2 X sei (wobei hier j � j f

�

ur

dim

k

(�) steht)

e(x) :=

jHom(L; S

x

)j

jEnd(S

x

)j

; f(x) :=

1

"

jHom(L; S

x

)j

jEnd(L)j

:

Es sei f

i

:= f(x

i

), e

i

:= e(x

i

) und d

i

:= e

i

f

i

(i = 1; : : : ; t). Dann ist (K

0

(X);w) ein

kanonis
hes Gitter mit Symbol (vgl. A.2.1)

�[X℄ =

0

�

p

1

; : : : ; p

t

d

1

; : : : ; d

t

"

f

1

; : : : ; f

t

1

A

:

Ist w

x

=

P

p(x)

j=1

�

j

[S

x

℄ f

�

ur jedes x 2 X, so gilt w

x

= f(x)w und e(x) = f(x)

"jEnd(L)j

jEnd(S

x

)j

.

Insbesondere sind die Zahlen e(x) und f(x) unabh

�

angig von der Auswahl von L

(vgl. A.2.10). f(x) hei�t der Index , e(x) die Multiplizit

�

at von x. Der Punkt x (bzw.

das Objekt S

x

) hei�t rational , falls f(x) = 1, und multiplizit

�

atenfrei , falls e(x) = 1

gilt.

Na
h [32, S 9℄ gibt es eine Rangfunktion auf K

0

(X), die die unzerlegbaren Moduln

in ind(�) separiert von mod

0

(�). Mit der Separierungseigens
haft ist diese Rangfunk-

tion nur abh

�

angig von der separierenden tubularen Familie mod

0

(�):

Lemma 4.2.2. Sei r : K

0

(X) �! Z eine Rangfunktion (vgl. Anhang A.1), so da�

r([F ℄)

(

= 0 f

�

ur alle F 2 mod

0

(�)

> 0 f

�

ur ein F 2 mod

+

(�):

Dann gilt

r = rk

w

:

Beweis. Sei K

0

(X)

0

= Kern rk

w

. Sei w

0

Erzeuger einer 1-R

�

ohre mit r = rk

w

0

. Sei

x 2 X. Es gilt w

x

= f(x)w. Es gibt ein F 2 mod

0

(�) mit [F ℄ = w

x

. Es folgt r(w) =

0, also hw

0

;wi = 0, also hat w

0

den w-Rang 0. Wegen K

0

(X)

0

\ RadK

0

(X) = Zw

(mittels [32, S 13℄ wie in 3.7.2) folgt w

0

= �w. Aus der Positivit

�

atseigens
haft von

r folgt dann w = w

0

. �

Die folgende Aussage spiegelt eine Situation wider, die der Faktorialit

�

at nahesteht.

Proposition 4.2.3. Sei X multiplizit

�

atenfrei, d. h. es gelte e(x) = 1 f

�

ur alle

x 2 X. Dann gibt es bis auf Vers
hiebung ([32, S 10℄) nur ein Linienb

�

undel in


oh(X).
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Beweis. Seien L und L

0

Linienb

�

undel, L speziell. Na
h Vers
hiebung kann man

annehmen, da� L, L

0

2 mod

+

(�) gilt. Na
h [32, S 15℄ gilt f

�

ur x 2 X, n � 0,

Hom(L; L

0

(nx)) 6= 0. Da jedes Linienb

�

undel stabil ist, erh

�

alt man eine Folge

L = L

0

f

1

L

1

f

2

L

2

� � �
L

t�1

f

t

L

t

= L

0

(nx);

wobei L

i

Linienb

�

undel und f

i

1-irreduzible (analog zu Abs
hnitt 1.3 de�niert) Mono-

morphismen sind. Die Cokerne S

i

von f

i

sind einfa
h, konzentriert in y

i

2 X. Wegen

e(y

i

) = 1 ist jedes S

i

Cokern von einem Monomorphismus �

�1

y

i

L

i

�! L

i

, und damit

erh

�

alt man [L

i�1

(y

i

)℄ = [L

i

℄, also sind alle L

i

exzeptionell und L

i

' L

i�1

(y

i

), und

daher gehen L und L

0

dur
h Vers
hiebung ineinander

�

uber. �

Lemma 4.2.4 ([23℄). Seien E und F exzeptionelle Objekte in 
oh(X). Dann

[E℄ = [F ℄ =) E ' F:

Wir geben hier ohne Beweis einen zu [32, Prop. 4.2℄ und Korollar 3.5.6 analogen

Satz an (vgl. au
h [31, Thm. 3.5℄).

Proposition 4.2.5 (Reduktion von Gewi
hten). Sei X eine exzeptionelle Kurve

mit Ausnahmepunkten x

1

; : : : ; x

t

, Gewi
hten p

1

; : : : ; p

t

und exzeptionellen einfa
hen

Objekten S

1

; : : : ; S

t

. Die re
hts-perpendikulare Kategorie

f�

j

S

i

j 1 � i � t; �1 6� jmod p

i

g

?

in 
oh(X) ist

�

aquivalent zu 
oh(Y)

�

uber einer exzeptionellen Kurve Y, wobei 
oh(Y) =

H(�) gilt, und � eine zahm-erbli
he Bimodulalgebra ist. �

Lemma 4.2.6. Es gibt modulo Aut(
oh(X)) h

�

o
hstens zwei spezielle Linienb

�

undel.

Beweis. Sei S

1

; : : : ; S

t

eine feste Auswahl von Einfa
hen aus jeder Ausnah-

mer

�

ohre. Sei L ein spezielles Linienb

�

undel. Na
h Anwendung von einem geeigneten

Automorphismus (vgl. 4.4.1) kann man annehmen, da� L speziell bzgl. S

1

; : : : ; S

t

ist.

Na
h entspre
hender Reduktion von Gewi
hten kann man dann annehmen, da� X

homogen ist, und die Aussage ist dann klar. �

Korollar 4.2.7. Der Typ des Bimoduls aus 4.2.5 ist, bis auf Permutation der

Eintr

�

age, eine Invariante von 
oh(X); der Typ ist (2; 2), falls " = 1 gilt, und er ist

(1; 4) oder (4; 1), falls " = 2 gilt. �

Wir nennen " (bzw. den Typ des unterliegenden Bimoduls) au
h den Typ von X.

4.3. R

�

ohren- und Intervallkategorien

Sei � eine verste
kt-kanonis
he Algebra, von der wir stets annehmen, da� sie

zusammenh

�

angend ist. Sei mod

0

(�) eine separierende tubulare Familie in mod(�).

Sei 
oh(X) die zugeh

�

orige Garbenkategorie.

Definition 4.3.1. � (bzw. X) hei�t tubular , falls Æ[K

0

(X)℄ = 0 gilt (vgl. [30℄

bzw. Abs
hnitt A.2).

Eine verste
kt-kanonis
he Algebra ist genau dann tubular, falls das virtuelle Ge-

s
hle
ht

1

von X glei
h 1 ist, was genau dann der Fall ist, wenn das Radikal von K

0

(X)

1

[18℄. In [32℄ wird es einfa
h nur Ges
hle
ht genannt.
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eine freie abels
he Gruppe vom Rang 2 ist (in den

�

ubrigen F

�

allen ist es vom Rang 1).

Diese Bedingungen sind

�

aquivalent dazu, da� � zahm vom tubularen Typ ist ([32,

Thm. 7.1℄).

Wir nennen eine tubulare verste
kt-kanonis
he Algebra au
h kurz tubulare Alge-

bra.

Im Rest dieses Kapitels sei � immer eine tubulare k-Algebra

�

uber dem

K

�

orper k und mod

0

(�) =

`

x2X

U

x

eine separierende tubulare Familie. Sei H =

H(�;mod

0

(�)) = 
oh(X) die zugeh

�

orige Garbenkategorie

�

uber der tubularen exzep-

tionellen Kurve X.

F

�

ur alle x, y 2 K

0

(X) sei

hhx;yii :=

p�1

X

j=0

h�

j

x;yi;

wobei p das kleinste gemeinsame Vielfa
he der Gewi
hte p

i

ist. Auf K

0

(X) ist eine

Gradfunktion de�niert dur
h

deg(x) =

1

�"

hha;xii

f

�

ur jedes x 2 K

0

(X), wobei a die Klasse eines speziellen Linienb

�

undels L ist (vgl. [30℄).

Wir k

�

onnen dann einen Anstieg � dur
h

deg

rk

de�nieren. Damit erh

�

alt man dann den

Begri� der Stabilit

�

at und Semistabilit

�

at von Objekten X 6= 0 in H (wegen X 6= 0

sind ni
ht deg([X℄) und rk([X℄) beide null).

F

�

ur jedes q 2 Q sei H

(q)

die volle Unterkategorie von H, die aus den semista-

bilen Objekten vom Anstieg q besteht. H und H

(q)

haben folgende Eigens
haften,

vgl. [18, 5.2+5.6℄: H

(q)

ist eine exakte abels
he Teilkategorie von H, abges
hlossen

gegen Erweiterungen und Auslander-Reiten-Translation, undH

(q)

ist eine zusammen-

h

�

angende, einreihige L

�

angenkategorie. Jedes unzerlegbare Objekt in H ist semistabil;

es gilt

Hom

H

(H

(q)

;H

(q

0

)

) 6= 0 () q � q

0

:

(\=)" folgt aus der Semistabilit

�

at, \(=" erh

�

alt man lei
ht mit der Riemann-Ro
h-

Formel [30, Thm. 9.2℄.)

Wir werden sp

�

ater sehen, da� H

(q)

6= 0 f

�

ur jedes q 2 Q gilt.

Die (bes
hr

�

ankte) derivierte Kategorie D = D

b

(H) ist wegen der Erbli
hkeit von

H gerade die repetitive Kategorie von H:

D

b

(H) =

1

_

n=�1

H[n℄:

D. h. D

b

(H) ist der additive Abs
hlu� der Vereinigung der Kopien H[n℄, deren Ob-

jekte mit X[n℄ (X 2 H) bezei
hnet werden, und es gibt keine Morphismen 6= 0 von

H[n℄ na
h H[m℄, falls n > m. Der Funktor X 7! X[1℄ auf D (und sein Inverses) hei�t

Translation. Jedes unzerlegbare Objekt in D ist ein Halmkomplex, also von der Form

X[n℄ f

�

ur ein (unzerlegbares) X 2 H und n 2 Z. F

�

ur alle X, Y 2 H und alle n, m 2 Z

gilt

Hom

D

(X[n℄; Y [m℄) =

(

0 m < n

Ext

m�n

H

(X; Y ) m � n:
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(Zu derivierten Kategorien vgl. [20℄.)

Sei X 2 D unzerlegbar. Sei �X = (
X; �X) 2 Z� Q , versehen mit der lexiko-

graphis
hen Ordnung; dabei ist 
X das Element n 2 Z, so da� X 2 H[n℄, also in der

n-ten Kopie liegt; �X soll dann der Anstieg von X[�n℄ 2 H sein. Die Semistabilit

�

at

liest si
h mit diesen Bezei
hnungen so: Sind X, Y 2 D unzerlegbar, so gilt

Hom

D

(X; Y ) 6= 0 =)

(


X = 
Y und �X � �Y; oder


X = 
Y � 1 und �X � �Y:

F

�

ur jedes q 2 Q sei Hhqi die Teilkategorie von D de�niert dur
h

Hhqi = H

(q)

�

[�1℄ _ H

(q)

+

_H

(q)

;

wobei

H

(q)

+

=

_

�1<r<q

H

(r)

; H

(q)

�

=

_

q<r�1

H

(r)

:

Die Kategorien H

(q)

[n℄ nennen wir R

�

ohrenkategorien, die Kategorien Hhqi[n℄ nennen

wir Intervallkategorien (q 2 Q , n 2 Z).

Hhqi

H

(q)

H

(q)

[�1℄

H[�1℄ H

H

(1)

H[1℄

Abbildung 4.2. Die Intervallkategorie Hhqi

Proposition 4.3.2 (Lenzing [29℄). Sei q 2 Q und nehme H

(q)

6= 0 an.

Dann gibt es eine tubulare exzeptionelle Kurve Xhqi mit Hhqi = 
oh(Xhqi) und

D

b

(Xhqi) = D

b

(X). Die Kategorie H

(q)

besteht gerade aus den Objekten endli
her

L

�

ange in 
oh(Xhqi). �

Sei q 2 Q , sei Y = Xhqi. Nehme an, da� H

(q)

6= 0 gilt. Es ist

H

(q)

=

a

y2Y

U

(q)

y

;

wobei U

(q)

y

zusammenh

�

angende, einreihige Kategorien sind.

Proposition 4.3.3 (Lenzing [29℄). Sei q 2 Q und nehme H

(q)

6= 0 an.

(1) Die R

�

ohrenkategorie H

(q)

separiert die derivierte Kategorie D = D

b

(H) (ins-

besondere die Kategorie H) in drei Teile

D = D

(q)

+

_H

(q)

_ D

(q)

�

; bzw. H = H

(q)

+

_H

(q)

_H

(q)

�

;
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wobei

D

(q)

+

= fX 2 D j Hom(H

(q)

; X) = 0g; D

(q)

�

= fY 2 D j Hom(Y;H

(q)

) = 0g

und

H = H

(q)

+

= H \ D

(q)

+

; H = H

(q)

�

= H \ D

(q)

�

:

(2) Sei y 2 Y, und sei f 2 Hom

D

(X; Y ) mit X 2 D

(q)

+

, Y 2 D

(q)

�

. Dann faktori-

siert f dur
h ein Objekt aus U

(q)

y

. �

H

(q)

6= 0 ist also eine separierende tubulare Familie (in D

b

(H), insbesondere in

H).

Wir nehmen ein Ergebnis bereits vorweg. Es wird in den na
hfolgenden Abs
hnit-

ten bewiesen (Theorem 7 und Satz 4.6.1).

Satz 4.3.4. F

�

ur jedes q 2 Q ist die R

�

ohrenkategorie H

(q)

6= 0; folgli
h ist sie eine

separierende tubulare Familie in D

b

(H).

Lemma 4.3.5 (Intervall-Lemma). Sei � 2 AutD

b

(H). Sei q 2 Q . Dann gibt es

q

0

2 Q und n 2 Z, so da� �(H

(q)

) = H

(q

0

)

[n℄ und �(Hhqi) = Hhq

0

i[n℄.

Beweis. Sei D = D

b

(H). Seien X, Y 2 D unzerlegbar.

Da � mit der Auslander-Reiten-Translation vertaus
ht, bewahrt � die einzelnen

R

�

ohren, und wegen 4.3.4 sowie der Faktorisierungseigens
haft in 4.3.3 folgt dann

��X = ��Y , wenn �X = �Y :

Denn sei etwa ��Y < ��X. W

�

ahle Z

1

, Z

2

2 D unzerlegbar mit ��Y < �Z

1

<

��X < �Z

2

=: b, �Z

1

, �Z

2

6= ��X, und zwar so, da� Z

1

2 Hhbi. Es gibt dann ein

f 2 Hom

D

(Z

1

; Z

2

), f 6= 0. Es ist Z

1

= �Z

0

1

, Z

2

= �Z

0

2

, f = �f

0

. f faktorisiert dur
h

die R

�

ohre, die �X enth

�

alt. Es folgt �Z

0

1

< �X = �Y < �Z

0

2

, also faktorisiert f

0

dur
h die R

�

ohre, die Y enth

�

alt, also faktorisiert f dur
h die R

�

ohre, die �Y enth

�

alt.

Insbesondere Hom

D

(Z

1

; �Y ) 6= 0, was aber wegen ��Y < �Z

1

ni
ht geht.

Ist also Z 2 H

(q)

unzerlegbar, so ist (n; q

0

) := ��Z wohlde�niert. Ist X 2 Hhqi

unzerlegbar, X 62 H

(q)

, so gibt es immer ni
ht-triviale Morphismen von X na
h H

(q)

,

und daher folgt �X 2 Hhq

0

i[n℄ oder �X 2 H

(q

0

)

[n + 1℄. Im letzten Fall m

�

u�ten

aber alle Y 2 Hhqi mit kleinerem Anstieg als X dur
h � au
h na
h H

(q

0

)

[n + 1℄

abgebildet werden. Das ergibt aber na
h dem ersten Beweisteil einen Widerspru
h.

Es folgt �(Hhqi) � Hhq

0

i[n℄. Wegen D

b

(�(Hhqi)) = D

b

(Hhq

0

i[n℄) folgt dann au
h die

Glei
hheit. �

Bemerkung 4.3.6. Die De�nition des Anstiegs � ist abh

�

angig von der Wahl der

Rangfunktion auf K

0

(X) und von der Auswahl eines speziellen Linienb

�

undels (bzgl.

dieser Rangfunktion). Es ist aber lei
ht zu sehen, da� die Menge der H

(q)

[n℄ (q 2 Q ,

n 2 Z) bzw. die Menge der Intervallkategorien davon unabh

�

angig ist. Insbesondere ist

die Anzahl der Bahnen, mit denen AutD

b

(H) auf diesen Mengen operiert, invariant.

4.4. Mutationen an R

�

ohren

Wir behalten die Begri�e und Voraussetzungen des vorherigen Abs
hnitts bei.

Na
h 4.3.2 gibt es eine kanonis
he Algebra �hqimitHhqi = H(�hqi;mod

0

(�hqi)),

wobei mod

0

(�hqi) die zentrale separierende tubulare Familie

�

uber �hqi ist, die aus
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den Moduln vom Rang null besteht. Es ist dann H

(q)

= 
oh

0

(Y), die Kategorie der

Garben endli
her L

�

ange

�

uber Y = Xhqi, bzw. H

(q)

= mod

0

(�hqi).

Wir �xieren eine R

�

ohre. Sei also y 2 Y. Dann sei H

(q)

y

die volle Teilkategorie in

mod

�

(�hqi), die aus den Objekten M besteht mit Hom(U

(q)

y

;M) = 0. Ferner sei S

y

ein einfa
hes Objekt in U

(q)

y

und S

y

der additive Abs
hlu� der Auslander-Reiten-Bahn

�

j

S

y

(1 � j � p(y)).

Sei M 2 H

(q)

y

. Sei

0
M

M(y)

M

y

0

eine S

y

-universelle Erweiterung. Die Zuordnung M 7!M(y) ist funktoriell (vgl. [32,

S 10℄).

Proposition 4.4.1 (Lenzing/de la Pe~na [32, S 10℄). Mit obigen Bezei
hnungen

und Voraussetzungen gilt:

(1) Es gibt eine

�

Aquivalenz von triangulierten Kategorien

�

y

: D

b

(H) �! D

b

(H)

mit �

y

(M) = M(y) f

�

ur jedes M 2 H

(q)

y

, und �

y

l

�

a�t si
h eins
hr

�

anken zu einer

rangbewahrenden

�

Aquivalenz Hhqi �! Hhqi.

(2) �

y

induziert einen Automorphismus �

y

: K

0

(X) �! K

0

(X), der dur
h

�

y

(x) = x�

p(y)�1

X

j=0

h[�

j

S

y

℄;xi

jEnd(S

y

)j

[�

j

S

y

℄

gegeben ist. �

Im folgenden sei T das Kippb

�

undel in mod

+

(�) (die \kanonis
he Kon�guration"

wie in [32, Prop. 5.4℄):

(4.4.1)
L

1

(1) L

1

(2)

� � �

L

1

(p

1

� 2) L

1

(p

1

� 1)

L

L

2

(1) L

2

(2)

� � �

L

2

(p

2

� 2) L

2

(p

2

� 1)

L

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

L

t

(1) L

t

(2)

� � �

L

t

(p

t

� 2) L

t

(p

t

� 1)

4.5. Klassi�kation der unzerlegbaren Garben

Wir behalten die Begri�e und Voraussetzungen der vorherigen Abs
hnitte bei.

In diesem Abs
hnitt nehmen wir an, da� das Symbol von X ni
ht

�

aquivalent ist zu

�

2

4

�

bzw.

0

�

2

2 2

2

1

A

. Anstiegsklassen in Q werden in De�nition A.3.4 eingef

�

uhrt.

Es handelt si
h um die Bahnen der auf Q induzierten Operation von Aut(K

0

(X)).

In Abs
hnitt A.5 wird gezeigt, da� es h

�

o
hstens zwei Anstiegsklassen gibt (siehe

Tabelle A.1 auf Seite 84).

Das folgende Theorem ist die pr

�

azisere Fassung von Theorem 6.
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Theorem 7. (1) F

�

ur alle q 2 Q gilt H

(q)

6= 0.

(2) F

�

ur alle q, q

0

2 Q , die in derselben Anstiegsklasse liegen, gibt es

�

Aquivalenzen

(von triangulierten Kategorien)

�

q

0

;q

: D

b

(H) �! D

b

(H)

mit

�

q

0

;q

(H

(q)

) = H

(q

0

)

und

�

q

0

;q

(Hhqi) = Hhq

0

i;

so da� f

�

ur jedes q

00

2 Q , wel
hes au
h in der Anstiegsklasse liegt, gilt

�

q

0

;q

= �

q

0

;q

00

Æ �

q

00

;q

und �

q;q

= 1:

(3) F

�

ur alle q, q

0

2 Q in einer Anstiegsklasse gibt es Rangisomorphismen von

bilinearen Gittern

'

q

0

;q

: (K

0

(X);w

q

) �! (K

0

(X);w

q

0

)

(vgl. A.1 und A.3), so da�

[�

q

0

;q

(F )℄ = '

q

0

;q

([F ℄) f

�

ur alle F 2 H:

(4) Liegen q und q

0

in vers
hiedenen Anstiegsklassen, so sind die R

�

ohrenkatego-

rien H

(q)

und H

(q

0

)

ni
ht

�

aquivalent; insbesondere gibt es kein � 2 AutD

b

(H) mit

�(H

(q)

) = H

(q

0

)

oder mit �(Hhqi) = Hhq

0

i.

Beweis. (1), (2) Der Beweis ist eine Folgerung aus 4.4.1 und der Klassi�zierung

der tubularen Symbole (siehe Abs
hnitt A.5). Wir nehmen zun

�

a
hst an, da� es min-

destens zwei Ausnahmer

�

ohren gibt. Dann gibt es, wie ein Bli
k auf die Tabelle A.1

auf Seite 84 best

�

atigt, eine Untergruppe U von Aut(K

0

(X)), die transitiv auf den

Anstiegsklassen operiert und von zwei Elementen erzeugt wird, n

�

amli
h von Ver-

s
hiebungsautomorphismen bzgl. a und einem s

i

. Diese Elemente sind aber Klassen

von exzeptionellen Objekten in 
oh(X), und zwar a = [L℄ und s

i

= [S

i

℄. Die dur
h

Mutationen an den R

�

ohren dieser Objekte und der Translation erzeugte Untergruppe

von AutD

b

(X) induziert also eine Operation auf der Menge der H

(q)

(q 2 Q ), die

transitiv auf den dur
h die Anstiegsklassen induzierten Teilmengen wirkt. F

�

ur jede

Anstiegsklasse gibt es einen Repr

�

asentanten q, so da� H

(q)

6= 0, n

�

amli
h 0 (wegen

L 2 H

(0)

) f

�

ur die eine Anstiegsklasse und 1 (wegen S

i

2 H

(1)

) f

�

ur die andere. Es

folgt damit H

(q)

6= 0 f

�

ur jedes q 2 Q .

Sei nun A eine Anstiegsklasse, und a 2 A ein Repr

�

asentant. F

�

ur jedes q 2 A

sei 	

q

: D

b

(H) �! D

b

(H) eine Komposition von Mutationen (und Translationen),

die H

(a)

in H

(q)

�

uberf

�

uhrt. Seien q, q

0

2 A. Dann setze �

q

0

;q

= 	

q

0

Æ 	

�1

q

. O�enbar

erf

�

ullen die �

q

0

;q

die gew

�

uns
hten Eigens
haften.

Nehmen wir zum S
hlu� an, da� wir in einem der F

�

alle sind, wo es nur eine Aus-

nahmer

�

ohre gibt. Dann gibt es eine Untergruppe U von Aut(K

0

(X)), die transitiv auf

den Anstiegsklassen operiert und von drei Elementen erzeugt wird, wie Tabelle A.1

zeigt. Im Fall p = (3) wird diese Untergruppe erzeugt von Vers
hiebungsautomor-

phismen bzgl. a = [L℄, s

1

= [S

1

℄ und a+w = [L℄. In den F

�

allen mit p = (2) hat man

au�er a = [L℄ no
h Erzeuger der Form w

q

. Diese sind aber na
h 4.5.2 (s. u.) reali-

sierbar als Klassen unzerlegbarer, homogener, multiplizit

�

atenfreier Objekte in 
oh(X)
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(bea
hte, da� wir die F

�

alle

�

2

4

�

bzw.

0

�

2

2 2

2

1

A

ausges
hlossen hatten). Betra
htet

man nun die Mutationen an den von diesen Objekten erzeugten R

�

ohren, so folgt die

Behauptung genau wie oben.

(3) Ist klar.

(4) folgt aus der Tatsa
he, da� einerseits eine

�

Aquivalenz mit der Auslander-

Reiten-Translation vertr

�

agli
h ist und exzeptionell einfa
he Garben in ebensol
he

�

uberf

�

uhrt, und weil andererseits die entspre
henden

�

aquivalenten tubularen Symbole

unters
hiedli
he Listen der Dimensionen der Endomorphismenringe der exzeptionell

einfa
hen Garben liefern (vgl. Tabelle A.1, 3. Spalte). �

Lemma 4.5.1. Nehme an, da� das Symbol �[X℄ von (K

0

(X);w) eines der drei

Symbole

 

2

2 2

2

!

;

 

2

4

2

!

oder

 

2

4

4

!

ist. Dann gibt es einen homogenen rationalen Punkt x

0

2 X, der multiplizit

�

atenfrei

ist.

Beweis. Na
h [32, Prop. 4.2℄ gibt es immer einen rationalen Punkt x

0

2 X.

Da der einzige exzeptionelle Punkt x

1

wegen f

1

> 1 selbst ni
ht rational ist, ist x

0

homogen. Sei S das zugeh

�

orige einfa
he Objekt. Dann gilt [S℄ = w, und es gibt ein

d 2 N mit jEndSj = " � d. Es folgt

e(x

0

) =

�"

d"

=

1

d

= 1:

�

Korollar 4.5.2. Sei X eine tubulare exzeptionelle Kurve und w

q

Erzeuger einer

1-R

�

ohre in K

0

(X), so da� das q-Symbol eines der drei Symbole aus dem Lemma ist.

Dann gibt es ein homogenes, unzerlegbares und multiplizit

�

atenfreies S

q

2 
oh(X) mit

[S

q

℄ = w

q

. �

Bemerkung 4.5.3. Meint \Isomorphie"

�

Aquivalenz von Kategorien (bzw. eine

von Aut(D

b

(X)) induzierte

�

Aquivalenz), so ist die Anzahl der Isomorphieklassen der

separierenden tubularen Familien in 
oh(X) (bzw. in D

b

(X), bzw. der Intervallkatego-

rien in D

b

(X)) glei
h der Anzahl der Anstiegsklassen in Q bzgl. K

0

(X). Diese Anzahl

ist in Tabelle A.1 abzulesen (bea
hte, da� wir in diesem Abs
hnitt die erste Zeile

der Tabelle ausges
hlossen haben). Die Anstiegsklassen selbst �ndet man f

�

ur jeden

einzelnen Fall in Abs
hnitt A.5. Insbesondere sind die Anstiegsklassen sowie deren

Anzahl unabh

�

angig vom Grundk

�

orper k.

Beispiel 4.5.4. Sei R der K

�

orper der reellen Zahlen, und sei

R = R[X; Y; Z℄=(X

4

+ Y

4

+ Z

2

):

R ist H-graduiert (wobei H erzeugt wird von ~x = gradX, ~y = gradY , ~z = gradZ

mit Relationen 2~x = 2~y = ~z, also H = L(2; 2)) und entsteht aus R[X; Y; Z℄=(X

2

+

Y

2

+ Z

2

) = R[x; y; z℄ dur
h Einf

�

ugung des Gewi
hts 2 in x und y. R ist graduiert
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faktoriell. Sei X das graduierte projektive Spektrum von R. Die Grothendie
k-Gruppe

K

0

(X) von H := 
oh

H

(X) hat die kanonis
he Basis

B

w

: a = [O℄ j s

1

= [S

1

℄ j s

2

= [S

2

℄ j w = [S℄

(wobei S einfa
h konzentriert ist im homogenen Punkt z, S

1

(bzw. S

2

) einfa
h kon-

zentriert ist im exzeptionellen Punkt x (bzw. y)), und sie liefert mit A.2.1 das Symbol

(2 2 j 2). Sei

0

O

2

L

i

S

i

0

die O-
ouniverselle Erweiterung von S

i

(i = 1; 2) und

0

O

2

L

S
0

die O-
ouniverselle Erweiterung von S. Dann bildet die volle Unterkategorie

L

1

O

L

L

2

ein Kippb

�

undel in H. Dessen Endomorphismenring ist die kanonis
he Algebra

(4.5.1)

C

H

� = R

C

C

0

H

H :

C

0

H

Hierbei ist H der Quaternionens
hiefk

�

orper

�

uber R mit Basis 1, i, j, k = ij; es sei

C = R1 � Ri und C

0

= R1 � Rj. Das Ideal der Relationen wird erzeugt von

u

1


 u

1

� u

2


 u

2

;

wobei u

1

die zu 1 im \oberen Pfad", u

2

die zu 1 im \unteren Pfad" geh

�

origen Ele-

mente in der Tensoralgebra bezei
hnet (vgl. (3.8.3)).

Es gilt H(�;H

(1)

) = 
oh

H

(X).

Wir betra
hten nun Anstieg 0. Es gilt O 2 H

(0)

. Na
h 4.3.3 ist H

(0)

eine separie-

rende tubulare Familie in D

b

(H), und deren R

�

ohren liefern eine kanonis
he Basis in

K

0

(X):

a

(0)

j s

(0)

1

j s

(0)

2

j w

(0)

;

wobei w

(0)

ein Element in RadK

0

(X) vom Anstieg 0 ist. Andererseits ist na
h A.5.12

B

0

: �s

2

j �a j 2�a� 2�s

1

+w j a+ �a

eine kanonis
he Basis mit w

(0)

= a+�a, die wegen der Invarianz des tubularen Sym-

bols (vgl. A.2.6) dasselbe Symbol liefert, n

�

amli
h

0

�

2 2

2 2

1 2

1

A

. Es gibt ein Kippb

�

undel
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in Hh0i, mit einem Summanden vom 0-Rang 1, und mit Endomorphismenring �, der

eine tubulare kanonis
he Algebra ist, so da� H

(0)

die zentrale separierende tubulare

Familie in mod(�) ist (dieses Kippb

�

undel wird mittels 
ouniverseller Erweiterungen

an einem speziellen B

�

undel vom 0-Rang 1 genau wie obiges Kippb

�

undel in 
oh

H

(X)

konstruiert, vgl. [32℄). Es mu� einfa
he regul

�

are Darstellungen S

(0)

1

und S

(0)

2

�

uber

dem unterliegenden Bimodul geben, so da� deren korrespondierende Punkte y

1

und

y

2

die Symboldaten f(y

1

) = 1, d(y

1

) = 2 und f(y

2

) = 2, d(y

2

) = 2 haben. Verglei
h

mit der Tabelle C.1 von Dlab-Ringel zeigt (oder es ergibt si
h au
h aus dem Symbol),

da� der � zugeh

�

orige Bimodul

C

C

C

�

C

C

C

sein mu�. Weiter gilt End

�

(S

1

) = R und

End

�

(S

2

) = H . Also ist die zu � geh

�

orige Spezies von der Gestalt

R

C

C

C

H

C�C

C

H

H

(dies folgt aus der Konstruktion des Kippb

�

undels; die Endomorphismenringe der

\mittleren" Summanden stimmen mit denen der entspre
henden einfa
hen

�

uberein).

Die folgenden, teilweise zusammenfassenden Aussagen sind dann lei
ht zu veri�zieren:

� � und � sind deriviert-

�

aquivalent. � ist verste
kt-kanonis
h vom Typ �, und

� ist verste
kt-kanonis
h vom Typ �.

� � und � sind beide als Kippb

�

undel in 
oh

H

(X) realisierbar.

� Die jeweils zentralen separierenden tubularen FamilienH

(1)

= mod

0

(�) und

H

(0)

= mod

0

(�) sind ni
ht

�

aquivalent als Kategorien. Insbesondere gibt es

keinen Automorphismus von D

b

(H), der H

(1)

auf H

(0)

abbildet.

� Die zugeh

�

origen erbli
hen Kategorien H(�;H

(1)

) und H(�;H

(0)

) sind ni
ht

�

aquivalent.

� Die Algebren � und � sind ni
ht isomorph.

� Der unterliegende Bimodul von � ist vom Typ (4; 1), der von � vom Typ

(2; 2).

Weitere Beispiele ergeben si
h aus 4.7.2 und 4.7.3.

Das folgende Beispiel wurde uns von C. M. Ringel mitgeteilt. In diesem Beispiel

wird

�

uber der kanonis
hen R-Algebra � ein Kippmodul in mod(�) konstruiert, der

� als Endomorphismenring hat.

Beispiel 4.5.5 (Ringel). Wir notieren � in Matrixs
hreibweise (vgl. [40℄), und

arbeiten mit der dualen Algebra:

0

B

B

�

H 0 0 0

H C 0 0

H 0 C

0

0

H C C

0

R

1

C

C

A
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Seien T

1

= (H ; C ; 0; 0), T

2

= (H ; H ; 0; 0), T

3

= (H ; C ; C

0

;R), T

4

= (H ; H ; C

0

; C

0

)

Re
htsmoduln. Dann ist T = T

1

� T

2

� T

3

� T

4

ein Kippmodul in mod(�),

T

3

T

1

T

4

;

T

2

und es gilt End(T ) = �:

R

C

0

C

C

H

C

H

C

0

C

0

:

H

H

Es ist

C

H

C

0

von der Form C � C .

4.6. Der Ausnahmefall

In diesem Abs
hnitt nehmen wir stets an, da� das Symbol der tubularen exzep-

tionellen Kurve X

�

aquivalent ist zu

�

2

4

�

bzw.

 

2

2 2

2

!

.

Der Beweis von Theorem 7, da� es h

�

o
hstens zwei Isomorphieklassen von Inter-

vallkategorien gibt in D

b

(X), ist in diesem Fall so ni
ht m

�

ogli
h. Zwar gibt es au
h in

diesen F

�

allen genau zwei Anstiegsklassen (d. h. K-theoretis
h). Tabelle A.1, 4. Spalte,

listet Erzeuger einer Untergruppe U � Aut(K

0

(X)) auf, die auf Q mit zwei Bahnen

operiert. Unklar ist aber, inwieweit si
h diese Erzeuger als Klassen von Objekten aus


oh(X) realisieren lassen; man m

�

o
hte ja einen Automorphismus auf D

b

(X) als Muta-

tion an der dur
h den AR-Orbit eines sol
hen Objektes de�nieren. Z. B. ist einer der

Erzeuger im Fall

�

2

4

�

das Radikalelement w. Es m

�

u�te realisiert werden dur
h eine

homogene, einfa
he Garbe S 2 
oh

0

(X), die einem rationalen Punkt x zugeordnet

ist. Damit der Vers
hiebungsautomorphismus �

x

auf K

0

(X), der induziert wird dur
h

die von S de�nierte Mutation (Proposition 4.4.1),

�

ubereinstimmt mit dem Automor-

phismus �

0

auf K

0

(X), der dur
h w de�niert wird (Abs
hnitt A.4), ist es notwendig,

da� der Punkt x au
h multiplizit

�

atenfrei ist. Die Existenz sol
her Punkte ist aber

ni
ht immer bekannt.

Wir werden dieses Problem hier ni
ht vollst

�

andig l

�

osen. Wir k

�

onnen aber zeigen,

da� die Anzahl der Bahnen der Intervallkategorien h

�

o
hstens drei sein kann. Au�er-

dem zeigen wir, da� jedes H

(q)

(q 2 Q ) ni
ht-trivial ist. Am S
hlu� dieses Abs
hnitts

gehen wir no
h auf Bedingungen ein, die dazu f

�

uhren, da� es genau zwei Bahnen von

Intervallkategorien gibt. Es mu� o�en bleiben, ob drei Bahnen tats

�

a
hli
h auftreten

k

�

onnen.
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Satz 4.6.1. Es gilt H

(q)

6= 0 f

�

ur alle q 2 Q , und die Automorphismengruppe von

D

b

(H) operiert auf der Menge der Intervallkategorien Hhqi[n℄ (q 2 Q , n 2 Z) mit

mindestens zwei und h

�

o
hstens drei Bahnen.

Beweis. (1) Sei �[X℄ =

�

2

4

�

. Die Vers
hiebungsautomorphismen �

L

, �

L

und

�

S

1

an den von L, L bzw. S

1

aufgespannten R

�

ohren (aus der \kanonis
hen Kon�gura-

tion" (4.4.1)) operieren mit 3 Bahnen, wof

�

ur die Intervallkategorien mit zugeh

�

origen

Teilkategorien der Objekte endli
her L

�

angeH

(0)

,H

(2)

,H

(1)

6= 0 Repr

�

asentanten sind

(es gilt L 2 H

(0)

, L 2 H

(2)

und S

1

2 H

(1)

; �

L

, �

L

und �

S

1

liefern auf Anstiegsni-

veau die Abbildungen q 7!

q

1�q

, q 7!

�q+4

�q+3

und q 7! q + 4; erste und letzte liefern 4

Anstiegsklassen A

i

(i = 0; 1; 2; 3) (\Z

�

ahler = imod4"), und die mittlere Abbildung

verbindet A

1

mit A

3

).

(2) Sei �[X℄ =

 

2

2 2

2

!

. Die Vers
hiebungsautomorphismen �

L

und �

S

1

an den

von L bzw. S

1

aufgespannten R

�

ohren operieren mit 3 Bahnen, wof

�

ur die Intervall-

kategorien mit zugeh

�

origen Teilkategorien der Objekte endli
her L

�

ange H

(0)

, H

(1)

,

H

(1)

6= 0 Repr

�

asentanten sind (es gilt L 2 H

(0)

, L

1

(1) 2 H

(1)

und S

1

2 H

(1)

; �

L

und �

S

1

liefern auf Anstiegsniveau die Abbildungen q 7!

q

1�2q

und q 7! q + 2). �

M

�

o
hte man die Anzahl der Bahnen weiter reduzieren, so hat man Vers
hiebungs-

automorphismen an 1-R

�

ohren zu betra
hten:

Lemma 4.6.2. Sei U eine Untergruppe von AutD

b

(H), die erzeugt wird von

Vers
hiebungsautomorphismen an allen exzeptionellen R

�

ohren aus R

�

ohrenfamilien

H

(q

1

)

; : : : ;H

(q

r

)

. Es gelte, da� diese R

�

ohrenfamilien ein Repr

�

asentantensystem f

�

ur die

Bahnen bilden, die dur
h die Operation von U auf der Menge aller R

�

ohrenfamilien

(bis auf Translation) entstehen. Dann gilt: Die Untergruppe von AutD

b

(H), die

von allen Vers
hiebungsautomorphismen an exzeptionellen R

�

ohren in allen R

�

ohren-

familien erzeugt wird, operiert mit denselben Bahnen.

Beweis. E sei exzeptionell, einfa
h in H

(q)

. Nehme an, da� H

(q)

in derselben

U -Bahn liegt wie etwa H

(q

1

)

. Dann gibt es ein � 2 U und ein exzeptionelles, ein-

fa
hes Objekt E

1

2 H

(q

1

)

mit �(E

1

) = E. Ist ' : K

0

(X) �! K

0

(X) der induzierte

Automorphismus, so gilt �

E

= ' Æ �

E

1

Æ '

�1

, und daraus folgt die Behauptung. �

Korollar 4.6.3. Die Untergruppe von AutD

b

(H), die von allen Vers
hiebungs-

automorphismen an exzeptionellen R

�

ohren in allen R

�

ohrenfamilien erzeugt wird, ope-

riert auf der Menge der R

�

ohrenfamilien mit genau 3 Bahnen.

Beweis. Um das Lemma anwenden zu k

�

onnen, sei im ersten Fall U =

h�

L

; �

L

; �

S

1

i, im zweiten U = h�

L

; �

L

1

(1)

; �

S

1

i. �

Proposition 4.6.4. Gibt es ein q 2 Q mit �[Xhqi℄ =

�

2

4

�

, so da� ein homoge-

ner, multiplizit

�

atenfreier und rationaler Punkte x

0

2 Xhqi existiert, so operiert die

Automorphismengruppe von D

b

(H) auf der Menge der Intervallkategorien Hhqi[n℄

(q 2 Q , n 2 Z) mit genau zwei Bahnen.
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Beweis. Wegen 4.3.6 kann man q = 1 annehmen. Also gibt es ein homogen

einfa
hes Objekt S mit [S℄ = w, wel
hes multiplizit

�

atenfrei ist. Dann ergibt si
h die

Behauptung mit Tabelle A.1, 4. Spalte, auf Seite 84. �

Lemma 4.6.5. Sei �[X℄ =

�

2

4

�

. Der unterliegende zahme Bimodul

F

M

G

vom Typ

(2; 2) ist genau dann ni
ht-einfa
h, wenn es

�

uber der zugeh

�

origen homogenen Kurve

Y einen rationalen multiplizit

�

atenfreien Punkt y 2 Y gibt, und dies gilt genau dann,

wenn es einen homogenen rationalen Punkt in X gibt, der multiplizit

�

atenfrei ist.

Beweis. Folgt direkt aus C.1.2. �

4.7. Realisierung der tubularen Symbole

Definition 4.7.1. Ein tubulares Symbol � wird dur
h eine kanonis
he Algebra

� realisiert , falls K

0

(�), ausgestattet mit der Rangfunktion, die dur
h die zentra-

le tubulare Familie in mod(�) induziert wird (also dem negativen Defekt in [40℄

entspri
ht), das Symbol � liefert.

O�enbar ist ein tubulares Symbol � genau dann realisierbar, wenn es eine (tubu-

lare) exzeptionelle Kurve X gibt mit �[X℄ = �.

Bemerkung 4.7.2. Jedes

�

uber einem K

�

orper k kommutativ realisierbare tubulare

Symbol (Tabelle 3.2) ist dur
h eine kanonis
he k-Algebra realisierbar.

Bemerkung 4.7.3. Sei k ein K

�

orper, und � ein tubulares Symbol, wel
hes si
h

realisieren l

�

a�t dur
h eine kanonis
hen k-Algebra � und wel
hes zwei Anstiegsklassen

hat (Tabelle A.1). Ist �

0

ein zu �

�

aquivalentes Symbol (vgl. Abs
hnitt A.5) mit � 6= �

0

,

so ist au
h �

0

realisierbar dur
h eine kanonis
he k-Algebra �

0

. Dies ges
hieht mit der

Kippb

�

undel-Konstruktion aus [32℄, wie sie im Beispiel 4.5.4 dur
hgef

�

uhrt wurde.

Au�erdem zeigt dies:

(1) � und �

0

sind deriviert

�

aquivalent; genauer:

(2) � (bzw. �

0

) ist verste
kt-kanonis
h vom Typ �

0

(bzw. �).

(3) Die zu den zentralen separierenden tubularen Familien geh

�

origen Garbenka-

tegorien H = H(�;mod

0

(�)) und H

0

= H(�

0

;mod

0

(�

0

)) sind ni
ht

�

aquiva-

lent.

(4) � und �

0

sind ni
ht isomorph.

Aussage 3 folgt aus Unterpunkt (4) in Theorem 7. Aussage 4 ergibt si
h, da ein

Isomorphismus von � na
h �

0

die Rangfunktionen bewahrt.

Satz 4.7.4. Jedes tubulare Symbol wird realisiert dur
h eine (tubulare) kanonis
he

k-Algebra f

�

ur einen geeigneten K

�

orper k.

Beweis. (1) Es sind alle tubularen Symbole, die kommutativ realisierbar sind

(vgl. Tabelle 3.2), sowie die Symbole, die dazu

�

aquivalent sind, na
h den Vorbemer-

kungen dur
h eine kanonis
he Algebra realisierbar.

Die Realisierung der

�

ubrigen tubularen Symbole ergibt si
h mit Hilfe der

Gewi
htseinf

�

ugung, wie in [31℄ bes
hrieben, und den folgenden Argumenten (zum

Begri� der Symboldaten vgl. Anhang C.2):
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(2) Das Symbol

 

2

4

2

!

ist

�

uber R realisierbar, weil es eine einfa
he regul

�

are

Darstellung

�

uber R des Bimoduls

C

C�C

C

mit Symboldaten

�

4

2

C

�

gibt, vgl.

Abs
hnitt C.2.

(3) Das Symbol

�

3 3

1 2

�

ist

�

uber R realisierbar, weil es einfa
he regul

�

are Darstel-

lungen

�

uber dem Bimodul

C

C�C

C

mit Symboldaten

�

1

1

C

�

und

�

2

1

R

�

gibt, vgl. C.2.

(4) Das Symbol

�

2 2 2

1 1 2

�

ist

�

uber R realisierbar. Man verwendet dasselbe

Argument wie in (3). Man hat nur zu bea
hten, da� es mindestens zwei einfa
he

regul

�

are Darstellungen mit Symboldaten

�

1

1

�

gibt.

(5) Es bleibt no
h zu zeigen, da� das Symbol

�

2 2

1 3

�

realisierbar ist. Dies wird

�

uber dem folgenden K

�

orper K gelten: Sei K = Q(e

2�i

3

) und L = K(

3

p

2). Dann ist

L=K eine Galoiserweiterung mit [L : K℄ = 3 und zyklis
her Galoisgruppe, die von

einem Automorphismus � erzeugt wird. Sei M der Bimodul

L

L

L

�

L

L

L

, wobei die

re
hte Operation auf

L

L

L

via � gegeben ist.

Sei D = L[T; �℄ der Polynomring

�

uber L in einer Unbestimmten T , so da� Tx =

�(x)T gilt f

�

ur alle x 2 L. Sei I = (T �

3

p

2)D und P = (T

3

� 2)D. Mit � = e

2�i

3

gilt

T

3

�2 = (T �

3

p

2)(T ��

3

p

2)(T ��

2

3

p

2). Es folgt: D=P ' M

3

(K), End

D

(D=I) ' K.

Der einfa
he D-Modul D=I hat damit die Symboldaten

�

3

1

K

�

(erh

�

alt man

wie in Abs
hnitt C.2). Daher gibt es eine einfa
he regul

�

are Darstellung

�

uber M mit

diesen Symboldaten, und na
h [38, Thm. 7.4℄ gibt es au
h eine einfa
he regul

�

are

Darstellung mit Daten

�

1

1

L

�

.

�

4.8. Wurzeln und unzerlegbare Garben

Sei X eine tubulare exzeptionelle Kurve mit zugeh

�

origer erbli
her Kategorie H =


oh(X), und sei (K

0

(X);w) das zugeh

�

orige tubulare kanonis
he Gitter, wobei w den

Garbenrang de�niert.

Sei (V;w) ein tubulares kanonis
hes Gitter mit kanonis
her Basis

a j �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2) j w

(vgl. Abs
hnitt A.2) und Rang rk = rk

w

. Sei f

�

ur x 2 V der Grad de�niert dur
h

deg x =

1

�"

hha;xii
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(vgl. [30℄). Sei x 2 V . Wir sagen, x hat einen de�nierten Anstieg , falls deg x und

rkx ni
ht glei
hzeitig null sind. Andernfalls sagen wir, da� x keinen de�nierten An-

stieg hat . Diese De�nition ist unabh

�

angig von den speziell gew

�

ahlten Rang- und

Gradfunktionen. Denn ein x 2 V hat genau dann keinen de�nierten Anstieg, wenn

x 2 (RadV )

?

gilt. Deswegen gilt au
h: Hat x 2 V einen de�nierten Anstieg, und ist

� 2 AutV , so hat au
h �x einen de�nierten Anstieg.

Beispiel 4.8.1. Sei V das tubulare kanonis
he Gitter mit Symbol

0

�

2

4

2

1

A

und

kanonis
her Basis a j s

1

j w, und w de�niere den Rang rk. Dann ist x = s

1

�w eine

Wurzel mit rkx = 0 und deg x = 0. Also hat x keinen de�nierten Anstieg. Dies zeigt

au
h, da� [34, Lem. 2.9℄ ni
ht verallgemeinerbar ist.

Sei q die dur
h q(v) = hv;vi (v 2 V ) de�nierte quadratis
he Form q : V �! Z.

Dann gilt

x 2 q

�1

(1) \ (RadV )

?

:

Dies ist ein Beispiel f

�

ur eine Situation, in dem die Bedingung des Unters
heidungs-

lemmas aus [6℄ ni
ht erf

�

ullt ist. Es gibt aber no
h eine weitere bemerkenswerte Ei-

gens
haft dieses Symbols:

Sei X eine exzeptionelle Kurve mit V = K

0

(X), so da� der Garben-Rang dur
h w

de�niert wird. Sei y := s

1

+w. Man sieht, da� y eine Wurzel ist, und einen de�nierten

Anstieg hat, n

�

amli
h Anstieg 1. Aber es gibt keine unzerlegbare Garbe F 2 
oh(X)

mit y = �[F ℄. Denn ein sol
hes F m

�

u�te endli
he L

�

ange in 
oh(X) haben und in

der Ausnahmer

�

ohre liegen (da y eine Wurzel ist). Es folgte dann s

1

+w = �[F ℄ =

P

b

j=a

�

j

s

1

= 2(b� a)w + �

a

s

1

, was wegen f

1

= 2 ni
ht m

�

ogli
h ist.

Lemma 4.8.2.

0

�

2

4

2

1

A

ist das einzige tubulare Symbol, so da� eine Wurzel existiert,

die keinen de�nierten Anstieg hat.

Beweis. Jede Wurzel vom Rang null ist na
h A.2.3 (mit den dortigen Bezei
h-

nungen) von der Form

x = �

m+l

X

j=m

�

j

s

i

+ nw;

wobei p

i

ni
ht l + 1 teilt und n

e

i

f

i

2 Z. Es gilt dann deg x = (l + 1)f

i

p

p

i

+ np (p =

kgV(p

1

; : : : ; p

t

)). Man sieht, da� in jedem der tubularen F

�

alle 6=

0

�

2

4

2

1

A

die Beziehung

n 2 f

i

Z gilt. Daraus folgt, da� deg x = 0 nur in dem genannten Fall m

�

ogli
h ist. �

Satz 4.8.3. Sei �(X) 6=

0

�

2

4

2

1

A

. Sei x 2 K

0

(X) eine Wurzel. Dann gibt es ein bis

auf Isomorphie eindeutiges unzerlegbares F 2 
oh(X) mit x = �[F ℄, und F liegt in

einer Ausnahmer

�

ohre.
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Beweis. Wir nehmen zun

�

a
hst an, da� rkx = 0 gilt. Aus den Argumenten des

Beweises von Lemma 4.8.2 folgt, da� x bis auf das Vorzei
hen die Form

x =

m+l

X

j=m

�

j

s

i

hat, und es folgt x = [S

(l+1)

i

℄, wobei S

i

die exzeptionell einfa
he Garbe ist mit [S

i

℄ = s

i

und [S

(l+1)

i

℄ die unzerlegbare Garbe in derselben R

�

ohre mit So
kel �

m+l

S

i

und L

�

ange

l + 1. Die Eindeutigkeit folgt wie in [34, Lem. 2.9℄.

Setze H := 
oh(X). Hat x einen beliebigen Anstieg q, so ist x vom q-Rang null,

und es gibt eine tubulare exzeptionelle Kurve Y, so da� 
oh

0

(Y) = H

(q)

und K

0

(Y) =

K

0

(X). Na
h dem ersten Teil gibt es ein unzerlegbares F 2 
oh

0

(Y) mit �[F ℄ = x.

F ist aber au
h ein unzerlegbares Objekt in 
oh(X). �

4.9. Moduln

�

uber tubularen Algebren

Es sei weiterhin � eine tubulare Algebra mit exzeptioneller Kurve X und zu-

geh

�

origer Garbenkategorie H = 
oh(X).

� ist realisierbar als torsionsfreies Kippobjekt in H. Es gibt also ein sol
hes

Kippobjekt T 2 H mit End(T ) = �. Sei q

1

:= �

max

der maximale Anstieg eines

unzerlegbaren direkten Summanden von T , sei q

0

:= �

min

der minimale Anstieg ei-

nes unzerlegbaren direkten Summanden. Wir bezei
hnen mit ℄ q

1

; q

0

[1℄ [ die geordnete

Teilmenge von Z�Q (versehen mit der lexikographis
hen Ordnung; wir s
hreiben q[n℄

statt (n; q) und identi�zieren q 2 Q mit q[0℄), die aus den Elementen q 2 Z� Q mit

q

1

< q < q

0

[1℄ besteht. F

�

ur q 2 Q und n 2 Z sei H

(q[n℄)

= H

(q)

[n℄ und Xhq[n℄i = Xhqi.

Theorem 8. Sei � eine tubulare Algebra

�

uber dem K

�

orper k. Der Auslander-

Reiten-K

�

o
her von mod(�) besteht aus den folgenden Komponenten:

� Der pr

�

aprojektiven Komponente, die

�

ubereinstimmt mit der pr

�

aprojektiven

Komponente einer verste
kten Algebra vom zahm-erbli
hen Typ.

� F

�

ur jedes q 2 ℄ q

1

; q

0

[1℄ [ sowie q = q

1

und q = q

0

[1℄ einer tubularen Familie

(T

(q)

x

)

x2Xhqi

;

wobei

{ die T

(q)

x

stabile R

�

ohren sind f

�

ur alle q 2 ℄ q

1

; q

0

[1℄ [; die R

�

ohrenfamilien

(T

(q)

x

)

x2Xhqi

stimmen mit indH

(q)

�

uberein;

{ einige der Ausnahmer

�

ohren T

(q

1

)

x

projektive Moduln enthalten;

{ einige der Ausnahmer

�

ohren T

(q

0

[1℄)

x

injektive Moduln enthalten.

� Der pr

�

ainjektiven Komponente, die

�

ubereinstimmt mit der pr

�

ainjektiven

Komponente einer verste
kten Algebra vom zahm-erbli
hen Typ.

Die Anzahlen der Isomorphieklassen der stabilen R

�

ohrenfamilien

(T

(q)

x

)

x2Xhqi

(q 2 ℄ q

1

; q

0

[1℄ [)

ergeben si
h aus den vorherigen Abs
hnitten.

Beweis. Der Beweis verl

�

auft

�

ahnli
h wie in [34, Thm. 5.7℄. Sei T = T

0

� T

max

,

wobei T

max

= T

1

� � � � � T

t

aus den direkten Summanden T

i

von T besteht mit
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�(T

i

) = �

max

. Sei X 2 H unzerlegbar. Zu untersu
hen ist, wann X ein �-Modul ist,

wann also Ext

1

H

(T;X) = 0 gilt. Sei q = �(X).

1. Fall: q > q

1

. Dann gilt immer Ext

1

H

(T;X) = 0, und X liegt in einer stabilen

R

�

ohre.

2.Fall: q = q

1

. Genau wie in [34, Thm. 5.7℄ zeigt man, da� X (und damit jedes

Objekt in derselben R

�

ohre) ein �-Modul ist, wenn X in einer Komponente liegt, die

keines der T

i

(i 2 f1; : : : ; tg) enth

�

alt; liegt X andererseits in der Komponente eines

T

i

, so ist es ein X-Modul genau dann, wenn es ni
ht auf einem Costrahl liegt, der in

einem von einem �T

j

aufgespannten Fl

�

ugel endet.

3. Fall: q < q

1

. Dann gilt Hom

H

(T

max

; X) = 0, und aus Ext

1

H

(T;X) = 0 folgt

Ext

1

H

(T

max

; X) = 0, also X 2 T

?

max

.

Es sei �

0

:= EndT

0

und Y = Xhq

1

i die tubulare exzeptionelle Kurve mit

Hhq

1

i = 
oh(Y). Dann ist T

max

von endli
her L

�

ange in 
oh(Y). Mit den Argumen-

ten aus [27℄ und [35℄ ist T

?

max

, gebildet in 
oh(Y), wieder eine (zusammenh

�

angende)

Kategorie vom Typ 
oh(Y

0

), wobei Y

0

eine exzeptionelle Kurve ist, die einen redu-

zierten Gewi
htstyp hat und deren Symboldaten ansonsten glei
h geblieben sind.

Daher gilt Æ[K

0

(Y

0

)℄ < Æ[K

0

(Y)℄ = 0 (vgl. [30℄ oder A.2), also ist Y

0

von domesti-

ziert zahmen Typ (vgl. [32, Thm. 7.1℄), und T

0

ist ein Kippb

�

undel in 
oh(Y

0

). Also

ist �

0

= EndT

0

eine verste
kte Algebra vom zahm-erbli
hen Typ, und die Unter-

kategorie von mod(�

0

), die aus den regul

�

aren Moduln besteht, stimmt mit 
oh

0

(Y

0

)

�

uberein.

Bildet man T

?

max

in 
oh(X), so gilt

T

?

max

\mod(�) = mod(�

0

) \ 
oh(X):

Daher stimmt die Menge aller X 2 
oh(X) mit X 2 mod(�) und �(X) < q

1

�

uberein

mit der pr

�

aprojektiven Komponente von �

0

. �

mod(�)

P I

H

H[1]

T

T [1]

Abbildung 4.3. mod(�) innerhalb der derivierten Kategorie

Da si
h eine kanonis
he Algebra als Kippobjekt realisieren l

�

a�t, in denen T

max

und

T

min

exzeptionell sind und (im tubularen Fall) R

�

ohren maximalen Ranges aufspannen

(vgl. [32℄), erh

�

alt man sofort die folgende Aussage.

Korollar 4.9.1. Sei � tubular kanonis
h. Dann gibt es genau eine R

�

ohre,

die (genau) einen projektiven Modul enth

�

alt. Ebenso gibt es genau eine R

�

ohre,

die (genau) einen injektiven Modul enth

�

alt. Diese ni
ht-stabilen R

�

ohren entstehen
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jeweils aus stabilen R

�

ohren maximalen Ranges (= kgV der R

�

ange der Ausnah-

mer

�

ohren). �



ANHANG A

K-theoretis
he Invarianten

In diesem Anhang liefern wir die K-theoretis
hen Hilfsmittel, insbesondere dieje-

nigen, die notwendig sind, um die Klassi�kationss

�

atze der tubularen Familien

�

uber

tubularen Algebren (Theoreme 7 und 8) zu beweisen. Als Grundlage dient [30℄, wo

kanonis
he Gitter untersu
ht werden, die als Modell der Grothendie
k-Gruppen von

verste
kt-kanonis
hen Algebren fungieren. Sie werden de�niert als spezielle abels
he

Gruppen mit Bilinearform, die dur
h sogenanntes Anheften von R

�

ohren aus einem

sehr speziellen Fall (der der Grothendie
k-Gruppe einer zahm-erbli
hen Bimodulal-

gebra entspri
ht) hervorgehen. Weiterhin wird dort gezeigt, da� sol
he kanonis
hen

Gitter immer sogenannte kanonis
he Basen besitzen [30, Prop. 7.7℄.

Im folgenden zeigen wir, da� umgekehrt sol
he kanonis
hen Basen kanonis
he

Gitter de�nieren; das ma
ht den Umgang mit diesen Gittern bequemer.

Ferner wurde in [30℄ das Symbol eines kanonis
hen Gitters de�niert. Wir werden

zeigen, da� in den sogenannten tubularen F

�

allen (wel
he den Grothendie
k-Gruppen

der tubularen verste
kt-kanonis
hen Algebren entspre
hen) das Symbol keine Invari-

ante ist: Ein tubulares kanonis
hes Gitter kann zwei Symbole besitzen. Statten wir

ein tubulares kanonis
hes Gitter mit mehr Struktur aus (konkret: mit einer Rang-

funktion), so zeigen wir, da� das Symbol zu einer Invariante wird. Wir geben die

Paare von tubularen Symbolen an, die isomorphe kanonis
he Gitter liefern.

Das paarweise Auftreten von Symbolen in einigen tubularen F

�

allen ist der Grund

daf

�

ur, da� tubulare Algebren i. a. zwei Isomorphieklassen von tubularen Familien

haben k

�

onnen (Kapitel 4).

Wir wiederholen einige Begri�e, die in [30℄ de�niert sind: Eine bilineare Grup-

pe ist eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe V , ausgestattet mit einer (ni
ht-

symmetris
hen) Bilinearform

h�;�i : V � V �! Z

und einem Automorphismus � : V �! V (der Coxeter-Transformation genannt

wird), der folgender Bedingung gen

�

ugt: F

�

ur alle x, y 2 V gilt

hy;xi = �hx; �yi:

Ist zus

�

atzli
h V ni
ht-ausgeartet, so hei�t V bilineares Gitter . Wir nehmen stets

an, da� die Bilinearform h�;�i normalisiert ist, d. h. es gilt hV; V i = Z.

Morphismen zwis
hen bilinearen Gruppen (Gittern) sind Homomorphismen von

Gruppen, die die Bilinearform bewahren und mit den Coxeter-Transformationen ver-

taus
hen.

71
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A.1. Rangfunktionen

Sei V = (V; h�;�i; �) eine bilineare Gruppe. Eine lineare Abbildung r : V �! Z

hei�t Rang oder Rangfunktion, falls r surjektiv ist und mit dem Automorphismus �

vertr

�

agli
h ist: r Æ � = r.

Das Radikal von V sei de�niert dur
h RadV = fx 2 V j �x = xg. Sei w 2 RadV

mit w 62 KernV . Sei 
 := [Z : hV;wi℄, und de�niere eine Rangfunktion dur
h rk

w

=

1




h�;wi, wel
he w-Rang genannt wird.

Sei nun V ein bilineares Gitter. Ein direkter Summand von RadV vom Rang 1

hei�t 1-R

�

ohre.

Sei r eine Rangfunktion. Tensoriert man mit Q , so erh

�

alt man eine Bilinearform,

die eine vollst

�

andige Dualit

�

at ist; es gibt also ein eindeutig bestimmtes

v




2 V 
 Q

(
 2 Q , 
 6= 0) mit r 
 Q = h�;

v




i 
 Q , wobei man annehmen kann, da� man

aus v keine weiteren ganzzahligen Faktoren herausziehen kann (d. h. es gibt kein

v

0

2 V mit mv

0

= v f

�

ur ein m � 2). Es folgt r =

1




h�;vi. Da r surjektiv ist, gilt


 = [Z : hV;vi℄. Da r ein Rang ist, folgt �v = v, also v 2 RadV . Da man keine

weiteren Faktoren aus v ziehen kann, ist V=Zv torsionsfrei und somit frei, also ist

Zv ein direkter Summand in RadV , also eine 1-R

�

ohre. Damit ist v eindeutig dur
h

r bestimmt, und es ist r = rk

v

.

Es korrespondieren also Rangfunktionen und Erzeuger von 1-R

�

ohren. Zwei R

�

ange

r und r

0

auf V hei�en

�

ahnli
h, wenn es einen Automorphismus � 2 AutV gibt mit

r

0

= r�. Ist � 2 AutV und sind Zw und Zw

0

zwei 1-R

�

ohren, so gilt rk

w

= rk

w

0

�,

genau wenn �w

0

= w.

Ist (V;w) ein kanonis
hes Gitter (wel
hes zu einem Symbol de�niert wird, vgl. [30,

7.6℄; dort hei�en die Gitter kanonis
h bilinear), wel
hes ni
ht tubular ist, so sind je

zwei R

�

ange auf V

�

ahnli
h, sind sogar bis auf das Vorzei
hen eindeutig bestimmt (das

Radikal ist in diesem Fall vom Rang 1, vgl. [30℄).

Seien V und V

0

bilineare Gitter, und w 2 V , w

0

2 V

0

ausgezei
hnete Elemente,

die 1-R

�

ohren, also Rangfunktionen de�nieren. Diesbez

�

ugli
h hei�t ein Isomorphismus

von bilinearen Gittern � : V �! V

0

Rangisomorphismus, falls �w = w

0

gilt.

A.2. Kanonis
he Basen und Invarianz des Symbols

Sei V eine (normalisierte) bilineare Gruppe. Wurzeln und p-R

�

ohren (p � 2) wer-

den wie f

�

ur bilineare Gitter de�niert (vgl. [30℄): Ein u 2 V hei�t Wurzel , falls

hu;ui > 0 und

hu;xi

hu;ui

2 Z gilt f

�

ur alle x 2 V .

Sei u 2 V eine Wurzel mit endli
her � -Periode p � 2. Wir nennen

u; �u; : : : ; �

p�1

u

eine Wurzelbasis, falls die Elemente linear unabh

�

angig

�

uber Z sind und

h�

i

u; �

j

ui =

8

>

<

>

:

hu;ui j � imod p;

�hu;ui j � i+ 1mod p;

0 sonst

gilt. Eine Untergruppe T � V hei�t p-R

�

ohre, falls sie von einer Wurzelbasis der

L

�

ange p erzeugt wird.

Der folgende Satz ist gewisserma�en eine Umkehrung von [30, Prop. 7.7℄.
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Satz A.2.1. Sei V eine (normalisierte) bilineare Gruppe und

B

w

: a; �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

ein Erzeugendensystem von V mit folgenden Eigens
haften (1){(4):

(1) w 2 RadV , w 62 KernV .

(2) a ist eine Wurzel vom w-Rang 1.

(3) Die s

i

sind Wurzeln vom w-Rang 0 und deren � -Orbiten bilden Wurzelbasen

paarweise orthogonaler p

i

-R

�

ohren.

(4) ha; s

i

i > 0 und ha; �

j

s

i

i = 0 f

�

ur 0 < j � p

i

� 1; ferner ha; s

i

i=ha;wi 2 Z.

Unter diesen Voraussetzungen gilt: Die Zahlen

" :=

ha;wi

ha; ai

; e

i

:=

ha; s

i

i

hs

i

; s

i

i

; f

i

:=

1

"

ha; s

i

i

ha; ai

sind positive ganze Zahlen, B

w

ist eine Basis, h�;�i ist ni
ht-ausgeartet, " 2 f1; 2g,

und (V;w) ist ein kanonis
hes bilineares Gitter mit Symbol

�[V ℄ =

0

�

p

1

; : : : ; p

t

d

1

; : : : ; d

t

"

f

1

; : : : ; f

t

1

A

;

wobei d

i

= e

i

f

i

.

Wir nennen (abwei
hend von [30℄) eine Basis B

w

mit den Bedingungen des Satzes

kanonis
h, oder genauer w-kanonis
h.

Beweis. ", e

i

2 N folgt, da a und s

i

Wurzeln sind. Sei � := ha; ai. Es gilt �

"f

i

e

i

=

hs

i

; s

i

i (i = 1; : : : ; t). Bez

�

ugli
h des Erzeugendensystems B

w

ist die Cartanmatrix

(Grams
he Matrix) gegeben dur
h

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

� �"f

1

0 � � � 0 � � � �"f

t

0 � � � 0 �"

0 �

"f

1

e

1

��

"f

1

e

1

� � � 0 � � � 0 0 � � � 0 0

0 0 �

"f

1

e

1

� � � 0 � � � 0 0 � � � 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 � � � ��

"f

1

e

1

� � � 0 0 � � � 0 0

0 0 0 � � � �

"f

1

e

1

� � � 0 0 � � � 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 � � � 0 � � � �

"f

t

e

t

��

"f

t

e

t

� � � 0 0

0 0 0 � � � 0 � � � 0 �

"f

t

e

t

� � � 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 � � � 0 � � � 0 0 � � � ��

"f

t

e

t

0

0 0 0 � � � 0 � � � 0 0 � � � �

"f

t

e

t

0

��" 0 0 � � � 0 � � � 0 0 � � � 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Vertaus
ht man die erste mit der letzten Spalte, so sieht man, da� die Determinan-

te dieser Matrix 6= 0 ist. Daher bildet B

w

eine Basis, und h�;�i ist ni
ht-ausgeartet

(Grams
hes Kriterium [44, 70.6℄). Es folgt weiter, da� w eine 1-R

�

ohre aufspannt. Sei

m = minfl 2 N j l

"f

i

e

i

2 Z; i = 1; : : : ; tg. Dann gilt m j � und weiter

�

m

j hV; V i (was

man auf der Basis B

w

na
hpr

�

uft). Da V normalisiert ist, folgt m = �.
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Sei T

i

die zum � -Orbit von s

i

geh

�

orige p

i

-R

�

ohre. Sei S die Menge f�

j

s

i

j 1 � i �

t; 0 � j � p

i

� 2g.

Sei V

0

= S

?

= fx 2 V j hS;xi = 0g. Es gilt V

0

= Za� Zw, denn jedes x in V

0

hat die Form x = na+mw+

P

t

i=1

u

i

, wobei u

i

2 T

i

ist; da x 2 S

?

, folgt dann, da�

jedes u

i

ein Vielfa
hes von z

i

:=

P

p

i

�1

j=0

�

j

s

i

ist; weil

ha; z

i

i = ha; s

i

i = f

i

"� = ha; f

i

wi;

folgt aus der Orthogonalit

�

at der R

�

ohren z

i

= f

i

w, also ist u

i

2 Zw.

Wegen w 2 RadV ist hw;wi = 0 und ha;wi = �", daher ist (V

0

;w) mit der

normalisierten Form

1

�

h�;�i das bilineare Gitter V

2

(") mit " 2 f1; 2g.

F

�

ur jedes l 2 f0; : : : ; tg sei W

l

die von a, w und �

j

s

i

(1 � i � l; 0 � j � p

i

� 2)

erzeugte Untergruppe von V . Zu zeigen ist, da� W

l

aus W

l�1

entsteht, indem die

R

�

ohre T

l

angeheftet wird (im Sinne von [30℄), genauer, da� W

l

= W

l�1

0

�

p

l

d

l

f

l

1

A

gilt

(mit W

0

= V

0

).

F

�

ur l = 0; : : : ; t sei �

l

= minfs 2 N j s

"f

i

e

i

2 Z; i = 1; : : : ; lg. Dann gilt 1 = �

0

j

�

1

j : : : j �

t

= �. Man erh

�

alt per Induktion

�

i

�

i�1

=

e

i

ggT("�

i�1

f

i

; e

i

)

:

Au�erdem zeigt man per Induktion, da� �

i

=�

i�1

der Multiplikator aus [30, 7.℄ ist

und h�;�i

W

i

=

�

i

�

h�;�i

jW

i

, indem man zeigt, da� die Relationen (6){(9) aus [30℄

erf

�

ullt sind: Es ist n

�

amli
h "�

i�1

= "(W

i�1

;w) und

�

i

�

hs

i

; s

i

i = �

i

"f

i

e

i

=

�

i

�

i�1

("�

i�1

)f

i

e

i

sowie

�

i

�

ha; s

i

i =

�

i

�

f

i

ha;wi =

�

i

�

i�1

f

i

ha; s

i

i

W

i�1

:

Es folgt

h�;�i

W

i

jW

i�1

=

�

i

�

i�1

h�;�i

W

i�1

:

Bleibt no
h W

i

= (W

i�1

�T

i

)=Z(

P

p

i

�1

j=0

�

j

s

i

� f

i

w) f

�

ur i = 1; : : : ; t na
hzuweisen:

Dies folgt aus z

i

= f

i

w, wie oben gezeigt. �

Mit dem Symbol aus A.2.1 und p = kgV(p

1

; : : : ; p

t

) sei

Æ[V ℄ := p

�

t

X

i=1

e

i

f

i

�

1�

1

p

i

�

�

2

"

�

:

Wir erinnern an folgende De�nitionen aus [30℄: Ein kanonis
hes Gitter hei�t dome-

stiziert , falls Æ[V ℄ < 0, es hei�t tubular , falls Æ[V ℄ = 0, und wir nennen es wild ,

falls Æ[V ℄ > 0 gilt. F

�

ur Charakterisierungen dieser Eigens
haften vgl. [30, Prop. 10.3℄

und [32, Thm. 7.1℄.
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Lemma A.2.2. Sei (V;w) ein bilineares Gitter mit der w-kanonis
hen Basis B

w

wie in A.2.1. Sei (V

0

;w

0

) ein weiteres bilineares Gitter mit einer w

0

-kanonis
hen

Basis

B

w

0

: a

0

; �

j

s

0

i

(1 � i � t

0

; 0 � j � p

0

i

� 2); w

0

;

wel
he Zahlen �

0

, "

0

, e

0

i

und f

0

i

(i = 1; : : : ; t

0

), also ein Symbol, de�niert. Sei C (bzw.

C

0

) die Cartanmatrix von V (bzw. V

0

) bzgl. der Basis B

w

(bzw. B

w

0

).

(1) Sind die bilinearen Gitter V und V

0

isomorph, so gilt Æ[V ℄ = Æ[V

0

℄, t = t

0

,

detC = detC

0

und (na
h evtl. Umnumerierung) p

i

= p

0

i

(i = 1; : : : ; t).

(2) Sind (V;w) und (V

0

;w

0

) rangisomorph, so gilt au�erdem �

0

"

0

= �".

Beweis. (1) Da V und V

0

isomorph sind, haben sie das glei
he Coxeterpolynom,

und daher folgt aus [30, Prop. 7.8℄ t = t

0

und die Glei
hheit der Gewi
hte. Die

Glei
hheit der Determinanten folgt trivialerweise.

Sei � 2 Iso(V; V

0

). Um die Invarianz von Æ[V ℄ zu zeigen, sei zun

�

a
hst V ni
ht-

tubular. Dann ist RadV = Zw, und es folgt RadV

0

= Z�w. Aus w erh

�

alt man

den Vers
hiebungsautomorphismus �

0

= �

w

. Damit ergibt si
h Æ[V ℄ eindeutig als

diejenige nat

�

urli
he Zahl Æ, so da� �

p

= �

Æ

0

(na
h [30, Prop. 4.3℄ hat �

0

unendli
he

Ordnung). Entspre
hendes gilt f

�

ur Æ[V

0

℄.

Sei jetzt V tubular. Dann ist RadV vom Rang 2, also au
h RadV

0

, und daher

ist au
h V

0

tubular, also Æ[V ℄ = 0 = Æ[V

0

℄.

(2) Da es ein � 2 Iso(V; V

0

) gibt mit �w = w

0

, folgt �

0

"

0

= [Z : hV;wi℄ = [Z :

hV

0

;w

0

i℄ = �": �

Sei (V;w) ein kanonis
hes Gitter mit einer Basis wie in A.2.1. Sei u 2 V eine

Wurzel vom w-Rang 0. De�niere e(u) =

ha;ui

hu;ui

und f(u) =

1

"

ha;ui

ha;ai

. Der Quotient

e(u)

f(u)

ist unabh

�

angig von der Auswahl der Basis und hei�t (Wurzel-) Quotient von u.

Lemma A.2.3. Es gelten die Bezei
hnungen aus A.2.1. Seien T

i

die von den � -

Orbiten der s

i

aufgespannten R

�

ohren (i = 1; : : : ; t). Sei u 2 V eine Wurzel vom

Rang 0. Dann gibt es ein i 2 f1; : : : ; tg und ein n 2 Z, so da� n

e

i

f

i

2 Z gilt und

u = u

0

+ nw, wobei u

0

2 T

i

eine Wurzel ist. Der Quotient von u ist

e

i

f

i

.

Beweis. Es gibt eine Darstellung u =

P

t

i=1

u

i

+ nw mit u

i

2 T

i

und n 2 Z.

Weil u eine Wurzel ist, teilt hu;ui =

P

t

i=1

hu

i

;u

i

i alle hu;u

i

i = hu

i

;u

i

i, und es folgt

u = u

i

+ nw f

�

ur ein i. Es folgt dann, da� u

0

= u

i

eine Wurzel in T

i

und dann

au
h in V ist mit hu;ui = hu

0

;u

0

i = hs

i

; s

i

i ([30, Prop. 5.2℄). Damit ergibt si
h

e(u)

f(u)

=

�"

hs

i

;s

i

i

=

e

i

f

i

. Ist ferner v eine Wurzel in T

i

, so ist v + nw genau dann eine

Wurzel, wenn n

e

i

f

i

2 Z gilt, wie man lei
ht na
hpr

�

uft. �

Korollar A.2.4. Die Quotienten

e

i

f

i

(i = 1; : : : ; t) sind Invarianten des kanoni-

s
hen Gitters (V;w) bzgl. Rangisomorphismen. �

Proposition A.2.5. Das Symbol ist eine vollst

�

andige Invariante eines domesti-

zierten kanonis
hen Gitters (V;w) bzgl. Isomorphie.

Beweis. Betra
htung der Tabelle der domestizierten Symbole [30℄. Bea
hte, da�

jeder Isomorphismus s
hon ein Rangisomorphismus ist. �
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Satz A.2.6. Das Symbol ist eine vollst

�

andige Invariante eines tubularen kanoni-

s
hen Gitters (V;w) bzgl. Rangisomorphie.

Beweis. Tabelle A.1 auf Seite 84 zeigt die tubularen Symbole, geordnet na
h Ge-

wi
htsfolgen und Determinanten der Cartanmatrizen. Eine weitere Unters
heidung

bzgl. Rangisomorphie liefern die Produkte �", mit Ausnahme der Symbole

 

2 2

2 2

1 2

!

und (2 2 j 2); aber diese Symbole lassen si
h dur
h ihre Wurzelquotienten unters
hei-

den: Im ersten Fall sind diese

1

2

, 2, im zweiten 1, 1. Die Vollst

�

andigkeit folgt so: Seien

(V;w) und (V

0

;w

0

) tubulare kanonis
he Gitter, die das glei
he Symbol haben. Dann

gibt es kanonis
he Basen

B

w

: a; �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

von V und

B

w

0

: a

0

; �

j

s

0

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

0

von V

0

wie in A.2.1. Da die Symbole glei
h sind, kann man einen Rangisomorphismus

� auf der Basis B

w

de�nieren, indem man jedes Element aus B

w

auf ein entspre
hen-

des Element aus B

w

0

abbildet. Dabei ist � mit der Auslander-Reiten-Translation

vertr

�

agli
h, da na
h [30, Prop. 8.1℄ ��a = ��a gilt. �

Bemerkung. Hat man zwei kanonis
he Basen B

w

und B

w

0

wie im obigen Beweis

gegeben, so liefern diese bis auf Permutation der Spalten dieselben Symbole genau

dann, wenn es einen Rangisomorphismus � 2 Iso(V; V

0

) (also mit �(w) = w

0

) gibt

und eine Permutation � 2 S

t

, so da� �s

i

= s

0

�(i)

(1 � i � t) und �a = a

0

.

Bevor wir ein Beispiel angeben, wel
hes zeigt, da� das Symbol im wilden Fall

keine Invariante des kanonis
hen Gitters ist, zeigen wir no
h, da� allgemein � und "

Invarianten eines kanonis
hen Gitters sind bzgl. Rangisomorphie.

Lemma A.2.7. Es gelten die Voraussetzungen und Bezei
hnungen aus A.2.3, und

zus

�

atzli
h gelte, da� der � -Orbit von u eine Wurzelbasis aufspannt. Dann gibt es ein

j mit 0 � j � p

i

� 1 und u = �

j

s

i

+ nw.

Beweis. Na
h A.2.3 ist u = u

i

+nw mit einer Wurzel u

i

2 T

i

. Da h�

j

u

i

; �

l

u

i

i =

h�

j

u; �

l

ui, und weil nur � -Orbiten von Wurzeln der L

�

ange 1 in T

i

Wurzelbasen auf-

spannen, folgt die Behauptung. �

Sei (V;w) ein kanonis
hes Gitter mit Symbol �[V ℄. Da ein sol
hes Symbol von w

abh

�

angt, nennen wir dieses au
h genauer ein w-Symbol von V . Im tubularen Fall ist

ein w-Symbol also immer eindeutig; jedo
h kann es zu \vers
hiedenen w's" vers
hie-

dene Symbole geben, wie wir sp

�

ater sehen werden.

Lemma A.2.8. Es gelten die Bezei
hnungen und Voraussetzungen aus A.2.2. Es

gebe ein � 2 Iso(V; V

0

) mit �w = w

0

. Es gilt a

0

2 �a+Zw

0

genau dann, wenn (na
h

evtl. Umnumerierung) �s

i

= s

0

i

(i = 1; : : : ; t); ist dies der Fall, so gilt e

i

= e

0

i

, f

i

= f

0

i

(i = 1; : : : ; t) und " = "

0

.

Beweis. Wir nehmen o. E. an, da� V = V

0

, w = w

0

und � = 1

V

gilt.

\(=" Sei i 2 f1; : : : ; tg. Dann folgt aus s

i

= s

0

i

und w = w

0

die Glei
hheit f

i

= f

0

i

,

also ha�a

0

; s

i

i = �"f

i

��

0

"

0

f

0

i

= 0. Es folgt ha�a

0

; V

0

i = 0, und daher a�a

0

2 RadV .
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\=)" Sei a

0

= a + nw und s

0

i

= u

i

+ n

i

w, wobei u

i

eine Wurzel ist, die in der

R

�

ohre liegt, die vom � -Orbit von s

i

aufgespannt wird. Sei u

i

=

P

p

i

�1

j=0

m

(j)

i

�

j

s

i

. Wegen

ha

0

; s

0

i

i > 0 und ha

0

; �

j

s

0

i

i = 0 (j = 1; : : : ; p

i

� 1) folgt

n

i

> �

m

(0)

i

ha; s

i

i

�"

und

n

i

= �

m

(j)

i

ha; s

i

i

�"

(j = 1; : : : ; p

i

� 1):

Da u

i

eine Wurzel ist, folgt (na
h [30, Prop. 5.2℄) jm

(j)

i

�m

(0)

i

j = 1, alsom

(0)

i

= m

(j)

i

+1

(j = 1; : : : ; p

i

� 1). Es folgt

s

0

i

= s

i

+

�

n

i

+m

(1)

i

ha; s

i

i

�"

�

w = s

i

:

�

Bemerkung. (1) Ist

a; �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

w-kanonis
h, und ist �

l

de�niert dur
h

�

l

(x) = x�

p

l

�1

X

j=0

h�

j

s

l

;xi

hs

l

; s

l

i

�

j

s

l

f

�

ur jedes x 2 V , so ist au
h

�

l

a; �

j

�

l

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

w-kanonis
h.

(2) Aus (1) folgt: Ist

a; �

j

(�

j

i

s

i

+ n

i

w) (1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

w-kanonis
h, so gibt es eine w-kanonis
he Basis der Form

a

0

; �

j

s

i

+ n

i

w (1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w:

Na
h A.2.8 ist dabei a

0

modulo Zw eindeutig bestimmt.

Wir nehmen an, wir h

�

atten in einem kanonis
hen Gitter neben

B : a; �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

eine weitere w-kanonis
he Basis B

0

gegeben. Na
h dem bisher Gesagten k

�

onnen wir

dabei annehmen, da� B

0

die folgende Form hat:

B

0

: a

0

; �

j

s

i

+ n

i

w (1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w:

Ferner hat a

0

o. E. die folgende Gestalt:

a

0

= a +

t

X

i=1

p

i

�2

X

j=0

�

ij

�

j

s

i

:
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Lemma A.2.9. Unter obigen Voraussetzungen gilt

�

ij

= (p

i

� 1� j)n

i

e

i

f

i

und

ha

0

; a

0

i = ha; ai + �"

t

X

i=1

(p

i

� 1)n

i

e

i

+ �"

t

X

i=1

n

2

i

e

i

f

i

p

i

(p

i

� 1)

2

:

Beweis. Folgt dur
h Bere
hnung von ha

0

; �

j

s

i

+ n

i

wi. �

Proposition A.2.10. � und " sind Invarianten des kanonis
hen Gitters (V;w)

bzgl. Rangisomorphie.

Beweis. Mit obigen Bezei
hnungen kann man � = ha; ai und �

0

= ha

0

; a

0

i setzen.

Mit der Formel aus dem vorherigen Lemma folgt ha; ai j ha

0

; a

0

i, und wegen �" = �

0

"

0

folgt au
h die umgekehrte Teilbarkeitsbeziehung, also � = �

0

, was dann au
h " = "

0

na
h si
h zieht. �

Die folgende Eindeutigkeitsaussage ist f

�

ur den Begri� der kommutativen Reali-

sierbarkeit (Abs
hnitt 3.9) wi
htig.

Lemma A.2.11. Sei (V;w) ein kanonis
hes Gitter, wel
hes ein w-Symbol hat, in

dem e

i

= 1 gilt f

�

ur alle i = 1; : : : ; t. Dann ist dieses Symbol das einzige w-Symbol.

Beweis. Sei wie oben B eine w-kanonis
he Basis, die das Symbol mit e

i

= 1

liefert, und B

0

eine weitere w-kanonis
he Basis. Mit obigen Bezei
hnungen folgt dann

e

0

i

� e

i

f

�

ur alle i = 1; : : : ; t, und da die Br

�

u
he

e

i

f

i

invariant sind, folgt au
h f

0

i

� f

i

,

also n

i

� 0 f

�

ur alle i = 1; : : : ; t. Wegen ha

0

; a

0

i = ha; ai folgt dann aus der Formel

in A.2.9 lei
ht n

i

= 0 f

�

ur alle i = 1; : : : ; t. Dies zeigt B = B

0

, und somit folgt die

Behauptung. �

Beispiel A.2.12. Wir zeigen, da� ein w-Symbol im allgemeinen (d. h. im wilden

Fall) ni
ht eindeutig zu sein brau
ht. Betra
hte das kanonis
he Gitter (V;w) mit

einer w-kanonis
hen Basis

a j s

1

j s

2

j s

3

j s

4

j w;

die das w-Symbol

0

�

2 2 2 2

1 1 25 25 "

1 1 5 5

1

A

liefert. Man re
hnet lei
ht na
h, da� au
h

a + s

1

+ s

2

� s

3

j s

1

+w j s

2

+w j s

3

�w j s

4

j w

eine w-kanonis
he Basis ist mit w-Symbol

0

�

2 2 2 2

9 9 9 25 "

3 3 3 5

1

A

. Dies ist ein Gegen-

beispiel zu einem Ergebnis in [30℄.

A.3. Anstiege und Rangfunktionen

In diesem Abs
hnitt sei (V;w) ein tubulares kanonis
hes Gitter, p das kleinste

gemeinsame Vielfa
he der Gewi
hte und a 2 V eine Wurzel vom Rang 1 in einer

w-kanonis
hen Basis.
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Lemma A.3.1. Sei u :=

P

p�1

j=0

�

j

a. Dann ist u, w eine Q -Basis von Q 
 RadV .

Beweis. Na
h [30, Prop. 10.3℄ ist RadV vom Rang 2, also ist Q 
Rad V zweidi-

mensional

�

uber Q . Wegen rku = p und rkw = 0 sind u undw linear unabh

�

angig. �

Sei q 2 Q , q =

d

r

mit (d; r) = 1, r � 0 und
e
w

q

= r �u+ d �w und w

q

so, da� Zw

q

eine 1-R

�

ohre ist mit
e
w

q

2 Nw

q

.

Korollar A.3.2. (1) Die 1-R

�

ohren von V sind gerade die Zw

q

(q 2 Q ).

(2) Die Rangfunktionen (modulo Vorzei
hen) entspre
hen den Elementen q 2 Q .

Beweis. Die Abbildung q 7! Zw

q

liefert die Korrespondenz zwis
hen Q und 1-

R

�

ohren: Sie ist o�ensi
htli
h injektiv. Surjektivit

�

at: Sei Zx eine 1-R

�

ohre. Dann ist

x =

a

b

u +




d

w =

1

bd

(adu + b
w). Sei e = (b
; ad), em = b
, en = ad. Sei q = �x =

m

n

.

Dann ist w

q

von der Form

1

f

(nu +mw) mit (m;n) = 1. Es folgt efw

q

= bdx, und

da beide, x und w

q

, direkte Summanden erzeugen, folgt Zx = Zw

q

. �

Definition A.3.3. F

�

ur jedes q 2 Q hei�t der dur
h w

q

erzeugt Rang der q-Rang .

Definition A.3.4. Sei P(Rad V ) die Menge aller direkten Rang 1 Summanden

von RadV . Jedes � 2 AutV induziert eine bijektive Abbildung � von P(Rad V ) in

si
h. Dadur
h operiert AutV auf Q (via �(w

q

) = �w

�(q)

). Seien q, q

0

2 Q . Wir

nennen q und q

0

�

aquivalent (q � q

0

), falls es ein � 2 AutV gibt mit �w

q

= w

q

0

.

Dadur
h wird auf der Menge Q eine

�

Aquivalenzrelation de�niert, deren Klassen wir

Anstiegsklassen (bzgl. V ) nennen.

Der Begri� des Anstiegs wird im n

�

a
hsten Abs
hnitt erkl

�

art.

A.4. Vers
hiebungsautomorphismen

Sei (V;w) ein tubulares kanonis
hes Gitter mit Symbol

0

�

p

1

; : : : ; p

t

d

1

; : : : ; d

t

"

f

1

; : : : ; f

t

1

A

;

wel
hes dur
h eine �xierte w-kanonis
he Basis

a; �

j

s

i

(1 � i � t; 0 � j � p

i

� 2); w

gegeben ist, und sei p = kgV(p

1

; : : : ; p

t

). Ferner sei 
 = "(V;w) der Index von hV;wi

in Z (also 
 = �", mit � = ha; ai).

F

�

ur alle x, y 2 V sei

hhx;yii :=

p�1

X

j=0

h�

j

x;yi:

Sei rk = rk

w

, und de�niere eine Gradfunktion deg : V �! Z dur
h

deg(x) =

1

�"

hha;xii

f

�

ur jedes x 2 K

0

(X). Damit wird dann f

�

ur Elemente x 2 V , f

�

ur die ni
ht deg x und

rkx beide null sind, der Anstieg de�niert dur
h �(x) =

deg(x)

rk(x)

2 Q . Es gilt o�enbar

�(w

q

) = q f

�

ur jedes q 2 Q . Dieser Anstieg ist nat

�

urli
h von der Auswahl von deg
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(bzw. a) und rk (bzw. w) abh

�

angig. Wir de�nieren nun Vers
hiebungsautomorphis-

men (wie in [30℄), und untersu
hen, wie diese auf den Anstiegen wirken.

Sei

�

0

(x) = x�

hw;xi




w:

Es gilt deg �

0

(x) = deg x+ p rkx, rk �

0

(x) = rkx, also ��

0

(x) = �x+ p.

Sei f

�

ur jedes i = 1; : : : ; t

�

i

(x) = x�

p

i

�1

X

j=0

h�

j

s

i

;xi

hs

i

; s

i

i

�

j

s

i

:

Es gilt deg �

i

(x) = deg x + d

i

p

p

i

rkx, rk �

i

(x) = rkx, also ��

i

(x) = �x+ d

i

p

p

i

.

Lemma A.4.1. Es ist p = minfl 2 N j �

l

a = ag.

Beweis. Na
h [30, Thm. 8.3℄ ist �

p

die Identit

�

at. Sei l 2 N , so da� �

l

a = a gilt.

F

�

ur jedes i = 1; : : : ; t ist ha; �

j

s

i

i 6= 0, genau wenn j � 0mod p

i

. Daher wird l von

jedem p

i

geteilt, und es folgt die Behauptung. �

Sei

�

a

(x) = x�

p�1

X

j=0

h�

j

a;xi

ha; ai

�

j

a:

Es gilt deg �

a

(x) = deg x und rk �

a

(x) = rkx� " degx, also ��

a

(x) =

�x

1�"�x

.

SeiG = f� j � 2 AutV g die Untergruppe der Gruppe der bijektiven Abbildungen

von Q na
h Q . Die fundamentale Frage, die uns interessiert, ist, wieviele Bahnen

die Operation G auf Q hat. Dazu untersu
hen wir zun

�

a
hst spezielle Untergruppen

von G, die von zwei Elementen erzeugt werden, und f

�

ur die die entspre
hende Frage

verglei
hsweise einfa
h zu beantworten ist. Dana
h ist das Problem f

�

ur G selbst ni
ht

mehr s
hwierig zu l

�

osen.

Sei U die von �

0

, �

a

und von den �

i

(i = 1; : : : ; t) erzeugte Untergruppe von

G (Vereinbarung: 1 =

1

0

,

1

1

= 1). In den tubularen F

�

allen wird U dann von zwei

Elementen � und � erzeugt, wobei ein Bli
k auf die Liste in [30℄ zeigt, da� folgende

5 F

�

alle auftreten k

�

onnen:

(1) �(q) = q + 1; �(q) =

q

1+q

;

(2) �(q) = q + 2; �(q) =

q

1+q

;

(3) �(q) = q + 3; �(q) =

q

1+q

;

(4) �(q) = q + 1; �(q) =

q

1+2q

;

(5) �(q) = q + 2; �(q) =

q

1+2q

.

Bemerkung. Die Liste der tubularen Symbole [30℄ zeigt: Es gibt ein i 2

f1; : : : ; tg mit p

i

= p und d

1

p

p

1

; : : : ; d

t

p

p

t

2 Nd

i

p

p

i

.

Wir untersu
hen nun die Bahnen dieser Untergruppe. Im ersten Fall wei� man,

da� U transitiv auf Q operiert [34℄.

Um die S
hreibweise zu vereinfa
hen, tre�en wir im folgenden die Konvention,

da� q =

a

b

2 Q (o.

�

a.) immer hei�en soll, da� a und b teilerfremd (insbesondere

ni
ht beide = 0) sind. Das Symbol N stehe hier immer f

�

ur die Menge der nat

�

urli
hen

Zahlen inklusive Null.
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Da die folgenden Aussagen

�

uber die Anzahl der Bahnen von grundlegender Wi
h-

tigkeit sind, geben wir die Beweise gr

�

o�tenteils in ausf

�

uhrli
her Form an. Alle Beweise

laufen na
h demselben S
hema, jedo
h sind sie im Detail unters
hiedli
h.

Lemma A.4.2 (Fall 2). Seien A = f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg und B = f

a

b

j

a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg. Seien �, � 2 G, �(q) = q + 2, �(q) =

q

1+q

. Sei U die von

� und � erzeugte Untergruppe von G. Dann ist A = U:0, B = U:1.

Beweis. O�ensi
htli
h sind A und B invariant unter � und �. Sei q =

d

r

2 Q mit

d 2 Z, r 2 N . Wir ma
hen Induktion na
h jqj := jdj+ r.

1. q 2 A: jqj = 0 ist ni
ht m

�

ogli
h. Aus jqj = 1 folgt q =

0

1

= 0. Sei nun jqj > 1.

1. Fall: d > 0. Dann ist d = r oder d = 2r ni
ht m

�

ogli
h.

a) d < r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d

r�d

2 Q

+

und jq

0

j = d + r � d = r <

r + d = jqj.

b) d > 2r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d�2r

r

2 Q

+

und jq

0

j = d � 2r + r =

d� r < d+ r = jqj.


) r < d < 2r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d�2r

r

2 Q

�

und jq

0

j = �d+2r+ r <

2r < r + d = jqj.

2. Fall: d < 0. Dann ist d = �r oder d = �2r ni
ht m

�

ogli
h.

a) d > �r. Dann ist q = �

�1

(q

0

) mit q

0

=

d

r+d

2 Q

�

und jq

0

j = �d + r + d =

r < r � d = jqj.

b) d < �2r. Dann ist q = �

�1

(q

0

) mit q

0

=

d+2r

r

2 Q

�

und jq

0

j = �d� 2r+ r <

�d+ r = jqj.


) �2r < d < �r. Dann ist q = �

�1

(q

0

) mit q

0

=

d+2r

r

2 Q

+

und jq

0

j =

d+ 2r + r < 2r < �d+ r = jqj.

2. q 2 B: jqj = 0; 1 ist ni
ht m

�

ogli
h. Ist jqj = 2, so ist q = �1, und �1 = �

�1

(1).

Sei nun jqj > 2. Der Beweis verl

�

auft dann v

�

ollig analog zu dem Fall q 2 A, mit

denselben Fallunters
heidungen. �

Lemma A.4.3 (Fall 3). Seien A = f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 0mod3g, B = f

a

b

j

a 2 Z; b 2 N ; a � 1mod3g und C = f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 2mod3g. Seien �,

� 2 G, �(q) = q + 3, �(q) =

q

1+q

. Sei U die von � und � erzeugte Untergruppe von

G. Dann ist A = U:0, B = U:1 und C = U:2.

Beweis. Wir

�

ubernehmen die Bezei
hnungen aus dem Beweis von A.4.2.

1. q 2 A: Dann ist jqj = 0 ni
ht m

�

ogli
h. Aus jqj = 1 folgt q =

0

1

= 0. Sei nun

jqj > 1.

1. Fall: d > 0. Dann ist d = r ni
ht m

�

ogli
h.

a) d < r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d

r�d

2 Q

+

und jq

0

j = d+r�d < r+d = jqj.

b) d > r.

(i) d � 3r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d�3r

r

und jq

0

j = d�2r < d+ r = jqj.

(ii) 2r � d < 3r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d�3r

r

mit jq

0

j = �d + 4r �

2r < d+ r = jqj.

(iii) r < d < 2r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

= �dd� r und jq

0

j = d+ d� r <

d+ r = jqj.

2. Fall: d < 0. Dies verl

�

auft v

�

ollig analog zum ersten Fall, indem man �

�1

und

�

�1

anwendet.
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Die F

�

alle 2. q 2 B und 3. q 2 C verlaufen analog; nur der Induktionsanfang ist

anzupassen. �

Lemma A.4.4 (Fall 4). Seien A = f

a

b

j a 2 N

0

; b 2 Z; b 6= 0; b geradeg und

B = f

a

b

j a 2 N

0

; b 2 Z; b 6= 0; b ungeradeg. Seien �, � 2 G, �(q) = q + 1,

�(q) =

q

1+2q

. Sei U die von � und � erzeugte Untergruppe von G. Dann ist A = U:

1

2

,

B = U:0.

Beweis. Der Beweis verl

�

auft analog zu dem Beweis von A.4.2. �

Lemma A.4.5 (Fall 5). Seien A = f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungerade; b ungeradeg,

B = f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungerade; b geradeg und C = f

a

b

j a 2 Z; b 2

N ; a geradeg; b ungerade. Seien �, � 2 G, �(q) = q + 2, �(q) =

q

1+2q

. Sei U die

von � und � erzeugte Untergruppe von G. Dann ist A = U:1, B = U:

1

2

und C = U:2.

Beweis. Wir

�

ubernehmen die Bezei
hnungen aus dem Beweis von A.4.2. Wir

s
hreiben nur den Fall \d > 0" auf. Die F

�

alle q 2 A, q 2 B und q 2 C unters
heiden

si
h nur im Induktionsanfang. F

�

ur den Induktionss
hritt hat man folgende F

�

alle,

wobei r > 0 angenommen werden kann (sonst ist q in der Bahn von

1

2

):

a) d <

1

r

. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d

r�2d

und jq

0

j = d+ r � 2d < d+ r = jqj.

b) d =

1

2

r. Dann ist q =

1

2

.


)

1

2

r < d < r. Dann ist q = �q

0

mit q

0

=

d

r�2d

und jq

0

j = d � r + 2d < 2d <

d+ r = jqj.

d) d = r. Dann ist q = 1.

e) r < d < 2r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d�2r

r

und jq

0

j = �d+ 2r + r < 2r <

d+ r = jqj.

f) d = 2r. Dann ist q = 2.

g) d > 2r. Dann ist q = �(q

0

) mit q

0

=

d�2r

r

und jq

0

j = d� 2r+ r < d+ r = jqj.

�

Bemerkung. Ein einheitli
her Beweis obiger Aussagen w

�

are w

�

uns
henswert.

Sei � : Q �! Q , q 7! q+1 und � : Q �! Q , q 7!

q

q+1

. Man k

�

onnte versu
hen, zu

zeigen, da� die Bahnen der dur
h �

m

und �

n

erzeugten Gruppe in Q dur
h

A

ij

= f

a

b

j a � imodn; b � jmodmg;

wobei 1 � i � n, 1 � j � m und (i; j) = 1 gilt, gegeben sind:

Sei S =

�

1 1

0 1

�

und R =

�

1 0

1 1

�

. S (bzw. R) operiert dur
h

�


 d

e f

�

a

b

:=


a+ db

ea + fb

wie � (bzw. �) auf Q . F

�

ur m, n 2 N w

�

are dann eine Formel f

�

ur den Index von

der dur
h R

m

und S

n

erzeugten Untergruppe in der Modulargruppe PSL

2

(Z) von

Nutzen. Ein aussi
htsrei
her Versu
h k

�

onnte sein, modulo kgV(m;n) in endli
hen

Gruppen zu re
hnen. Uns ist ni
ht bekannt, ob eine derartige Indexformel in der

Literatur vorkommt.
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A.5. Die Anstiegsklassen der tubularen Gitter

Ein Symbol ist ein Zahlens
hema, wel
hes zu einer kanonis
hen Basis eines ka-

nonis
hen Gitters de�niert wurde. Wir nennen zwei Symbole � und �

0

�

aquivalent ,

falls sie dur
h kanonis
he Basen B bzw. B

0

innerhalb eines kanonis
hen Gitters V

realisiert werden k

�

onnen. Wir erinnern daran, da�, wenn V tubular ist, es Bijektionen

gibt zwis
hen der Menge der Symbole auf V , der Menge der

�

Ahnli
hkeitsklassen der

R

�

ange auf V und der Menge der Anstiegsklassen (bzgl. V ) von Q .

Satz A.5.1. Die

�

Aquivalenzklassen der tubularen Symbole und die Anzahlen der

Anstiegsklassen werden dur
h die Tabelle A.1 bes
hrieben. Es gibt maximal 2 An-

stiegsklassen. Es gibt eine Untergruppe U von AutV , die von Vers
hiebungsauto-

morphismen an Elementen, die in der vierten Spalte der Tabelle A.1 aufgelistet sind,

erzeugt wird, so da� U transitiv auf den Anstiegsklassen operiert.

Die Untergruppe von AutV , die dur
h die Vers
hiebungsautomorphismen �

a

,

�

0

= �

w

, �

1

; : : : ; �

t

erzeugt wird, mu� ni
ht notwendig transitiv auf den Anstiegs-

klassen operieren.

Ein Bli
k auf die Gewi
htssequenzen und die Determinanten der Cartanmatrizen

zeigt, da� keine weiteren Symbole zueinander

�

aquivalent sein k

�

onnen (vgl. A.2.2).

Satz A.5.1 wird im folgenden bewiesen. Dabei werden au
h die Anstiegsklassen in

den jeweiligen F

�

allen ermittelt.

Im folgenden sei (V;w) ein (normalisiertes) tubulares kanonis
hes Gitter. Es wird

zu jedem tubularen kanonis
hen Gitter V und zu jedem q 2 Q eine kanonis
he Basis

(vgl. A.2.1, mit Zw = Zw

q

) gefunden, die na
h A.2.1 und A.2.6 ein eindeutiges

Symbol de�niert, und wir nennen dies das q-Symbol. Die kanonis
hen Basen werden

dabei in der folgenden Weise notiert:

B : a j s

1

; �s

1

; : : : ; �

p

1

�2

s

1

j � � � j s

t

; �s

t

; : : : ; �

p

t

�2

s

t

j w:

B bezei
hne eine kanonis
he Basis, die auf dem (zu untersu
henden) kanonis
hen

Gitter dur
h w vorgegeben ist. Dann bezei
hne u stets

P

p�1

j=0

�

j

a, wobei p =

kgV(p

1

; : : : ; p

t

) ist.

In jedem der F

�

alle wird die Anzahl der Bahnen einer gewissen Untergruppe von

AutV , die dur
h eine Teilmenge der Vers
hiebungsautomorphismen �

a

, �

0

= �

w

,

�

1

; : : : ; �

t

aus Abs
hnitt A.4 erzeugt wird, eine obere S
hranke f

�

ur die Anzahl der

Anstiegsklassen liefern. Eine untere S
hranke wird man mit A.2.6 erhalten.

In den F

�

allen

�

2 2

1 3

�

,

0

�

2 2

1 3

1 3

1

A

,

�

3 3

1 2

�

,

0

�

3 3

1 2

1 2

1

A

, (2 3 6), (2 4 4), (3 3 3),

�

2 2 2

1 1 2

�

,

0

�

2 2 2

1 1 2

1 1 2

1

A

und (2 2 2 2) liefern die Vers
hiebungen an a und einem s

i

den Fall 1 aus Abs
hnitt A.4, es gibt also nur eine Anstiegsklasse, Q selbst.

A.5.2. Der Fall

�

2

4

�

. Die Vers
hiebungen an a und w liefern hier den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0
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Symbol Anst.-kl. hs

i

; s

i

i Erz. v. U detC �"

�

2

4

�

;

 

2

2 2

2

!

2

1

4

a;w

a; s

1

;u� 2w

16 4; 2

 

2

4

2

!

1 1 a;w;

1

2

(u+ 2w) 1 1

 

2

4

4

!

;

�

2

2

2

�

2

4

1

a;w

s

1

;

1

2

(u +w)

4 1; 2

�

3

3

�

;

 

3

3

3

!

2

1

3

a; s

1

; a+w 9 3; 1

�

2 2

1 3

�

1 3; 1 a; s

1

27 3

 

2 2

1 3

1 3

!

1 1; 3 a; s

1

3 1

�

2 2

2 2

�

;

 

2 2

2 2

2 2

!

2

1; 1

2; 2

a; s

1

4 2; 1

 

2 2

2 2

1 2

!

; (2 2 j 2) 2

1; 4

2; 2

a; s

1

16 2; 2

�

2 4

1 2

�

;

 

2 4

1 2

1 2

!

2

2; 1

1; 2

a; s

2

8 2; 1

�

3 3

1 2

�

1 2; 1 a; s

1

16 2

 

3 3

1 2

1 2

!

1 1; 2 a; s

1

4 1

(2 3 6) 1 1; 1; 1 a; s

3

1 1

(2 4 4) 1 1; 1; 1 a; s

2

1 1

(3 3 3) 1 1; 1; 1 a; s

1

1 1

�

2 2 2

1 1 2

�

1 2; 2; 1 a; s

1

16 2

 

2 2 2

1 1 2

1 1 2

!

1 1; 1; 2 a; s

1

2 1

(2 2 2 2) 1 1; 1; 1; 1 a; s

1

1 1

Tabelle A.1. Klassen tubularer Symbole

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a j

1

2

u;
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und 0-Symbol

0

�

2

2 2

2

1

A

.

Na
h A.2.6 gibt es genau 2 Anstiegsklassen, n

�

amli
h

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:

A.5.3. Der Fall

0

�

2

2 2

2

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

(oder w) liefern den

Fall 5 aus Abs
hnitt A.4, es gibt also maximal 3 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten

q = 0, q = 1 und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a j u;

und 0-Symbol

�

2

4

�

.

q = 1: Basis

B

1

: a j 2a +w j u+w;

und das 1-Symbol ist glei
h dem 1-Symbol.

Vers
hiebung an der von u� 2w erzeugten 1-R

�

ohre,

�

u�2w

(x) = x�

hu� 2w;xi

4

(u� 2w);

induziert auf den Anstiegen q 7!

3q+4

�q�1

und verbindet damit die Anstiegsklassen, die

1 bzw. 1 enthalten, und darum gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ung.; b ung.g [ f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ung.; b ger.g

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a gerade; b ungeradeg:

A.5.4. Der Fall

0

�

2

4

2

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und w liefern hier den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal zwei Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten

q = 0 und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a j

1

2

u;

und das 0-Symbol ist glei
h dem 1-Symbol.

Vers
hiebung an der dur
h

1

2

(u+ 2w) erzeugten 1-R

�

ohre,

�

1

2

(u+2w)

(x) = x�

hu+ 2w;xi

4

(u + 2w);

induziert auf den Anstiegen q 7!

4

4�q

, verbindet also die Anstiegsklassen, die 0 bzw.

1 (und damit1) enthalten, also gibt es genau 1 Anstiegsklasse.
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A.5.5. Der Fall

0

�

2

4

4

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und w liefern den Fall 2 aus

Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0 und

q =1. q = 0: Basis

B

0

: a�w j a j u;

0-Symbol

�

2

2

2

�

.

Also gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:

A.5.6. Der Fall

�

2

2

2

�

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

(oderw) liefern den

Fall 5 aus Abs
hnitt A.4, es gibt also maximal 3 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten

q = 0, q = �1 und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a j u;

liefert 1-Symbol.

q = �1: Basis

B

�1

: s

1

j �2a + 4s

1

�w j

1

2

(w � u);

und �1-Symbol

0

�

2

4

4

1

A

.

Vers
hiebung an der von

1

2

(u +w) erzeugten 1-R

�

ohre,

�

1

2

(u+w)

(x) = x�

hu+w;xi

4

(u +w);

induziert auf den Anstiegen q 7!

1

2�q

, und damit sieht man, da� 1 mittels Vers
hie-

bungsautomorphismen in 0

�

ubergeht. Daher gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a; b ungeradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N; a ger.; b ung.g [ f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ung.; b ger.g:

Ferner sieht man, da� s
hon die Vers
hiebungen an s

1

und

1

2

(u+w) diese 2 Anstiegs-

klassen liefern. Man bea
hte no
h, da� �(

1

2

(u + w)) = 1 ist und da� das 1-Symbol

0

�

2

4

4

1

A

ist.

A.5.7. Der Fall

�

3

3

�

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

liefern den Fall 3 aus

Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 3 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0,
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q = �1 und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a; �

2

a j

1

3

u;

und 0-Symbol

0

�

3

3

3

1

A

.

q = �1: Basis

B

�1

: �a j �a � �s

1

; �

2

a� �

2

s

1

j u�w;

und das �1-Symbol ist glei
h dem 1-Symbol.

Vers
hiebung an der dur
h a+w erzeugten 3-R

�

ohre,

�

a+w

(x) = x�

2

X

j=0

h�

j

a+w;xi

3

(�

j

a +w);

induziert auf den Anstiegen q 7!

�2q+9

�q+4

, insbesondere 5 7!

�1

�1

= 1. Da 1 in der

selben Klasse wie 1 und 5 in derselben Klasse wie �1 liegt, folgt, da� es genau 2

Anstiegsklassen gibt:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 0mod3g

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 1mod3g [ f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 2mod3g:

A.5.8. Der Fall

0

�

3

3

3

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

liefern den Fall 3 aus

Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 3 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0,

q = �1 und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a; �

2

a j u;

und 0-Symbol

�

3

3

�

.

q = �1: Basis

B

�1

: �a j 3�a� �s

1

; 3�

2

a� �

2

s

1

j u�w;

und das �1-Symbol ist glei
h dem 1-Symbol.

Vers
hiebung an der dur
h a+w erzeugten 3-R

�

ohre,

�

a+w

(x) = x�

2

X

j=0

h�

j

a +w;xi(�

j

a +w);

induziert auf den Anstiegen q 7!

�2q+9

�q+4

, insbesondere 5 7!

�1

�1

= 1. Da 1 in der-

selben Klasse wie 1 und 5 in derselben Klasse wie �1 liegt, folgt, da� es genau 2

Anstiegsklassen gibt:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 0mod3g

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 1mod3g [ f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a � 2mod3g:
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A.5.9. Der Fall

�

2 2

2 2

�

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

liefern den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

1

j �a j �a� 2�s

1

+w j

1

2

u;

und 0-Symbol

0

�

2 2

2 2

2 2

1

A

.

Es gibt also genau 2 Anstiegsklassen

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:

A.5.10. Der Fall

0

�

2 2

2 2

2 2

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

liefern den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: s

1

� 2w j a j a� s

2

+w j u;

und 0-Symbol

�

2 2

2 2

�

.

Daher gibt es genau 2 Anstiegsklassen, n

�

amli
h

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:

A.5.11. Der Fall

0

�

2 2

2 2

1 2

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und s

1

liefern den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: s

1

�w j a� s

2

+w j a j u;

und 0-Symbol (2 2 j 2).

Also gibt es genau 2 Anstiegsklassen, wiederum

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:

A.5.12. Der Fall (2 2 j 2). Die Vers
hiebungen an a und s

1

liefern den Fall 4

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

2

j �a j 2�a� 2�s

1

+w j u;
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und 0-Symbol

0

�

2 2

2 2

1 2

1

A

.

Daher gibt es genau 2 Anstiegsklassen, n

�

amli
h

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; b geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; b ungeradeg:

A.5.13. Der Fall

�

2 4

1 2

�

. Die Vers
hiebungen an a und s

2

liefern den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: �s

2

j a� 2s

2

� �s

2

� �

2

s

2

+w j �a; �

2

a; �

3

a j

1

2

u;

und 0-Symbol

0

�

2 4

1 2

1 2

1

A

.

Also gibt es genau 2 Anstiegsklassen:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:

A.5.14. Der Fall

0

�

2 4

1 2

1 2

1

A

. Die Vers
hiebungen an a und s

2

liefern den Fall 2

aus Abs
hnitt A.4, also gibt es maximal 2 Anstiegsklassen mit Repr

�

asentanten q = 0

und q =1. q = 0: Basis

B

0

: ��

3

s

2

j 2a� 2s

1

� s

2

� �s

2

+ 2w j a; �a; �

2

a j u;

und 0-Symbol

�

2 4

1 2

�

.

Es gibt damit genau 2 Anstiegsklassen:

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a geradeg

f

a

b

j a 2 Z; b 2 N ; a ungeradeg:





ANHANG B

Die Pi
ard-Gruppe

B.1. Der Beweis von Proposition 1.2.5

Wir beweisen Proposition 1.2.5, indem wir den Cokern des Monomorphismus

H �! Pi


H

(X) untersu
hen. Wir nehmen an, da� die H-graduierte kommutative

k-Algebra die Bedingungen (N), (F2) und (F3) erf

�

ullt. Dabei ist k ein K

�

orper.

Sei K = Quot

H

(R) der graduierte Quotientenk

�

orper von R. Sei I ein graduierter

R-Modul. I hei�t graduiertes gebro
henes Ideal , falls es ein h 2 H gibt, so da� I(h)

ein homogener R-Untermodul von K ist, und falls es ein homogenes d 2 R n f0g

gibt mit dI(h) � R. (Entspre
hend werden graduierte divisorielle gebro
hene Ideale

de�niert.) I hei�t graduiertes gebro
henes Hauptideal , falls es ein h 2 H gibt, so da�

I(h) ein homogener R-Untermodul von K ist, und falls es ein homogenes f 2 K gibt

mit I(h) = Rf . In diesem Sinn ist z. B. f

�

ur jedes h 2 H der graduierte R-Modul

R(h) ein graduiert gebro
henes Hauptideal.

Die Menge der graduierten divisoriellen gebro
henen Ideale ist modulo H bijektiv

zur Menge Div

H

(R) der homogenen Divisoren

X

ht p=1

n

p

� p:

Die Divisorenklassengruppe Cl

H

(R) ist Div

H

(R)=P

H

(R), wobei P

H

(R) die Unter-

gruppe der graduierten Hauptdivisoren ist, also der Divisoren von der Form div(f)

f

�

ur ein homogenes f 2 K (von beliebigem Grad!). Sie ist isomorph zur Faktorgruppe

der graduierten divisoriellen gebro
henen Ideale modulo der graduierten gebro
henen

Hauptideale.

Proposition B.1.1. (1) R ist graduiert faktoriell, genau wenn jedes homogene

Primideal der (graduierten) H

�

ohe 1 von einem homogenen Primelement erzeugt wird,

und dies ist

�

aquivalent dazu, da� Cl

H

(R) = 0 ist.

(2) Die Zuordnung h 7! O(h) (h 2 H) liefert eine exakte Sequenz

0
H

Pi


H

(X) Cl

H

(R)

0;

wobei die zweite Abbildung induziert wird dur
h die Zuordnung L 7! �(X;L) =

L

h2H

Hom

X

(O;L(h)).

Beweis. (1) Ist R graduiert faktoriell und p ein homogenes Primideal der H

�

ohe

1, so sei 0 6= r 2 p homogen. Zerlege r in Primfaktoren. Dann mu� mindestens ein

Primfaktor p in p liegen, und daher ist p = Rp. Die Umkehrung folgt mit einer gradu-

ierten Version des Krulls
hen Hauptidealsatzes: Sei p 2 R ein homogenes irreduzibles

Element in R. Zu zeigen gen

�

ugt, da� p prim ist. Sei p ein minimales homogenes Pri-

moberideal von p. Dann hat p die H

�

ohe 1, ist also ein Hauptideal, also p = Rq, wobei

q prim ist. Dann folgt, da� au
h p prim ist.
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Gilt die mittlere Bedingung, so folgt o�enbar Cl

H

(R) = 0. Gelte umgekehrt

Cl

H

(R) = 0. Sei p ein homogenes Primideal der H

�

ohe 1. Dann gibt es ein homo-

genes f 2 K mit div(f) = div(p). Dann folgt wegen

R =

\

ht p=1

R

p

wie in [22, II. Prop. 6.2℄, da� f 2 R ist und p = Rf .

(2) (vgl. au
h [36, Thm. 1.3℄, [37, Thm. 1.9℄.)

Sei L ein Linienb

�

undel. Dann ist I = �(X;L) ein graduierter Cohen-Ma
aulay

Modul vom Rang 1. Da I CM ist, ist I graduiert re
exiv, und daher ein divisorielles

gebro
henes Ideal (in K = Quot

H

(R)). Ist L ' O(h) f

�

ur ein h 2 H, so ist I o�enbar

ein gebro
henes Hauptideal. Sei umgekehrt I ein gebro
henes Hauptideal. Dann ist I

graduiert projektiv und vom Rang 1, also I ' R(h), also L ' O(h) f

�

ur ein h 2 H. �



ANHANG C

Zahme Bimoduln

C.1. Multiplizit

�

atenfreie rationale Punkte

Wir betra
hten zahme BimodulnM =

G

M

F

, wobei F und G endli
hdimensionale

S
hiefk

�

orper

�

uber dem Grundk

�

orper k sind. Auf F , G undM operiere k stets zentral.

Dabei bedeutet zahm, da� dim

G

M � dimM

F

= 4 gilt. Das Paar (dim

G

M; dimM

F

)

hei�t der Typ von M (vgl. [10℄).

M ist die zahm-erbli
he k-Algebra � =

�

F 0

M G

�

zugeordnet. Dies ist insbeson-

dere eine verste
kt-kanonis
he Algebra, wobei die regul

�

are Komponente eine sepa-

rierende tubulare Familie de�niert, deren R

�

ohren alle homogen sind. Wir verwenden

dieselben Bezei
hnungen wie in Abs
hnitt 4.2. Wir untersu
hen hier die Existenz von

Punkten y 2 Y in der zugeordneten Kurve, die rational und multiplizit

�

atenfrei sind,

so da� also e(y) = 1 = f(y) gilt.

Lemma C.1.1. Sei Y eine homogene exzeptionelle Kurve, so da� der unterliegende

zahme Bimodul ni
ht-einfa
h ist. Dann gibt es einen rationalen Punkt y 2 Y, der

multiplizit

�

atenfrei ist, d. h. es gilt f(y) = 1 und e(y) = 1.

Beweis. Es gibt einen sol
hen Punkt na
h [38, Thm. 7.4℄. �

Lemma C.1.2. Sei

F

M

G

einer zahmer Bimodul vom Typ (2; 2). Dieser ist ge-

nau dann ni
ht-einfa
h, wenn es

�

uber der zugeh

�

origen homogenen Kurve Y einen

rationalen multiplizit

�

atenfreien Punkt y 2 Y gibt.

Beweis. Ist M ni
ht-einfa
her Bimodul, so gibt es einen rationalen multipli-

zit

�

atenfreien Punkt na
h C.1.1. Der zugeh

�

orige einfa
he regul

�

are Modul S ist Cokern

der exakten Folge

0

P

1

f

P

2

S

0;

wobei P

1

und P

2

die beiden Projektiven vom Rang 1 sind und f eine irreduzible

Abbildung.

Sei M einfa
her Bimodul. Seien P

1

und P

2

die unzerlegbar projektiven Darstel-

lungen, so da� es einen irreduziblen Morphismus von P

1

na
h P

2

gibt. Dann sind

alle einfa
hen regul

�

aren Darstellungen S

y

mit f(y) = 1 Cokerne ni
ht-trivialer (al-

so irreduzibler) Morphismen P

1

�! P

2

. Sei S

y

eine einfa
he regul

�

are Darstellung

mit f(y) = 1. Wir k

�

onnen annehmen, da� S

y

von der Form (F;G; ') ist, wobei

' : F 
M �! G ein G-linearer Epimorphismus ist. Es gibt ein y 2 M , y 6= 0, mit
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94 C. ZAHME BIMODULN

Kern' = 1
 yG. Hat man nun einen Endomorphismus

F 
M

�f

'

G

�g

F 
M

'

G

gegeben, so mu� fyG � yG gelten. Wegen der Einfa
hheit von M ist der Ring

R = ff 2 F j fyG � yGg 6= F . Wegen [M : G℄ > 1 gilt andererseits End(S

y

) ' R.

Es folgt e(y) =

[F :k℄

[End(S

y

):k℄

> 1. �

C.2. Einfa
he regul

�

are Darstellungen

�

uber R

Die folgende Tabelle bes
hreibt die Symboldaten der einfa
hen regul

�

aren Darstel-

lungen der zahmen Bimoduln M =

G

M

F

vom Typ (2; 2)

�

uber dem K

�

orper R der

reellen Zahlen. Die Daten sind [10℄ und [14℄ entnommen.

Ist D die R-Algebra, die in der zweiten Spalte angegeben ist, so ist die Kategorie

der regul

�

aren Darstellung

�

aquivalent zu mod(D)� U

S

, wobei mod(D) die Kategorie

aller D-Re
htsmoduln bezei
hnet, die endli
hdimensional

�

uber F sind, und wobei U

S

eine einreihige Kategorie ist mit genau einem einfa
hen Element S ([38, Thm. 7.4℄).

Die einfa
hen regul

�

aren Darstellungen S

x

6= S korrespondieren mit Elementen p

x

in D, wie sie in der zweiten Spalte angegeben sind.

In der dritten Spalte wird der Isomorphietyp der einfa
hen regul

�

aren Darstellun-

gen S

x

(bzw. der von S

2

x

) angeben.

In der letzten Spalte wird zu einer einfa
hen regul

�

aren Darstellung S

x

deren Sym-

bol

�

d(x)

f(x)

End(S

x

)

�

angegeben.

Die Daten f(x) und d(x) bere
hnen si
h wie folgt: Zun

�

a
hst entnimmt man

aus [14℄ die Zahlen e(x), wobei D=p

x

D ' M

e(x)

(D

x

) mit einem S
hiefk

�

orper D

x

.

Es gilt S

e(x)

x

' D=p

x

D und EndS

x

' D

x

. Dann bere
hnet man d(x) =

[M

e(x)

(D

x

):R℄

[F :R℄

,

und s
hlie�li
h f(x) =

d(x)

e(x)

. Man sieht lei
ht, da� diese Daten mit denen aus 4.2

�

ubereinstimmen.

Die einfa
he regul

�

are Darstellung S hat jeweils dieselben Symboldaten wie sie in

a) angegeben sind ([38, Thm. 7.4℄).
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Bimodul D; p

x

S

x

�

d(x)

f(x)

End(S

x

)

�

R

R�R

R

R[T ℄; T zentral

a) T � a (a 2 R) R

�

1

1

R

�

b) (T � a)(T � �a)

(a 2 C n R)

C

�

2

2

C

�

C

C�C

C

C [T ℄; T zentral

T � a (a 2 C ) C

�

1

1

C

�

H

H�H

H

H [T ℄; T zentral

a) T � a (a 2 R) H

�

1

1

H

�

b) (T � a)(T � �a)

(a 2 C n R)

S

2

x

' M

2

(C )

�

2

1

C

�

C

C�C

C

C [T; � ℄; T 
 = �
T (
 2 C )

a) T C

�

1

1

C

�

b) T

2

� a (0 < a 2 R) S

2

x

' M

2

(R)

�

2

1

R

�


) T

2

� a (0 > a 2 R) H

�

2

2

H

�

d) (T

2

� a)(T

2

� �a)

(a 2 C n R)

S

2

x

' M

2

(C )

�

4

2

C

�

Tabelle C.1. (2; 2)-F

�

alle

�

uber R
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