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Grundlegende Problemstellung in der Algebra: Lösung von Gleichungen.

(Quadratische Gleichungen)

x2 + px + q = 0

Dies konnten schon die alten Babylonier vor fast 4000 Jahren! (Vgl.
quadratische Ergänzung.)

Keilschrift-Tafel zur Darstellung von
√

2
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Heute ist jeder Schülerin und jedem Schüler bekannt:

(p-q-Formel)

x = −p

2
±

√
p2

4
− q

Beobachtung

Die Formel berechnet die Lösung aus dem Bereich der Koeffizienten (p
und q) nur mit Hilfe der Operationen +, −, ·, / und (Quadrat-)
Wurzelziehen

√
.

Die Formel ist für alle Koeffizienten p und q gleich.

Möchte ähnliche Lösungsformel auch für höhere Grade haben.

· Dirk Kussin Berlin, 30. April 2022 · 4 / 28



Quadratische Gleichungen Kubische Gleichungen Quintische Gleichungen Galois Anhang

(Kubische Gleichungen)

x3 + px + q = 0

Zwischen der Lösung der quadratischen Gleichung und der der kubischen
lagen gut 3000 Jahre!

Italienische Renaissance
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x3 + px + q = 0

Eine Lösung ist gegeben durch:

(Cardanische Formel: G. Cardano 1545)
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Weitere Lösungen ergeben sich durch Modifikation davon.
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Große Kunst

Ars Magna von Gerolamo Cardano, erschienen 1545

Vorher schon: del Ferro (1515), Tartaglia (1535), und auch für Grad 4:
Ferrari (1540). Cardano veröffentlichte diese Ergebnisse erstmals in
seinem Buch.
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Beispiel

x3 + 3x − 36 = 0

x =
3

√
18 +

√
325 +

3

√
18−

√
325

Andererseits ist offenbar x = 3 eine Lösung!

Beispiel

x3 − 7x + 6 = 0

x =
3

√
−3 +

√
−100

27
+

3

√
−3−

√
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27

Beachte: Quadratwurzel aus negativer Zahl!
Andererseits sind offenbar x = 1, 2 und −3 alle Lösungen!

Fazit

Formel nicht immer praktisch. Sog. komplexe Zahlen unerlässlich.
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x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0

oder spezieller

x5 + px + q = 0

Frage

Gibt es auch für Gleichungen vom Grad 5 (oder höher) ähnliche Formeln,
die die Lösungen nur mit +, −, ·, / und (höheres) Wurzelziehen n

√
aus

den Koeffizienten der Gleichung berechnen?

Für die Lösung dieser Frage wurden weitere 250 Jahre benötigt!

Wichtige (Vor-) Arbeiten dazu wurden von Girard, Newton, Gauß und
anderen geleistet, und besonders auch von Lagrange (in einer 1770 in
Berlin verfassten Arbeit).
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Die Antwort wurde erst von Ruffini (-1813, noch lückenhaft) und Abel
(um 1824; 1826 verbessert in Berlin) gefunden. Die Antwort ist negativ:

Satz (von Ruffini-Abel)

Für Grad 5 (und höher) gibt es keine allgemeine Lösungsformel (im
obigen Sinne) mehr.

Um es klar zu sagen: Ruffini und Abel haben bewiesen, dass es allgemein
keine solche Formel geben kann.

Niels Henrik Abel (1802–1829)
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Was der Satz von Ruffini-Abel aber nicht thematisiert, ist die
(offensichtliche) Feststellung, dass gewisse Gleichungen fünften Grades
mittels +, −, ·, / und Wurzelziehen n

√
lösbar sind.

Z. B. ist dies offensichtlich für eine Gleichung wie

x5 − 2 = 0

Hier ist eine Lösung gegeben durch

x =
5
√

2

Die weiteren (vier) Lösungen bekommt man durch einen einfachen
Mechanismus (innerhalb der komplexen Zahlen).

Es gibt noch viele weitere “auflösbare” Gleichungen.

Frage

Wie entscheidet man, welche Gleichungen “auflösbar” (im obigen Sinne)
sind und welche nicht?
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Die genialen Ideen zur (vollständigen) Beantwortung dieser Frage
stammen von

Évariste Galois (1811–1832)

Durch seine revolutionären, mathematischen Denkweisen, gilt er als der
Begründer der modernen Algebra. Auch politisch war er in den Wirren
der Revolution aktiv, kam dafür ins Gefängnis, wurde der Hochschule
verwiesen und starb im Alter von 20 Jahren in einem Duell.
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f (x) = x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0

Galois betrachtete “abstrakt” die Gesamtheit aller (fünf) Lösungen,
x = A, B, C , D, E . (Man kann annehmen, dass man die Gleichung nicht
in welche kleineren Grades zerlegen kann, sonst wäre es einfach.)
Es gilt dann (“Abspalten von Nullstellen von f (x) als Linearfaktoren”)

f (x) = (x − A) · (x − B) · (x − C ) · (x − D) · (x − E )

Galois betrachtete nun die “Symmetrien” der Gleichung. Was ist damit
gemeint?
Zunächst kann man die 5 Lösungen permutieren:

ABCDE , BCDEA, CDEAB, DEABC , EABCD, BACDE , . . .

Insgesamt gibt es hier 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120 Möglichkeiten.
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(Symmetrien)

Symmetrien der Gleichung f (x) = 0 sind nur solche Permutationen, die
“algebraische” Beziehungen zwischen den Lösungen bewahren.

Dazu ein Beispiel. Der Einfachheit halber eines vom Grad 4.

x4 − 5x2 + 6 = 0

Dies ist quadratisch in x2, und mit der p-q-Formel erhalten wir die
Lösungen

A =
√

2 , B = −
√

2 , C =
√

3 , D = −
√

3

Insgesamt gibt es 1 · 2 · 3 · 4 = 24 Permutationen von ABCD.
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Es gibt aber gewisse “algebraische” Beziehungen zwischen den A, B, C ,
D. Zum Beispiel:

A + B = 0, A2 = 2 = B2, C + D = 0, C 2 = 3 = D2, AC − BD = 0

Wenn man nun A und B vertauscht, und/oder C und D, so gelten die
gleichen Beziehungen weiterhin.
Aber nicht, wenn man z. B. A und C vertauscht!
Wenn also nur solche Permutationen “erlaubt” sind (und die wir dann
“Symmetrien” nennen), die obige Beziehungen bewahren, so bleiben von
den 24 nur folgende 4 Permutationen übrig:

ABCD, BACD, ABDC , BADC

Man kann diese Symmetrien miteinander verknüpfen. Z. B. kann man
erst A und B vertauschen (ergibt BACD), und dann C und D, so ergibt
dies BADC . Und jede Symmetrie hat auch eine “umgekehrte”
Symmetrie. Die Symmetrien bilden also, was Galois eine Gruppe nannte,
und was Mathematiker heute immer noch so nennen. Die
Symmetriegruppe der Gleichung. (Heute nennt man sie Galoisgruppe.)
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Frage

Wozu das ganze?

Galois erkannte, dass die Gleichung f (x) = 0 nur dann auflösbar ist,
wenn es “nicht zu viele” Symmetrien gibt, wenn die Symmetriegruppe
also nicht zu kompliziert ist. Genauer:

Satz (Galois 1831)

Eine Gleichung f (x) = 0 fünften Grades ist immer dann auflösbar, wenn
sie nur 5, 10 oder 20 Symmetrien hat. In allen anderen Fällen (dann gibt
es 60 oder 120 Symmetrien) ist sie nicht auflösbar.

Beispiel 1

x5 − 2 = 0

Hier gibt es genau 20 Symmetrien. Das passt also dazu, dass diese
Gleichung durch x = 5

√
2 auflösbar ist.
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Beispiel 2

x5 + x4 − 4x3 − 3x2 + 3x + 1 = 0

Man kann leicht zeigen, dass wenn x eine Lösung ist, dann auch x2 − 2.
Es gibt 5 reelle Lösungen, siehe Nullstellen im Funktionsgraphen:

Funktionsgraph
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Bezeichnen wir sie von links nach rechts mit A, B, C , D, E , so sehen
wir, dass x 7→ x2 − 2 aus ABCDE die Permutation ECABD macht.
Wendet man immer wieder diese Transformation an, so erhalten wir
ABCDE 7→ ECABD 7→ DAECB 7→ BEDAC 7→ CDBEA 7→ ABCDE , und
dies sind alle 5 Symmetrien. Diese Gleichung ist also auflösbar.

Beispiel 3

x5 − 6x + 3 = 0

hat 120 Symmetrien. Also können wir daraus schließen, dass es hierfür
keine Lösungsformel gibt.

Beispiel 4

x5 + 15x + 12 = 0

hat genau 20 Symmetrien, und man kann zeigen, dass eine Lösung
gegeben ist durch

x =
5

√
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+

5

√
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√
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+

5

√
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√
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125
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5

√
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√
10
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Galois’ Arbeit dazu wurde am 16. Januar 1831 von ihm eingereicht, aber
erst 1846 in einer mathematischen Zeitschrift veröffentlicht.

Teil des Originalmanuskripts, 1. Seite Druckfahnen

Abbildungen aus: Peter M. Neumann, The mathematical writings of Évariste Galois, EMS 2011
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Heute ist Galois’ großer Einfluss nicht mehr wegzudenken.

Bücher über Galois’ Theorie
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Zu Beispiel 3: Skizze für 120 Symmetrien

x5 − 6x + 3 = 0

Gibt genau 3 reelle Nullstellen A, B und C :

Funktionsgraph
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Zu Beispiel 3 (Fortsetzung)

Gibt also genau zwei nicht-reelle, komplexe Nullstellen D und E .

Diese treten als komplex-konjugiertes Paar auf.

Eine Symmetrie besteht darin, diese beiden zu vertauschen:

D ↔ E also ABCDE ↔ ABCED

Es gibt auch immer (wie in Beispiel 2) die “zyklischen” Symmetrien1

ABCDE 7→ BCDEA 7→ CDEAB 7→ DEABC 7→ EABCD 7→ ABCDE

Dies folgt z. B. aus einem Satz von Cauchy (1845). (Wusste auch
Galois.)

Man sieht, dass sich damit alle 120 Permutationen erzeugen lassen, dies
also allesamt Symmetrien sind.

1Bei geeigneter Reihenfolge der A, B, C , D, E .
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Zu Beispiel 1: Skizze für 20 Symmetrien

f (x) = x5 − 2 = 0

A = 5
√

2 ist eine (reelle) Lösung.
Es gibt vier weitere nicht-reelle, komplexe Lösungen B, C , D, E .
Auch hier gibt es wieder die 5 “zyklischen” Permutationen.

Sei ω eine 5. “Einheitswurzel” 6= 1: ω5 = 1.
Gleichung x5 − 1 = 0 hat die 5 Lösungen

1, ω, ω2, ω3, ω4

Dann: die 5 komplexen Lösungen von f (x) = 0 sind

A, B = ωA, C = ω2A, D = ω3A, E = ω4A

4 weitere Symmetrien durch Transformationen des Typs

ωA 7→ ω2A 7→ ω4A 7→ ω8A = ω3A 7→ ω6A = ωA
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Zu Beispiel 1 (Fortsetzung)

Zusammen also: die 5 zyklischen Permutationen von oben

ABCDE 7→ BCDEA 7→ CDEAB 7→ DEABC 7→ EABCD 7→ ABCDE

und die 4 zyklischen Permutationen (A fest)

ABCDE 7→ ACEBD 7→ AEDCB 7→ ADBEC 7→ ABCDE

und alle Kombinationen daraus: ergibt 5 · 4 = 20 Symmetrien.
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