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KAPITEL 1

Grundbegriffe

1. Mengen und Abbildungen

1.1 (Mengen). Wir werden hier keine axiomatische Mengentheorie betreiben. Deshalb
nehmen wir hier den naiven Standpunkt ein und verstehen unter einer Menge eine Zu-
sammenfassung gewisser Objekte, den sogenannten Elementen der Menge. Eine Menge
X ist also eindeutig durch ihre Elemente festgelegt, und man schreibt = € X, falls = ein
Element ist in X, und z ¢ X, falls x kein Element von X ist.

Beispiele:

(1) Die leere Menge ist die Menge, die kein Element enthélt. Sie wird mit @) bezeich-
net.
(2) Die Menge aller Buchstaben in OTTO ist

X ={o,T,T,0} ={T,0,T,0} = {0, T}.

(3) N=1{1,2,3,4,...} = {z | z ist eine natiirliche Zahl}.

(4) Ng ={0,1,2,3,4,...} = {z | = = 0 oder z ist eine natiirliche Zahl}.
5)z={..,-2,-1,0,1,2,...} = {0,£1,4+2} = {x | = ist eine ganze Zahl}.
(6) Q={p/q|p€Z, qe N} ={z|xist eine rationale Zahl}.

(7) R = {z | z ist eine reelle Zahl}.

1.2 (Bildungen von Mengen). Die Mengenaxiome (die wir hier nicht behandeln) lassen
bestimmte Prozesse zu, um aus gegeben Mengen weitere zu bilden. Dazu gehoren:

(1) Teilmengen. Sei X eine Menge. Fiir jedes © € X sei P(x) eine Aussage, von der
man iiberpriifen kann, ob sie fiir © wahr oder falsch ist. Es ist Y = {z € X |
P(z) ist wahr} eine Teilmenge von X. Sie besteht aus denjenigen Elementen x
von X, fiir die P(x) zutrifft. Man schreibt Y C X. Zum Beispiel ist die Menge
Rso ={zx € R |z > 0} eine Teilmenge von R.

Eine Menge Y ist genau dann Teilmenge einer Menge X, wenn fiir jedes
y €Y gilt, dass y € X ist.
Zwei Mengen X und Y sind offenbar genau dann gleich, wenn X C Y und
Y C X gilt.
(2) Vereinigung. Seien A und B Mengen. Dann heifit die Menge

AUBdéf{x|xerdera:€B}

(sprich “A vereinigt B”) die Vereinigung oder Vereinigungsmenge von A und B.
Man kann folgende allgemeinere Konstruktion durchfiihren: Sei X eine Men-

ge und I eine Indexmenge. Fiir jedes ¢ € I sei eine Teilmenge X; C X gegeben.
Dann ist

| Xi ={z € X | es gibt ein i € I mit = € X}

il
eine Menge (eine Teilmenge von X), die Vereinigung der Mengen X; (i € I).

(3) Durchschnitt. Seien A und B Mengen. Dann heifit die Menge

AﬂBdéf{xMceAundaceA}
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(sprich “A Durchschnitt B”) der Durchschnitt oder die Schnittmenge von A und
B.

Allgemeiner: Sei X eine Menge und I eine Indexmenge. Fiir jedes i € I sei
eine Teilmenge X; C X gegeben. Dann ist

ﬂXi:{a:EX|f1'iralleielgﬂtxeXi}
iel
eine Menge (eine Teilmenge von X), der Durchschnitt der Mengen X; (i € I).
Ist I = {1, 2,..., n} endlich, so schreibt man auch (J!", X; = X; U X, U
e UX, bzw. N X =X1NXoN---NX,.
Differenz. Seien X und Y Mengen. Dann heifit die Menge
X\Y={zeX|zgY}

die Differenz von X und Y. Gilt Y C X, so nennt man X \ Y auch das Kom-
plement von Y in X.
Kartesisches Produkt. Seien X7, ..., X,, Mengen. Dann heif3t

HXizXl><X2><~-~><Xn={(x1,...,xn)|:ri€XZ- fir jedes i =1,...,n}

i=1

das (kartesische) Produkt der Mengen Xi,...,X,,. Die Elemente (z1,...,2,)
nennt man auch n-Tupel (fiir n = 2 (geordnete) Paare und fiir n = 3 (geordnete)
Tripel). Zwei n-Tupel (z1,...,2z,) und (yi1,. .., y,) sind genau dann gleich, wenn
x; = y; fur alle s = 1,...,n gilt. Sei I eine Indexmenge und X; eine Menge fiir
jedes i € I. Dann definiert man analog allgemeiner [[;.; X; = {(%i)ier | 2; €
X; fiir alle i € I}. Gilt X; = X fiir alle i € I, so schreibt man auch X7’ statt
s X

Potenzmenge. Sei X eine Menge. Dann ist

oX ry |y ¢ x)

eine Menge, die Menge aller Teilmengen von X. Sie heifit die Potenzmenge von
X.

BEMERKUNG 1.3. Das Auswahlaxiom besagt: Ist I eine nichtleere Indexmenge, und

ist X; eine nichtleere Menge fiir jedes i € I, so ist das kartesische Produkt J],.; X; eine
nichtleere Menge.

1.4 (Abbildungen). Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f: X — Y zwischen X

(i)
(i)
(iif)

(1)
(2)

und Y besteht aus

Dem Definitionsbereich X;

dem Wertebereich Y

einer Zuordnungsvorschrift x — f(z), die jedem x € X ein eindeutig bestimmtes
Element f(x) € Y zuordnet.

Zwei Abbildungen f: X — Y und f’: X’ — Y’ sind also genau dann gleich, wenn X = X',
Y =Y und f(z) = f'(x) gilt fir alle z € X. Beispiele:

Sei X eine Menge. Dann heifit die Abbildung 1x = id,: X — X mit idx(z) ==z
fiir jedes x € X die identische Abbildung auf X.

Ordnet man jeder reellen Zahl x die reelle Zahl 22 + 5 zu, so erhilt man die
Abbildung (Funktion) f: R — R, o + 22 + 5. Da fiir jedes * € R die Zahl
2% + 5 immer positiv (> 0) ist, kann man auch die Abbildung g: R — R.,
x + 22 + 5 betrachten. Diese hat denselben Definitionsbereich und dieselbe
Zuordnungsvorschrift wie f, aber einen anderen Wertebereich, und daher sind
dies zwei verschiedene Abbildungen!
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(3) Ordnet man man jedem geordnetem Paar (z,y) € R x R deren Produkt xy € R
71, so erhélt man die Abbildung p: R x R — R, (z,y) — zy (= p(x,y)).

(4) Sei f: X — Y eine Abbildung. Ist A C X so betrachtet man hiufig die Fin-
schrinkung fla: A — Y, a — f(a) fir alle a € A. Analog werden auch Ein-
schrinkungen des Bildbereichs auf B C Y mit f(A) C B betrachtet, vgl. Beispiel
oben.

1.5 (Komposition von Abbildungen). Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen
(X, Y und Z Mengen). Dann kann man die folgende Abbildung betrachten:

gof: X —2Z go f(x) = g(f(z)) fir alle z € X.
(Sprich “g nach f”.) Man nennt g o f die Komposition (Verkniipfung, Verkettung, Hin-
tereinanderschaltung) der Abbildungen g und f.

BEMERKUNG 1.6. (1) Seien f: X - Y, g:Y — Z und h: Z — W Abbildun-
gen. Dann gilt

(hog)o f=ho(gof).
(2) Sei f: X = Y eine Abbildung. Dann gilt 1y o f = f und folx = f.
BeEwEIs. (1) Fiir jedes z € X gilt:

[(hog)o fl(z) = (ho

f(@).

1.7 (Bild und Urbild). Sei f: X — Y eine Abbildung. Seien A C X und B C
Teilmengen.

(1) Man nennt

FA) Y (fa)lac Ay ={y eV |esgibt eina € Amit y= f(a)} CY

das Bild von A (unter f).
(2) Man nennt

= o

B Y (rex|fx)eByCX

das Urbild von B (unter f). Ist B = {y} einelementig, so schreibt man auch
fHy) statt f7H({y}).
1.8 (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f: X — Y eine Abbildung.
(1) f heiBt injektiv, wenn fiir alle z, 2’ € X aus f(z) = f(a') stets z = a’ folgt.
(Oder dquivalent dazu: Fiir alle z, 2’ € X mit z # 2’ gilt f(z) # f(2').)
(2) f heit surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein & € X existiert mit y = f(z).
(3) f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

1.9. Sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung ¢g: Y — X heifit Umkehrabbildung
von f, falls go f =1x und fog= 1y gilt.

BEMERKUNG 1.10. Sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Umkehrabbildung zu f ist
(falls sie existiert) eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Es seien g, ¢': Y — X zwei Umkehrabbildungen zu f. Sei y € Y. Dann gilt

9(y) = 9(ly(y) =9(fog'(v) =lgo(fo9)]y)
= [lgof)ogly) =1x0°4'(y)
9'(y)-
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Es folgt ¢’ = g. O

SATz 1.11. Sei f: X — Y eine Abbildung. Folgende beiden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist bijektiv.
(2) Zu f existiert eine Umkehrabbildung g: Y — X.

Die Umkehrabbildung zu einer bijektiven Abbildung f wird meist mit f~! bezeichnet.

BEWEIS. “(1)=-(2)” Es gelte (1), d. h. f sei bijektiv. Sei y € Y. Da f surjektiv ist,
gibt es x € X mit y = f(x). Ein solches Urbild z von y ist eindeutig bestimmt, denn ist
auch 2’ € X ein Urbild, also mit y = f(2) und damit f(z) = f(2’), so folgt = 2’ aus
der Injektivitéit von f. Definiere eine Abbildung ¢g: Y — X durch g(y) %/ 4. Damn gilt
fogly) = f(z) =y =1y(y), also fog =1y (y war beliebig in Y). Sei umgekehrt z € X.
Setze y = f(z). Dann ist z ein (und damit das) Urbild von y. Nach Definition von g gilt
also ¢g(y) = z, und es folgt g o f(x) = g(f(x)) = g(y) = x = 1x(x); es folgt also auch
gof=1x.

“(2)=(1)” Es gelte (2), d. h. es gebe zu f eine Umkehrabbildung ¢g: ¥ — X.

f ist injektiv: Seien x, ' € X mit f(z) = f(2'). Dann folgt = = g(f(z)) = g(f(2')) =

/

x.
f ist surjektiv: Sei y € Y. Setze x = g(y). Dann gilt f(x) = f(9(y)) = v. O

2. Gruppen

2.1. Sei X eine Menge. Eine Abbildung f: X x X — X, (z,2") — f(z,2") heifit
(innere) Verkniipfung. Statt f(z,z’) benutzt man meist die suggestivere Schreibweise x *
x’ = f(z,2'), mit einem Verkniipfungssymbol *. Weitere Symbole sind je nach Kontext in
Gebrauch, haufig auch - und +; letzteres hiufig, wenn die Verkniipfung kommutativ ist,
d. h. wenn f(z,2’) = f(2/, ) gilt fiir alle z, 2’ € X. Das Paar (X, f) bzw. (X, *) nennt
man auch eine algebraische Struktur.

DEFINITION 2.2. Eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G, (a,b) — a * b
heifit eine Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(G1) Fiir alle a, b, ¢ € G gilt (axb)*c = ax(bxc) (d. h. die Verkniipfung ist assoziativ).
(G2) Es gibt ein Element ¢ € G mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes a € G gilt
axe=aund exa = a. (Man nennt e ein neutrales Element.)
(G3) Zu jedem a € G gibt es ein b € G mit bxa =e und a xb = e. (Man nennt b ein
zu a inverses Element.

BEMERKUNG 2.3. Sei (G, x) eine Gruppe.

(1) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
(2) Zu jedem a € G ist das inverse Element b eindeutig bestimmt. (Man schreibt
dafiir b=a"1.)

BEWEIS. (1) Seien e und ¢’ zwei neutrale Elemente. Dann gilt

(die erste Gleichheit, da e neutral ist, die zweite, da e’ neutral ist).
(2) Sei a € G, und seien b, b € G zwei zu a inverse Elemente. Dann gilt

b=bxe=bx(axb)=((*xa)xb =ext =V.
]

Wird die Verkniipfung mit + bezeichnet, so schreibt man —a statt a=!. (“Additive
Schreibweise versus multiplikative Schreibweise.”)
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DEFINITION 2.4. Sei (G,x*) eine Gruppe. Ist * kommutativ, d. h. gilt a xb = bxa
fiir alle a, b € G, so heifit die Gruppe G abelsch. (Nach dem norwegischen Mathematiker
Niels Henrik Abel (1802-1829).)

BEISPIELE 2.5. (1) (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen.

(2) (Q\ {0},-) und (R \ {0}, -) sind abelsche Gruppen.

(3) Die algebraischen Strukturen (Q, ) und (R, -) sind keine Gruppen, denn die Null
0 ist nicht invertierbar: fiir jedes z € R gilt -0 =0 # 1.

(4) Die algebraische Struktur (N, +) ist keine Gruppe, denn es gibt kein neutrales
Element. (Fiir jedes € N gilt z. B. ©+2 # z.) Die algebraische Struktur (No, +)
hat zwar ein neutrales Element (nidmlich 0), ist aber auch keine Gruppe, denn
etwa hat © = 2 kein inverses Element: Fiir jedes y € Ny gilt 2 +y # 0.

(5) (Z\ {0}, ") ist keine Gruppe, denn z. B. ist @ = 2 nicht invertierbar.

SATZ 2.6. Sei X eine Menge. Dann ist S(X) = Bij(X, X) die Menge aller bijektiven

Abbildungen von X nach X eine Gruppe; die Verkniipfung ist durch Komposition “o” von
Abbildungen gegeben, neutrales Element ist die identische Abbildung 1x auf X.

Die Elemente von S(X) heifien auch die Permutationen von X.Ist X = {1, 2,..., n},
so schreibt man auch S, = S(X).

BEwEIS. Da hier Abbildungen von X in sich selbst betrachtet werden, und da die
Komposition bijektiver Abbildungen wieder bijektiv ist, ist die Komposition eine wohlde-
finierte Verkniipfung auf S(X). Nach Bemerkung 1.6 ist Komposition von Abbildungen
assoziativ und 1x verhéilt sich als neutrales Element. Aus Satz 1.11 folgt die Existenz von
inversen Elementen. O

BEMERKUNG 2.7. (1) Ist X eine Menge mit mindestens drei Elementen, so ist die
Gruppe S(X) nicht abelsch.
(2) Die Gruppe S, hat n! =1-2-...-n Elemente.

Im folgenden (und in Zukunft) werden wir die Verkniipfung oft als “Multiplikation -”
schreiben. Statt a - b werden wir dann h#ufig einfach ab schreiben. Fiir “Additionen +”
und “Komposition o” gilt diese Regelung nicht.

SATz 2.8. Sei G eine Gruppe, seien a, b € G.

(1) (Kiirzungsregel) Wenn es ein ¢ € G gibt mit ca = cb oder mit ac = bc, so ist
a=b.

(2) Es gibt genau ein x € G mit ax = b, ndmlich x = a~'b. Es gibt genau einy € G
mit ya = b, ndmlich y = ba™?

(3) Es gilt (a™1)™t =a.

(4) Es gilt (ab)~' =b"ta~ 1.

BEWEIS. (1) Aus ca = cb folgt a = ea = ¢ tca = ¢ tcb = eb = b, aus ac = be folgt

a=ae=acc ! =becct =be=0.

(2) Fiir x a1 gilt az = aa™'b = eb = b. Ist auch 2’ € G mit az’ = b, so folgt
7’ = ex’ = a~laz’ = a~'b. Die andere Beziehung mit y folgt analog.

(3)Esista™!-(a 1)l =e=a"ta. Aus (1) (kiirzen) folgt (a=1)~! = a.

(4) Esist (b~ ta"1)(ab) = b (a"ta)b =b"teb =b"1b = e = (ab)~'(ab). Aus (2) folgt

b=ta=t = (ab)~ L. O
BEMERKUNG 2.9. (1) Satz 2.8 (3) und (4) besagen fiir (R, +): Fiir jedes a € R
ist —(—a) = a; fir alle a, b € R gilt —(a+0b) = (—b) + (—a) = (—a) + (—b). Statt

a + (—b) schreibt man einfacher a — b.
(2) Satz 2.8 (3) und (4) besagen fiir (R\ {0},-): Fiir alle a € R\ {0} ist 1/a = a.

Fiir alle a, be R\ {0} ist L =1 -1 =1.4
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(3) Essei X eine Menge. Fiir S(X) besagt Satz 2.8 (3) und (4): Fiir jedes f € S(X)
ist (f~1)~t=f;fiiralle f, g€ S(X)ist (fog) 't =g tof L

(4) Ist G eine nichtabelsche Gruppe, so gibt es a, b € G mit ab # ba. Fiir solche
Elemente gilt dann (ab) =" # a~'b~1. (Ubung.)

DEFINITION 2.10. Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e. Eine Teilmenge
U C G heiit Untergruppe, falls folgendes gilt:

(Ul) ecU.

(U2) Fir alle a, be U gilt ab e U.

(U3) Fiir alle a € U gilt a=! € U.

Es ist offensichtlich, dass U mit der auf U eingeschrankten Verkniipfung “.” selbst
wieder eine Gruppe ist. Das Assoziativgesetz gilt in G, also dann erst recht in U.

Satz 2.11. Sei (G,-) eine Gruppe. Fine Teilmenge U C G ist genau dann eine Un-
tergruppe, wenn folgendes gilt:

(1) U #0.
(2) Fir allea,be U gilt ab™ € U.

BEWEIS. “=7” Sei U eine Untergruppe. Dann ist e € U nach (U1), also U # (). Sind
a,beU,soist b=! € U wegen (U3) und dann ab~! € U wegen (U2).

“<” Es gelten die beiden oben genannten Bedingungen. Da U # @) gibt es ein ¢ € G.
Nach der zweiten Bedingung ist dann aber e = cc™! € U, also gilt (U1). Fiir jedes b € U
gilt nach der zweiten Bedingung b~! = eb™! € U, also (U3). Sind nun a, b € U beliebig,
so ist dann ab = a(b~1)~! € U, also gilt (U2). O

BEISPIELE 2.12. (1) fiir jede Gruppe G (mit neutralem Element e) gilt: {e} und
G sind Untergruppen von G.
(2) Es ist Z eine Untergruppe von (Q,+) und auch von (R, +).
(3) Esist (Q\ {0}, ") eine Untergruppe von (R\ {0}, ).

3. Korper

Wir betrachten nun eine weitere algebraische Strukur. Als Vorbild dient uns dabei die
Menge der reellen Zahlen mit ihrer Addition und Multiplikation und den entsprechenden
Rechenregeln.

DEeFINITION 3.1. Es sei K eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen gegeben sind,
eine “Addition” +: K x K — K und eine “Multiplikation” -: K x K — K, fiir die die
folgenden Eigenschaften gelten:

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Elemente wird mit 0 (“null”)

bezeichnet.

(K2) (K \ {0},) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Element wird mit 1 (“eins”)

bezeichnet.

(K3) In K gelten die Distributivgesetz: Fiir alle a, b, c € K gilt a-(b+¢) =a-b+a-c

und (a+b)-c=a-c+b-c.
Dann heifit K ein Kdrper.

BEMERKUNG 3.2. Sei K ein Korper.

(1) Wir schreiben auch hier hiufig kiirzer ab statt a - b.

(2) Um Klammern zu sparen, verwenden bei der Schreibweise die Konvention “Punkt-
rechnung vor Strichrechnung”, d. h. - bindet stérker als +. Diese Konvention
haben wir schon in (K3) benutzt, denn sonst hétten wir dort z. B. a - (b+¢) =
(a-b)+ (a-c) schreiben miissen.

(K3)

(3) Fiir jedesa € K gilt a-0=0=0-a. (Beweis: a-0=a-(0+0) ="a-04a-0,
und Kiirzen (in der Gruppe (K, +)) ergibt a - 0 = 0; analog 0-a = 0.)
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(4) Fiir alle a, b € K gilt a-b=b-a. (Beweis: Fiir a, b # 0 gilt dies nach Defnition
(K2); ist @ = 0 oder b = 0, so folgt dies aus der vorherigen Bemerkung.)

(5) Ebenso gilt (ab)c = a(be) fiir alle a, b, ¢ € K.

(6) Sind a, b € K, so schreibt man a — b statt a + (—b).

(7) (Die folgende Aussage ist schon implizit in der Formulierung des Axioms (K2)
enthalten. Sie wiirde aber auch unter einer abgeschwichten leicht Annahme mit
folgendem Argument gelten.) Fiir alle a, b € K gilt: Sind a # 0 und b # 0, so ist
ab # 0. (Beweis: Denn aus ab = 0 folgt a = a(bb™!) = (ab)b™' =0 b~ = 0,
Widerspruch.)

BEISPIELE 3.3. (1) Q und R sind Koérper (mit der iiblichen Addition und Mul-
tiplikation).
(2) Z ist kein Kérper.
(3) Es sei Fy eine Menge mit zwei Elementen, die mit 0 und 1 bezeichnet seien. Auf
Fy definieren wir zwei Verkniipfungen + und - durch folgende Wertetafeln:

+ 0|1 -110]1
oot 900
Tl ol

Man priift leicht nach, dass damit Fy zu einem Korper wird, mit Nullelement 0
und Einselement 1.

DEFINITION 3.4. Es sei L ein Korper. Eine Teilmenge K C L heifit Unterkdrper (oder
Teilkérper) von L, und L heifit dann auch Oberkérper von K, wenn folgendes gilt:

(1) K ist Untergruppe von (L, +).
(2) K\ {0} ist Untergruppe von (L \ {0}, ).

Es ist klar, dass ein Unterkérper K von L mit den von L vererbten Verkniipfungen
selbst wieder ein Korper ist.

BEISPIELE 3.5. (1) Es ist Q ein Unterkérper von R.
(2) Definiere K = {a+b-vV2]|a, beQ}CR.
(a) Es gilt Q C K. Fiir alle a, a/, b, b/ € Q gilt
(a+b-V2)+ (@ +V -V2)=(a+d)+(b+V)V2€ K
und
—(a+b-V2)=(—a)+(-b)-V2e K

. Also ist K eine Untergruppe von (R, +).

(b) Fiir alle a, a’, b, b’ € Q gilt
(a+b-V2)-(d 4V -V2) = (ad' + 20') + (ab' + a'bD)V2 € K.

Sei x € K mit  # 0. Dann existieren a, b € Q mit x = a + bv/2. Es ist
a — bv/2 # 0 (denn andernfalls ist a = b\/2; ist b = 0, so folgt auch a = 0
und daher z = 0, im Widerspruch zur Annahme = # 0; also b # 0, aber
dann folgt v/2 = % € Q im Widerspruch zu der Tatsache V24 Q)

Es folgt a® — 2b% = (a + bv/2) - (a — b/2) # 0 und
1 1 a—bv2

x a+b\/§:(a+b\/§)-(a—b\/§)
a— b2 a —b
= 2 K-
a? — 2b? a2—2b?+a2—2b?\[6
(¢) Aus (a) und (b) folgt, dass K ein Unterkorper von R ist. Es ist K auch ein
Oberkorper von Q.
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LEMMA 3.6. v2 ¢ Q.

BEWEIS. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch und nehmen an, dass v/2 € Q
gilt. Weil auflerdem V2>0 ist, gibt es dann a, b € N mit V2 = %. Dabei konnen wir ohne
Einschréinkung annehmen, dass der Bruch ¢ gekiirzt vorliegt, d. h. @ und b haben aufier

1 keinen gemeinsamen Teiler. Obige Gleichung bedeutet v/2b = a, und Quadrieren ergibt
2% = a®.

Also ist a? eine gerade Zahl. Dann ist aber a selbst eine gerade Zahl (wire a ungerade,

von der Form a = 2c + 1, so wiire a® = 4¢? + 4c + 1 ungerade). Wir kénnenalso schreiben

a = 2c fiir ein ¢ € N. Wir erhalten 2b% = a? = 4¢?, also b? = 2¢?. Also ist b? und damit

auch b eine gerade Zahl. Also haben sowohl a wie auch b die Zahl 2 als gemeinsamen
Teiler, Widerspruch zur Gekiirztheit des Bruches! Also war die Annahme /2 € Q falsch,

und wir schliefen /2 Z Q. O
3.7 (Allgemeines Distributivgesetz). Sei K ein Korper, und seien ay, ..., am, b1,..., by €
K. Dann gilt
(o) () = ey =23 ety
i=1 j=1 i=1j=1 j=1i=1

4. Die komplexen Zahlen

41. Auf R xR = {(a,b) | a, b € R} werden zwei Verkniipfungen definiert: Fiir alle
(a,b), (a/,b") € R x R definiere

(a,b) + (', b)) 2 (@ +d b+ V)

(a,b) - (a’,b) = (aa’ — bV, ab’ + a'b)

(1) Man rechnet nach, dass + und - innere Verkniipfungen sind, fiir die jeweils das
Assoziativgesetz und das Kommutativitéitsgesetz gelten, und das Distributivge-
setz (dies folgt, weil die entsprechenden Gesetze in R gelten). Ferner sieht man,
dass (0, 0) neutrales Element bzgl. + und (1, 0) neutrales Element bzgl. - ist. Fiir
jedes (a,b) € R x R ist (—a, —b) bzgl. + invers zu (a,b). Es ist also (R x R, +)
eine abelsche Gruppe.

(2) Sei (a,b) € R x R mit (a,b) # 0. Dann gilt a # 0 oder b # 0, also ist die reelle
Zahl a? + b% > 0. Es ist

a b
— R xR
<a2+b2’ a2+b2>e x

a b
b) - — = (1

d. h. (a,b) ist invertierbar mit

b
) I .
(a,) <a2+b2’ a2+b2>

Es folgt, dass R x R mit diesen Verkniipfungen ein Koérper ist. Wir bezeichnen
diesen Korper mit C und nennen ihn den Kérper der komplezen Zahlen. Die
Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.

(3) Fiir jedes a € R sei ¢: R — C definiert durch ¢(a) = (a,0). Offenbar ist ¢
injektiv, und fur alle a, b € R gilt ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) und ¢(ab) = ¢(a)@(b),
ferner ¢(1) = (1,0).

Wir identifizieren jede reelle Zahl @ mit ihrem Bild ¢(a) = (a,0) € C. Auf
diese Weise konnen wir also R mit Hilfe von ¢ als einen Teilkérper von C auf-
fassen; statt (a,0) schreiben wir nur noch a.

und




4. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 13

(4) Wir setzen zur Abkiirzung i = (0,1). Jedes z € C hat eine eindeutige Darstel-
lung der Form
a+bi mita, beR.

Beweis: Sei z = (a,b) mit (eindeutigen) a, b € R. Wir haben nur zu zeigen, dass
(a,b) =a+bi
gilt. Die rechte Seite ist aber nur eine Abkiirzung fiir
(a,0) + (b,0) - (0, 1),
und nach Definition von Addition und Multiplikation in C ist dies (a,0)+(0,5) =
(a,b).
(5) Es gilt
2=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = ¢(—1) £ 1.
Dies kann man zum Rechnen in C benutzen: Ist z = a + bi und 2’ = o’ + Vi mit
a,a, b b eR, so gilt
z+2' =(a+bi)+ (d+bi)=(a+ad)+ (b+1)i
2.2 = (a+bi)(a +b'i) = (aa’ —bb) + (ab' + a'b)i
Ist z =a+ bi # 0, so ist auch a — bi # 0 und es gilt
1 1 a—bi a =b .
z a+bi (a+bi)- (a—bi) e + 2+ "
4.2 (Die Gaufische Ebene (Carl Friedrich Gauf}, 1777-1855)). ZEICHNUNG

DEFINITION 4.3. Es sei z € C, es seien a, b € R mit z = a + bi.

(1) Re(z) %) 4 € R heiBt der Realteil von z.

(2) Im(z) b € R heit der Imagindrteil von z.
3) z %S 4 bi heiBt die zu 2 konjugierte komplexe Zahl.
4) |z © TR e R>¢ heifit der Betrag von z.

BEMERKUNG 4.4. Es seien z, y € C. Es gilt

(1) Re(x) = 3(z +7), Im(z) = 5;(z — ).
2)z=2 & Im(x)=0 & zek
(3) T=-2 & Re(z)=0 < esgibteinbe R mit z=bi.
4) 2> =27, [7] =|zl, (@) ==.
(5) || >0, und es gilt |[z| =0 < x=0
6) 2+y=2+7,T-y=7-7y
(7) |-yl = =] - |yl
BEWEIS. Nachrechnen! O

SATZ 4.5 (Dreiecksungleichung). Fiir alle z, y € C gilt
2+ yl < ||+ Jyl.

BEWES. Setze z xy +Ty. Es gilt Z = 2, also z € R. Setze w = xy — zy. Es gilt
W = —w, also w? = —ww = —|w|? < 0. AuBerdem

2% = (27 +7y)? = (27 — TY)? + 427) (@y) = v’ + 4|z |y[?,

und damit
2 < |2l = V22 < VA|z2|y[2 = 2Jz]|yl.
Es folgt
lz+yl? = (2+y)@T+7Y) =T+ (@Y+Ty) +yy

|2 + 2+ [y1? < [af* + 2lally| + |y|* = (=] + |y])*.
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]

Aus den (Ordnungs-) Axiomen fiir die reellen Zahlen folgt, dass eine reelle Zahl z mit
x < 0 keine reelle Quadratwurzel besitzt. (Ist y € R so ist stets y? > 0.) Dieses Manko
wird in C behoben, Quadratwurzelziehen ist in C stets moglich.

SATZ 4.6 (Existenz von Quadratwurzeln). Sei z € C. Dann existiert ein w € C mit

w2:z,

BEWEIS. Sei z = a + bi mit a, b € R.

(1) Ist z =0, so setze w =)
(2) Sei z # 0 und a > 0. Dann ist

e 1
c %! \/2(a+ a2+b2> eR

und ¢ > 0. Setze

def b,
w—c—|—2cz.
Dann gilt
b2 1 b?
w® = “+bi——==(a+Va*P+b)—- ————— + bi
4c? 2( ) 2(a + VaZ + b?)

242 + 2ava? + b2 . .
= +bi=a+bi =z
2(a+ Va? +b?)

(3) Sei z # 0 und a < 0. Dann ist

e 1
a% \/2<—a+ a2+b2> eR

dgfi .
= 2d+dz.

Dann verifiziert man analog w? = z.

und d > 0. Setze

Wir erwéhnen hier nur ein viel besseres Ergebnis:

SaTz 4.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante Polynom mit kom-
plezen Koeffizienten hat eine Nullstelle in C.

Dieser Satz wird am elegantesten in der Funktionentheorie bewiesen.

5. Der binomische Lehrsatz

Wir wollen im folgenden eine allgemeine Rechenregel beweisen. Diese ist eine gute
Mlustration fiir einen Beweis durch vollstdndige Induktion.

DEFINITION 5.1. (1) Sei n € Ny. Definiere n! “i9...on (“n Fakultét”).
Man setzt 0! = 1. (Leeres Produkt.)
(2) Seien n, k € Ny mit 0 < k < n. Man definiert den Binomialkoeffizienten

(“n tiber k")

LEMMA 5.2. Sein € Nj.
(1) Es gilt () =1=(1).
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(2) Fiir jedes k € Ng mit 0 < k <n gilt (Z) = (nfk)
(3) Seien n, k € Ng mit 1 <k <n. Dann gilt

(n?) B (Z) i (;Cil)'

BEWEIS. (1) und (2) sind unmittelbar klar.

(3) Es gilt
n n n! n!
(k)+(k1> T W =R =D (n—k+ 1)
_ onln—k+1) nlk
S W k4 H-(n—ktD)
n!-(n+1) (n+1)!

E-(n—k+1)!  k'-(n—k+1)!
_ (n+1)
v )
(]

5.3 (Pascalsches Dreieck (Blaise Pascal, 1623-1662, franzosischer Mathematiker, Phy-
siker, Literat und Philosoph.)). ZEICHNUNG

SAaTZ 5.4 (Binomischer Lehrsatz). Sei K ein Korper, und seien a, b € K. Fir jedes
n € Ny gilt

s =3 (o

BEWEIS. Wir beweisen diese Aussage durch vollstdndige Induktion nach n.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Aussage richtig, denn

(a+0)°=1= (g) a®b? = ZO: (2) a® b0,

k=0

[Wem diese Argumentation wegen des hohen Grades an Trivialitédt suspekt erscheint,
kann den Induktionsanfang auch fiir n = 1 machen, allerdings wird die Aussage dann nur
fiir n > 1 bewiesen:

1
1 1 1
(a+ b)1 =a+b= (O) a'b? + (1> a’bt = E (k) a'~Fuk

k=0

(Auch nicht wesentlich schwieriger.)]
Induktionsvoraussetzung: (IV) Sei n € Ny, fiir dass die Aussagen bereits bewiesen ist,
so das also (fiir dieses n) gilt

(a+b)" = i <Z> a" bk,
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Induktionsschluf: Wir haben zu zeigen, dass aus der IV folgt, dass die Aussage auch fiir
n + 1 statt n gilt, d. h. die Aussage “vererbt” sich von n auf n + 1. In der Tat:

(@+b)"* = (a+0b)-(a+b)"
k=0
" In " /n
— n—k+1pk n—kpk+1
_ Z@ b —|—Z<k>a b
k=0 k=0
n n—1
n+1 n n—k+11.k n n—krk+1 n+1
a +Z<k>a b +Z<k>a b +b
k=1 k=0
() 4l ~ (n n—k+1pk - n n—k+1lpk | pn+l
a Jr%(k)a Jr;(k—l)a +

an+1+2|:<n> _|_< n >:|ank+lbk+bn+1
— k k—1

—~
*
~

e i (n ;: 1) a™ Rk 4 pntt
k=1
n+1
_ Z n+1 o (D) —kpk
k )
k=0

und dies ist die behauptete Formel fiir n+ 1. Bei () wurde eine Indexverschiebung durch-
gefithrt: k£ wurde durch k£ — 1 ersetzt. (]



KAPITEL 2

Matrizen

6. Das Rechnen mit Matrizen
Im folgenden werde mit K immer ein Korper bezeichnet.

DEFINITION 6.1. Seien m, n € N.

(1) Fiir jedes ¢ € {1,...,m} und jedes j € {1,...,n} sei ein Element o;; € K
gegeben. Das rechteckige Schema

11 12 N A1p

21 22 . Q2n,
A=

[67%7% 1 [67%°%) e Qmyn,

= (@ij)1<i<m1<j<n = (ij)

heiflt eine Matriz iiber K mit m Zeilen und n Spalten, oder auch eine m X n-
Matrix tiber K.

(2) Die Menge aller m x n-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit M(m, n; K).

(3) Eine n x n-Matrix nennt man quadratisch. Die Menge aller n x n-Matrizen iiber
K bezeichnen wir mit M(n; K).

Man beachte: Zwei Matrizen A = (o;;) und B = (3;;) iiber K sind genau dann gleich,
wenn sie dasselbe Format haben und wenn «a;; = 3;; an jeder Stelle 7, j gilt.

6.2 (Weitere Bezeichnungen). (1) Sei A = (e;) € M(m,n; K). Wir schreiben
manchmal auch A, j] def a;;. Fir jedes ¢ € {1,...,m} heifit

Ai. déf (041‘1, A2, ... ,Oéin) S M(l,n;K)
die i-te Zeile von A. Fiir jedes j € {1,...,n} sei

a1y

A.j d;f a.QJ

Qmj

die j-te Spalte von A.
(2) Seien
P11 P12 Bin
B21 B2 Ban
by = . , . Yoy . € M(m, 1; K).

ﬁml ﬂmZ an

Wir schreiben [b1,ba, ..., by] &f (Bij) € M(m,n; K) fiir die Matrix mit den
Spalten by, ba, ..., b,.

17
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(3) Es SeienCl = (71177127 v 7711’7,)7 Cy = (72177227' .. ;’an),~ oy Cm = (7m1;7m2; DR 7men) S

M(1, n; K). Wir schreiben

&1
Co def
1Y () € M(m,n: K
Cm
fiir die Matrix mit den Zeilen c1, ¢, ..., Cn.

6.3. Es seien A = (a;5) € M(m,n; K) und B = (8;5) € M(m,n; K). Es sei A € K.
(1) Man setzt
A+BY (i + Bij) € M(m,n; K).
Mit anderen Worten, fiir jedes ¢ € {1,...,m} und jedes j € {1,...,n} ist
(A+ B)li, j]l = Ali, j] + Bli, jl.

(2) Man setzt
def

M=X-A= (Aay;) € M(m,n; K).
SATZ 6.4. (1) Mit der oben definierten Addition von Matrizen ist M(m,n; K)
eine abelsche Gruppe. Ihr neutrales Element ist die Nullmatrix
00 ... O
00 ... O
0=1. . A
00 ... 0

und zu jedem A = (a;;) € M(m, n; K) ist die Matriz —A = (—aij) € M(m, n; K)
mnuers.

(2) Fiir alle A\, p € K und alle A, B € M(m,n; K) gilt
(a) A\-(A+B)=X-A+\-B.

(b) A +p)-A=X-A+pu- A
(©) (\oja) - A=A (i A).
(d) 1-A=A.

BEWEIS. Der Beweis dieser Aussagen ist einfach; man erhélt sie durch Rechnen im
Korper K. O

Wir definieren jetzt auch die Multiplikation von Matrizen geeigneten Formats.

DEFINITION 6.5. Es seien A = (a;;) € M(m,n; K) und B = (8;;) € M(n,p; K). Man
setzt

def -
AB=A-B = (Z Qi+ Bkj)lgigm,lgjgp € M(m,p; K)
k=1
Mit anderen Worten, fiir jedes ¢ € {1,...,m} und jedes j € {1,...,p} ist

ABli,j] = Ali, k] - Bk, j].
k=1

Beispiel: (vorgefiihrt)
SATZ 6.6. (1) Fiir alle A € M(m,n;K), B € M(n,p; K) und C € M(p,q; K)
gilt
(AB)C = A(BC).
(Diese Gleichung gilt in M(m, ¢; K).)
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(2) Fir alle A € M(m,n; K) und B, C € M(n,p; K) und gilt
A(B+C) = AB + AC.

(3) Fiir alle BC € M(m,n; K) und A € M(n, p; K) gilt
(B+ C)A=BA+CA.

(4) Fir alle N € K und A € M(m,n; K) und B € M(n,p; K) gilt

(AM)B = A(AB) = A\(AB).

BEwEIs. (1) Seien i € {1,...,m} und j € {1,...,q}. Dann gilt

p

(AB)Cli,j] = ) (AB)[i,k]-Clk, ]l

k=1

= Z(ZAzé >-C[k,

k=1
&1 ZA@E (ZBM

= ZAzZ (BO)[t, 5]
= A(BO)[Z,]].

(2) Seien i € {1,...,m} und j € {1,...,p}. Dann gilt

A-(B+C)i,j] = > A[i, k- (B[k,j]+ C[k,j])
k=1
> Al
k=1

Jl

)

Blk,jl+ Y Ali, k] - Clk, j
k=1

= ABI[i,j] + ACl[i,j] = (AB + AC)[i, ]

DEFINITION 6.7. Es sei A = (a;; € M(m, n; K). Dann heifit die Matrix

11 921 . Am1
12 Q9 . A2
de
AT " e M(n, m; K)
A1y Q2p e Amn

die zu A transponierte Matriz. Fiir allei € {1,...,n}und j € {1,...
Al i.
Beispiel: (angegeben)
SATZ 6.8. (1) Fir jedes A € M(m n; K) gilt '(*A) = A.
(2) Fiir alle A, B € M(m,n; K) gilt *(A + B) tA+'B.
(3) Fiir alle A € K und A € M(m,n; K) gilt t(\- A) = X\-tA.
(4) Fir alle A € M(m,n; K) und B € M(n,p; K) gilt
“(A-B)="'B-'A.

BEWEIS. (1) bis (3) sind klar.

19

,m} ist also *A[i, j] =
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(4) Offenbar sind sowohl (A - B) als auch *B-*A in M(p,n; K). Fiir allei € {1,...,p}
und j € {1,...,m} gilt

“A-B)li,j] = AB[j,i]zZAU,kMBM
= > Alk,j] = 'B[i, k] - 'Alk, j]
k=1 k=1
= (*B-'A)}i,]]

6.9 (Kronecker-Symbol). (1) Fiir ganze Zahlen ¢ und j setzt man

5. e 1 falls i = j,
Y0 falls i #£

Dies heifit das Kronecker-Symbol (nach dem Mathematiker Leopold Kronecker, 1823—
1891).
(2) Seien k € {1,...,m} und £ € {1,...,n}. Definiere
def
FEy = ((511C : 5j£)1§i§m, 1<j<n S M(m, n; K)

Fiir jedes i € {1,...,m} und jedes j € {1,...,n} gilt also

o 1 falls i =k und j = £ ist,
Buli i1 = 0 sonst

Die Matrizen Eq1, Eio,..., Epnn € M(m,n; K) heien die Basismatrizen in M(m,n; K).
(3) Die Matrix
E, " (6;5) € M(n; K)
heifit die (n-te) Einheitsmatriz (iiber K).
BEMERKUNG 6.10. (1) Fiir jedes A = (c;) € M(m,n; K) gilt

m n
A= Z Z OéijEij.

i=1 j=1

(2) Fir jedes A = (w;) € M(m,n; K) gilt

Zé,k Ozkj Oé”) A
und

Zazk 5@ Oé”) A.

BEMERKUNG 6.11. Fiir k, £, r, s € {1,...,n} gilt in M(n; K)

Eys L=,

By - Ers =4 r " E s —
e ¢ * {O sonst.
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BEweEIs. Fiir i, j € {1,...,n} gilt

Bre- Evsliyj] = Y Eeli,pl - Ers[p, j]
p=1
= Zélm : 5€p . 57"p . 53]’
p=1

= (Skz . (Z 5@1) . 67’1}) ' 5sj
p=1

= 61% . 6@7‘ . 6sj
= 5€'r : Eks[lvj]

O

DEFINITION 6.12. Eine Matrix A € M(n; K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix
B € M(n; K) gibt mit

(6.1) A-B=FE, und B-A=EFE,.

BEMERKUNG 6.13. (1) Man zeigt (etwa wie in 1.10 oder in 2.3), dass fir jedes A €
M(n; K) ein B € M(n; K), fiir das (6.1) gilt, eindeutig ist. Man bezeichnet B meist mit
A~! und nennt A1 die zu A inverse Matrix.

(2) Es ist

GL(n; K) = {A € M(n; K) | A ist invertierbar}

mit der Matrizenmultilikation - eine Gruppe; das neutrale Element ist die einheitsmatrix
E,, und fiir jedes A € GL(n; K) gilt: invers zu A ist die inverse Matrix A=1. (GL steht
fiir “general linear group”.) All dies ergibt sich aus dem folgenden ((a) und (b)):
(3) Es seien A, B € GL(n; K). Dann gilt
(a) Esist A- B € GL(n;K) und (AB)™' = B~ 1A~
(b) Esist A=! € GL(n; K) und (A=1)~! = A.
(c) Esist ‘A € GL(n; K) und (*A)~! =%(A71).
(4) Es gelte n > 2. Dann ist GL(n; K) nicht abelsch.
(5) Die Gruppe GL(1; K) ist (bis auf Schreibung ihrer Elemente) gerade die (abelsche)
Gruppe K \ {0}.

BEwEIs. (3) Fiir (a) und (b) macht man dieselben Rechnungen wie im Beweis von
Satz 2.8, die zeigen, dass B~ A~! invers zu AB ist und A invers zu A™'; es folgt dann
insbesondere, dass AB und A~! invertierbar sind.

(c) Es gilt

AT AL A A =B, = E,
und
AN A =4A" A ="E, = E,.
(4) Ubung. O

7. Der Algorithmus von Gauf

Im folgenden werde mit K immer ein Korper bezeichnet.
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DEFINITION 7.1. Eine (quadratische) Matrix A = (ay;) € M(n; K) heiit Diagonal-
matriz, wenn «;; = 0 gilt fiir alle 4, j € {1,...,n} mit ¢ # 7, d. h. es gilt
Q11
A= o2 . def diag(aq1, @22, . -+, Qnp)-
Qnn

(Hierbei sind die nicht sichtbaren Eintrége = 0.)

BEMERKUNG 7.2. Seien A = diag(a1,aq,...,a,), B = (diag(f1, B2, ..., 0n) € M(n; K).
(1) Esist
A+ B= diag(a1 + B1,a0 + P2, .., an —I—ﬂn),
A-B :diag(al 'ﬂ17a2 'ﬂQa"'aan Bn)
und A = A.
(2) Es gilt A € GL(n; K) genau dann, wenn «; # 0 gilt fiir alle ¢ € {1,...,n}. In
dem Fall gilt

-1 _ g -1 -1 -1
A7 =diag(aj ,ay .., ).

BEWEIS. (1) Fiir ¢ # j hat man
n n
ABli,j] = A[i,k]- Blk,j] =Y _0=0,
k=1 k=1
denn es kann nicht sowohl k£ =i und k = j gelten, also ist in der Summe A[i, k] = 0 oder
B[k, j] = 0. AuBerdem ist

AB[i,i] = > Ali,k]- Blk,i] = Ali,i] - B[i,].
k=1

Der Rest in (1) ist klar.
(2) Sind alle o; # 0, so folgt aus der gerade bewiesenen Rechenregel sofort, dass

diag(ayt, a5t ..., a; 1) invers zu A ist; insbesondere ist dann A invertierbar. Umgekehrt

gelte, dass A = diag(a, ..., a,) invertierbar ist. Sei A™! = (&;;). Dann gilt

1= En[l,l] = AAil[’L,Z] = Z&k syt &ki = Q- &ii,
k=1
und es folgt a; #0 (i =1,...,n). |
BEMERKUNG 7.3. Sei D = diag(A1,...,An) € M(m; K), seien A = (ai;5) € M(m,n; K)

und B = (f;;) € M(n, m; K). Dann gilt fiir alle ¢, j

D Ali,j] = Xi - A[t,j] und B Dl[i,j] = A; - B[i, jl,
d. h.

(D . A)Z‘. = )\z . Ai. und (B . D).j = )\j . A.j.

Speziell: Sei A € K \ {0}. Bezeichne

De(N)  diag(1,...,1, A, 1,...,1)

(mit A an der k-ten Stelle). Dann ist Dy (\) € GL(m; K) mit Di(A)~! = Di(A71), und
Dy, - A erhilt man aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A (bzw. B- Dy () erhilt
man aus B durch Multiplikation der k-ten Spalte mit A.

BEMERKUNG 7.4. Seien Fi1, E19,..., Emm € M(m; K) die Basismatrizen. Es seien
k, e{l,...,m}.
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(1) Es sei A= (a;) € M(m,n; K). Dann ist
m
Eye - Ali, j] = Z5ik “Opp - Qpj = O - Qugj.

p=1

Also ist (Ege - A)ke = Ase, und sonst stehen in Eyp - A nur Nullen:

0 o ... 0
0 o ... 0
(7.1) Ekg-Az Q1 Oy ... Qyn
0 0o ... 0
0 o ... 0

wobei die ag; in der k-ten Zeile stehen.
(2) Sei B = (Bij) € M(n, m; K). Analog gilt dann

0 ... 0 Buix O 0
0 ... 0 fBop O ... O
B-Ei = . . . .

wobei die ;1 in der /-ten Spalte stehen.

7.5 (Vertauschungsmatrizen). Seien k, £ € {1,...,m}.
(1) Die Matrizen

de
Vie 2 By — Eyg — Egp + Eye + Egg

heiflen Vertauschungsmatrizen.
(2) Sei A € M(m,n; K). Aus (7.1) folgt:

Vie A=A—FEy, - A—Ep - A+ Epy- A+ Ey - A

entsteht aus A durch Vertauschen der k-ten und der ¢-ten Zeile.
(3) Sei B € M(n,m; K). Dann gilt:

B-Vipg=B—-—B-Ey,—B-Ey+DB-Ey+ B Ey

entsteht aus B durch Vertauschen der k-ten und der ¢-ten Spalte.
(4) Es gilt
Ve = Vie  Vie = Vi - (Vie - Em) = Enp.
Also gilt Vi € GL(m; K) mit V" = Vi,
7.6 (Additionsmatrizen). Seien k, £ € {1,...,m} mit k # ¢, sei A € K.
(1) Die Matrizen
Wkg(/\) def E,. + AEx € M(m; K)

heiflen Additionsmatrizen.
(2) Es gilt
Wie(X) = Wie(1) - De(N).
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(3) Sei A\, u € K. Es gilt

Wie(A) - Wie(p) = (Em + X Ege) - (B + 1+ Exe)

= En+ A Eu+p - Eg+ Ay By Ege
= Em-i-()\-i-u)'Ekg
= Wkg()\+u):sz(/L+>\):...
= Wie(p) - Wie(N).

(4) Es folgt Wie(—=X) Wie(A) = Wie(0) = E,y = Wie(X) - Wie(—M), also ist Wie(N) €

GL(m; K) mit Wie(A\) ™1 = Wie(=N).
(5) Sei A= (w;) € M(m,n; K). Dann gilt

Wi\ -A = A+ XN Ey-A
Q11 Q12 e A1n
Q1,1 Qf—1,2 Qk—1,n
(1) A A A
= apr+A-apn gt A2 .. Qppnt+AQen |,
Ok41,1 Oft1,2 Akt1,n
Am1 Am2 . Omn

d. h. aufler der k-ten Zeile bleiben alle Zeilen von A unverdndert, nur zur k-ten
wird das A-fache der ¢-ten Zeile hinzuaddiert.

(6) Sei B = (B;j) € M(n,m; K). Dann geht B - Wy,(\) aus B wie folgt hervor: alle
Spalten aufler der ¢-ten Spalte von B bleiben unveréndert, nur zur ¢-ten Spalte
wird das A-fache der k-ten Spalte hinzuaddiert.

DEFINITION 7.7. Eine Matrix P € M(m; K) heifit Elementarmatriz, wenn sie eine der
folgenden Matrizen ist:
(1) Dg(A) mit einem k € {1,...,m} und einem A € K \ {0}.
(2) Vie mit k, £ € {1,...,m} (Vertauschungsmatrix).
(3) Wie(X) mit verschiedenen k, ¢ € {1,...,m} und mit einem A € K (Additions-
matrix).

Die vorherige Diskussion hat u. a. folgendes gezeigt:

SATzZ 7.8. Sei P € M(m; K) eine Elementarmatriz. Dann gilt
(1) P e GL(m; K).
(2) P71 ist eine Elementarmatriz.
(3) 'P ist eine Elementarmatriz.

7.9 (Elementare Zeilenumformungen). (1) Sei A, A" € M(m,n; K). Man sagt,
dass A" aus A durch eine elementare Zeilenumformung hervorgeht, wenn es eine
Elementarmatrix P € M(m; K) gibt mit A’ = P - A. (Analog, durch Multiplika-
tion von rechts, definiert man elementare Spaltenumformungen.)

(2) Den drei Typen von Elementarmatrizen entsprechend gibt es drei Typen von
elementaren Zeilenumformungen. Schreibe dazu

a1
ag

A:
Am

mit den Zeilen ay,...,a, € M(1,n; K).
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I. Multiplikation einer k-ten Zeile mit \ # 0:
A= ar | — A ai | = A
II. Vertauschung zweier Zeilen:

ag Qg

Qyp ag
ITI. Addition des A-fachen der ¢-ten Zeile zur k-ten Zeile (k # ¢, A € K):

ag ap +A-ayp
A= |+~ : =A.

7 7

(Analoges gilt fiir elementare Spaltenumformungen.)

DEFINITION 7.10. Sei T' = (7;;) € M(m,n; K). Es sei r € Ny mit » < min{m, n}, und
es seien j(1), j(2),...,75(r) € {1,...,n} mit j(1) < j§(2) <--- < j(r).
(1) T heift eine schwache (obere) Treppenmatrix, wenn folgendes gilt:
(a) Fiir jedes i € {1,...,r} ist

Til =Tig = +++ = Ti,j(i)—l = 0 und Ti,j(i) =1.

(b) Fiir jedes i € {r+1,...,m} gilt
Tilt =Tig =+ = Tin = 0.

(2) T heifit eine (obere) Treppenmatrix, wenn T eine schwache Treppenmatrix ist
(also (a) und (b) gilt) und zusétzlich folgendes gilt:
(c) Fiir jedes i € {1,...,r} ist

Trj@) =0 fiiralle k=1,...,i—1.

(3) Ist T eine schwache Treppenmatrix, so heifit r der Rang von T und j(1),...,(r)
heiflen die charakteristischen Spaltenindizes von T

BEMERKUNG 7.11. (1) T € M(m,n; K) ist genau dann eine (schwache) Trep-
penmatrix vom Rang 0, wenn 7' = 0 ist.
(2) Eine schwache Treppenmatrix 7' € M(5,10; K') vom Rang 4 und mit den cha-
rakteristischen Spaltenindizes j(1) = 2, j(2) = 3, j(3) = 6 und j(4) = 8 hat die
folgende Form:

0 1 % x * * % x *x *
0 0 1 % * * % x *x %
T=10 0 0 0 0 1 *x *x *x x|,
00 0 0 0 0 0 1 %= =
00 0 0 0 0 0 O0O0°0O0

wobei * fiir beliebige Elemente in K steht.
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(3) Eine Treppenmatrix T' € M(5, 10; K') vom Rang 4 und mit den charakteristischen
Spaltenindizes j(1) = 2, j(2) = 3, j(3) = 6 und j(4) = 8 hat die folgende Form:

01 0 « = 0 = 0 * =
0 01 x % 0 % 0 % =x
T=10 0 0 0 0 1 % 0 =*x =
0000 0 O0O0 1 x =x
0000 O0OO0OO0OTUO0ODTO 0T O

SATZ 7.12. Sei A € M(m,n; K). Dann gibt es ein P € M(m; K) mit folgenden Ei-
genschaften:

(1) P ist ein Produkt von endlich vielen Elementarmatrizen; insbesondere P € GL(m; K).
2) T ©p. A st eine Treppenmatriz.

Die Existenz solcher Matrizen P und T" wird durch den sogenannten Gauf-Algorithmus
weiter unten gezeigt.

BEMERKUNG 7.13. Die Aussagen des vorherigen Satzes kann man auch so lesen: Ist
P =P, P;_y-...- P ein Produkt von Elementarmatrizen Pi,...,P; € M(m;K), so
ergibt sich die Treppenmatrix 7" aus A durch sukzessive Anwendung von elementaren
Zeilenumformungen, die zu Py, P, ..., Ps (in der Reihenfolge!) wie in 7.9 korrespondieren.

ALGORITHMUS A. Eingabe: A € M(m,n; K).

Ausgabe: Eine Matrix P € M(m; K), welche Produkt von Elementarmatrizen ist, und
eine schwache Treppenmatrix S € M(m,n; K) mit S = P - A, sowie den Rang r von S
und die charakteristischen Spaltenindizes j(1),...,j(r).

1. ji=Lk:=1P:=E,; S:=4;r:=0;

2. Falls S[i,j] = 0 fiir alle i = k, ..., m, so setze j := j + 1. Andernfalls gehe zu 4.

3. Falls j < n, so gehe zu 2. Andernfalls gebe P, S, r, j(1),...,j(r) aus und STOP.

4. r:=r+1; jk) := g

5. Wihle ein p € {k,...,m} mit S[p, j] # 0.

6. P:=Vi, - P; S :=Vp- S

7. P:= Dy(S[k,j]71) - P; S := Dp(S[k,j]71) - S;

8 Firi=k+ 17 ceey,M tue P := Wlk(—S[Z,jD . P; S = Wzk(—S[Lj]) . S;

9. k:=k+1;j:= 75+ 1; falls j < n, so gehe zu 2. Andernfalls gebe P, S, r,
j(1),...,5(r) aus und STOP.

Es ist offensichtlich, dass am Ende P ein Produkt von Elementarmatrizen und S eine
schwache Treppenmatrix ist, wobei S = PA gilt.

BEISPIEL 7.14.

€ M(4, 5;R).

_ o W o
—_ = =
— 00 Ut N
— O O ©
—
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Der Algoritmus A liefert der Reihe nach: S; = A,

1 11 1 1 1 1 1 1 1
4 5 9 -1 01 2 6 —4
Sy = V1451 = 6 78 9 —1]|° Sz = Wa1(=3)S2 = 6 78 9 —1]|°
01 2 9 -1 01 2 9 -1
1 1 1 1 1
01 2 6 —4
S1=Wa(=6)S3 =[5 | 5 3 _o|: 9 =Wn(0)S5i= EsSi= 5y,
01 2 9 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
01 2 6 -4 01 2 6 -4
Se = W32(—1)S5 = 00 0 -3 -3/ S7 = Waa(—1) = 00 0 -3 -3]°
01 2 9 -1 0 0 0 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
01 2 6 —4 01 2 6 —4
S8 = DS(_1/3)57 = 00 0 1 1 ) S9 = W43(_3) = 00 0 1 1
00 0 3 3 0O 0 0 0 O

Man erhélt also die schwache Treppenmatrix

1111 1
01 2 6 —4
S=%=10001 1|
0000 O

den Rang 3 und die charakteristischen Spaltenindizes j(1) = 1, j(2) = 2, j(3) = 4. Die
Matrix

P

Wi (=3)D3(—1/3) Wiz (—1)Waa(—1)Wa1 (0) W31 (=6) W21 (—3) V14
0o 0 0 1/3
0 1 0 -3
0 1/3 -1/3 1
1 -2 1 0

ist ein Produkt von Elementarmatrizen und es gilt S = PA.

Interessiert man sich nur fiir die schwache Treppenmatrix S (und nicht auch fir P), so
braucht man in den obigen Schritten die jeweiligen Elementarmatrizen (bzw. elementaren
Zeilenumformungen) nicht jedesmal mitzunotieren.

ALGORITHMUS B. Eingabe: Ein schwache Treppenmatrix S € M(m, n; K) sowie deren
Rang r und charakteritischen Spaltenindizes j(1),...,j(r).
Ausgabe: Eine Treppenmatrix 7' € M(m,n; K) sowie ein Q € M(m; K), welche Pro-
dukt von Elementarmatrizen ist und mit 7' = @.S.
1. Q:=E,; T:=S5,
2. Falls r = 0 oder r = 1, dann gebe @, T aus und STOP. Andernfalls gehe zu 3.
3. k:=2;
4. Firi=1,...,k—1tue: Q := Wi (=T[i,j(k)]) - Q; T := Wy (=T[i, 5(kK)]) - T;
5. k:=k+ 1. Falls k < r, gehe zu 4. Andernfalls gebe @, T aus und STOP.

BEISPIEL 7.15. Sei

1111 1
01 2 6 —4
5= 0 00 1 1
0 00 0 O
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Es ist r =3 und j(1) = 1, j(2) = 2, j(3) = 4. Der Algorithmus B liefert der Reihe nach
T, =285,

10 -1 -5 5 10 -1 0 10
01 2 6 —4 01 2 6 —4
L=Wo(-)Ti=|g ¢ o 1 1 ['B=Ws®h=|y, ¢ |
00 0 0 0 00 0 0 O
10 -1 0 10
01 2 0 —10
Li=Was(=6)=145 ¢ ¢ 1 1 |=T

00 0 0 O

T ist eine Treppenmatrix (mit selbem Rang und charakteristischen Spaltenindizes wie .S).
Fiir

-1 5

1 -6

0 1

0 0

Q = Wa3(—6)W13(5)Wia(—1) =

o O O
= O O O

gilt T = SQ.

7.16 (Der Algorithmus von Gauf}). (Nach dem Mathematiker Carl Friedrich Gaus8,
1777-1855.) Es sei A € M(m,n; K). Der Algorithmus liefert eine Treppenmatrix T' €
M(m,n; K) und eine Matrix P € M(m; K), die ein Produkt von Elementarmatrizen ist,
und fiir die 7' = PA gilt. Ferner liefert er den Rang r und die charakteristischen Spalten-
indizes j(1),...,j(r) von T.

1. Man wendet auf A den Algorithmus A an und erhilt eine schwache Treppenma-
trix S € M(m,n; K) vom Rang r und mit den charakteristischen Spaltenindizes
Jj(1),...,7(r) sowie eine Matrix P; € M(m; K), die ein Produkt von Elementar-
matrizen ist, und fiir die S = P, A gilt.

2. Im zweiten Schritt wendet man auf S den Algorithmus B an und erhilt eine
Treppenmatrix 7' mit selben Rang und selben charakteristischen Spaltenindizes
wie S, sowie eine Matrix P, € M(m; K), die ein Produkt von Elementarmatrizen

ist, und fiir die T' = P»S gilt. Dann ist P def P, P; ein Produkt von Elementar-
matrizen, und es gilt T = P,S = PP, A = PA.

BEMERKUNG 7.17. (1) Satz 7.12 ist damit bewiesen.

(2) Der Algorithmus von Gaufl wird auch Eliminationsverfahren von Gaufl genannt.

(3) Es gibt Varianten des Gauf-Algorithmus. Oftmals benétigt man nur eine zu A
gehorige schwache Treppenmatrix bzw. oftmals nur deren Rang und/oder charakteristi-
schen Spaltenindizes. Dann benétigt man nur den Algorithmus A, wobei man auch noch
auf die Berechnung der Matrix P verzichten mag. Statt auf A erst Algorithmus A und
dann auf das Ergebnis Algorithmus B anzuwenden, kann man auch Algorithmus B schon
innerhalb eines modifizierten Algorithmus A abarbeiten. Man erweitert dafiir in 8. den
Bereich des Laufindex i, so dass dieser Schritt ersetzt wird durch

8 Firi=1,....k—1, k+1,...,mtue P := Wy, (=S[i, j])-P; S := Wi (—S[i, j])-S;

SaTz 7.18. Seien T, T' € M(m,n; K) Treppenmatrizen. Es gebe ein P € GL(m; K)
mit T' = PT. Dann gilt T' = T.

BewEIs. Induktion nach n. Induktionsanfang: n = 1. In M(m, 1; K) gibt es genau
zwei Treppenmatrizen, nimlich 0 = ¥(0,...,0) und Ey; = ¥(1,0,...,0). Wire T # T,
dann wére etwa T’ = 0 und 77 = E4;. Aber aus der Beziehung 7" = PT mit P € GL(m; K)
folgt, dass T'= 0 ist genau dann, wenn 7" = 0 ist.

Induktionsschlufl: Es sei n > 2, und es sei bereits gezeigt: Sind S, S' € M(m,n—1; K)
Treppenmatrizen und ist @ € GL(m, K) mit S’ = QS, so ist S’ = S.
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Seien nun 7' = (7;;), T" = (7;;) € M(m, n; K) Treppenmatrizen und P € GL(m; K)
mit 77 = PT. Definiere

def y def
S = (Tijh<ismi<jsn—1 wnd 8= (75;)1<i<m, 1<j<n-1-

Offenbar sind S und S’ Treppenmatrizen in M(m,n — 1; K), und es gilt S’ = PS. Nach
Induktionsvorausstezung gilt deswegen S’ = S. Damit gilt also
Tl =T. j=1,....,n—1.

Es ist noch T,,, = T, zu zeigen.

Sei r der Rang von T, sei r’ der Rang von T”. Seien j(1),...,j(r) bzw. j/(1),...,5'(+)
die charakteristischen Spaltenindizes von T bzw. T".

1. Fall: Es gelte j(r) <n —1. Wegen S = 5" = PS gilt fiir jedes ¢ € {1,...,m} und
jedes k € {1,...,r}

i = Tli,j(k)] = S[i, (k)] = PSli, j(k)]

= > Pli,pl- Slp,j(k)] =Y Pli,p] - Tp, j(k)]

p=1
p=1
= PJi, k],
und daher ergibt sich
m
T'li,n] = PTi,n]="Y Pli,k|-T[k,n]

I

> Pli, k] - T[k,n]
k=1

= Y b Tlk,n]
k=1

= Tli,n].
(Bei * wurde jeweils die Definition einer Treppenmatrix benutzt.) Also gilt T, = Ts,, und
damit 7" =T.

2. Fall: Es gelte j/(7") < n — 1. Wegen T = P~'T" schlieft man wie im 1. Fall, dass
T =T gilt.

3. Fall: j(r) = n = j/(+'). Dann folgt, dass » — 1 der Rang von S und 7’ — 1 der
Rang von S’ ist. Da S’ = S gilt, folgt ¥ — 1 = r — 1, also ' = r. Dann folgt aber
(nach Definition einer Treppenmatrix), dass sowohl T,, = E,; € M(n,1; K) als auch
Ter, = Er1 € M(n, 1; K) gilt. Es folgt 7" =T. |

FOLGERUNG 7.19. Sei A € M(m,n; K). Seien P, P’ € GL(m; K), so dass T “f pa

undT'* P A Treppenmatrizen sind. Dann gilt T' = T. Insbesondere ist die im Satz 7.12
vorkommende Treppenmatriz T durch A eindeutig bestimmd.

BEZEICHNUNG: T heifit die zu A gehirige Treppenmatriz.

BewEis. Es gilt 7/ = PPA = PPP7'PA = (P’P~Y)T. Da P'P~! € GL(m; K) ist,
folgt aus dem vorherigen Satz T' = T. ]

DEFINITION 7.20. Sei A € M(m,n; K). Sei T die zu A gehérige Treppenmatrix. Der
Rang von A ist definiert als der Rang von T, also

rang(A) = #{i | 1 <i¢ < m mit T;e # (0,0,...,0)}.
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BEMERKUNG 7.21. Sei A € M(m,n; K) mit zugehoriger Treppenmatrix 7. Dann gilt:
(1) Es gilt 0 < rang(A) = rang(T) < min{m,n}.
(2) rang(A) =0 & rang(T)=0 & T=0 & A=0.
(3) Fiir jedes B € GL(m; K) gilt rang(BA) = rang(A).

BEWEIS. (3) Es gibt ein P € GL(m; K) mit T = PA. Es ist PB~! € GL(m; K) und
T = (PB71)(BA), also ist T auch die zu BA gehérige Treppenmatrix. Also rang(BA) =
rang(T) = rang(A). O

DEFINITION 7.22. Seien A, B € M(m,n; K). Man nennt A und B dquivalent, wenn es
P € GL(m; K). und @ € GL(n; K) gibt mit B = PAQ; man schreibt dann A ~ B. (Dies

definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge M(m, n; K), vgl. Ubungen.)

SATZ 7.23. (1) Sei A € M(m,n; K) vom Rang r = rang(A). Dann gilt

(2) Seien A, B € M(m,n; K). Dann gilt
A~B < rang(A) =rang(B).

BEWEIS. Mit den gezeigten Ergebnissen und Methoden dieses Abschnitts ergibt sich
dies leicht. Siehe Ubungen. ]

SATZ 7.24. Sei A € M(n; K). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) A ist invertierbar.

(2) rang(A) = n.

(3) Die zu A gehorige Treppenmatriz ist die Einheitsmatriz E,,.
(4) A ist Produkt von Elementarmatrizen.

BEWEIS. (1)=(2): Sei A € GL(n; K). Esist A~! € GL(n; K) und A~'A = E,,. Es ist
also E,, die zu A gehorige Treppenmatrix, und sie ist vom Rang n. Es folgt rang(A) = n.

(2)=(3): Es gelte rang(A) = n. Es sei T € M(n; K) die zu A gehorige Treppenma-
trix. Fiir die charakteristischen Spaltenindizes von T muss dann gelten j(1) = 1, j(2) =
2,...,j(n) = n, und nach Definition einer Treppenmatrix folgt T' = E,,.

(3)=(4): Es sei E,, die Treppenmatrix zu A. Der Gaufische Algorithmus liefert Ele-

mentarmatrizen Py, P, ..., P; € M(n; K), so dass E,, = (Ps - Ps_1-...- P1) - A gilt. Es

folgt A= P! Pyt ...- P71 und die P! sind nach Satz 7.8 Elementarmatrizen.
(4)=(1): Es sei A = Py -...- Ps, wobei alle P; € M(n; K) Elementarmatrizen sind.

Nach Satz 7.8 sind alle P; invertierbar, also ist es auch A als deren Produkt. O

BEMERKUNG 7.25. Es sei A = (a;;) € M(n; K).
(1) Will man feststellen, ob A invertierbar ist, so ermittelt man mit Algorithmus A
den Rang von A, denn A ist genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n gilt.
(2) Sei A invertierbar. Dann ist E, die zugehorige Treppenmatrix. Der GauBlsche
Algorithmus liefert Elementarmatrizen Py, ..., Ps € GL(n; K) mit E, = (Ps -
.- Pp)- A. Es folgt

At'=E, A '=P,.....PL-A-A'=P,..... P,

und dies ist eine Moglichkeit zur Berechnung der Inversen.
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(3) Wir beschreiben eine andere, praktischere Moglichkeit. Setze

o ... aip |1l ... 0
AY @A) | - Sl | eM(n,2m K).
Qp1 oo. Qpp |0 .0 1
Sei T € M(n; K) die zu A gehorige Treppenmatrix. Es gibt ein P € GL(n; K)
mit "= PA. Dann ist

7% p.A=(PA|PE,) = (T|P) € M(n, 2n; K).

Gilt T # E,, so ist A nicht invertierbar. Gilt T = E,, so ist T = (B, | A™1)
offenbar die zu A gehorige Treppenmatrix.

Dies liefert ein Rezept zum Feststellen, ob A invertierbar ist und zur Bere-
chung der Inversen im invertierbaren Fall. Dazu berechnet man mit dem Gauf}-
schen Algorithmus die Treppenmatrix 7 = (T | P) von A = (A | E,). Ist
T # E,, so ist A nicht invertierbar. Ist T' = FE,, so ist A invertierbar und
Al =P,

BEISPIEL 7.26. Sei

3 5
Der GauB-Algorithmus angewendet auf

< (2 2[1 0
A(3 5]0 1)

A= (2 2) € M(2,2;R).

liefert der Reihe nach

1 1 1/2 0 1 1 1/2 0
LW 1) ol b i)
(0 1| -3/4 1/2)’(0 1] -3/4 1/2 >

Es folgt, dass A invertierbar ist und

at = (5 k)

UBuUNG 7.27. (a) Man zeige: Fiir jedes A € M(m,n; K) gilt
rang(*A) = rang(A).
(b) Man zeige: Fiir alle A € M(m,n; K) und B € M(n, p; K) gilt
rang(A - B) < rang(A).

(Hinweis: Man zeige dies zuniichst fiir eine Treppenmatrix A und fiihre dann den
allgemeinen Fall darauf zuriick.)
(c¢) Aus (a) und (b) folgere man: Fiir alle A € M(m,n; K) und B € M(n, p; K) gilt
rang(A - B) < rang(B).
(d) Sei A € M(n; K). Man folgere:
e Gibt es ein B € M(n; K) mit A- B = E,,, so ist A invertierbar, und es gilt
B=A"1
e Gibt es ein C € M(n; K) mit C - A = E,, so ist A invertierbar, und es gilt
C=A""






KAPITEL 3

Vektorrdume und lineare Abbildungen

8. Vektorrdume

Im folgenden sei K immer ein Korper.

DEFINITION 8.1. Sei V' eine Menge, auf der zwei Abbildungen (Verkniipfungen) ge-
geben sind:
VxV =V, (xy) —»z+y,
KxV >V (0qz)—«a- .

V heiit ein K- Vektorraum, oder ein Vektorraum iber K, wenn folgendes gilt:

(VR1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(VR2) Fiir alle a, 8 € K und alle z, y € V gilt

(a) a-(z+y)=a-z+a-y.
) (a+8) z=a-xz+ 5 .
(©) (a-B)-v=a-(3-a)
(d) 1g -z ==z.

BEMERKUNG 8.2. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Das neutrale Element in der abelschen Gruppe (V, +) wird mit 0 = Oy bezeichnet
und heilt das Nullelement von V. Es ist zu unterscheiden vom Nullelement
0 =0g von K. Fiir jedes x € V wird das Inverse mit —x bezeichnet.

(2) Fir o, 8 € K und z,y € V schreibt man ax statt a -z, —ax statt —(ax),
ax + Py statt (- x) + (8- y), afx statt (- f) -z =a- (8- x).

(3) Fiir 1, xa, ..., 2z, € V schreibt man

m

def
E Ti = X1 +xa+ -+ T
i=1

Ist m = 0, so setzt man > ", = Oy (leere Summe).
(4) Fir o € K und 21, xa, ..., 2z, € V gilt

m

m
- E €Ty = E o - Tj.
i=1 i=1

(Induktion nach m.)

BEMERKUNG 8.3. Sei V ein K-Vektorraum, und seien a € K und = € V.
(1) a~()V:()V undOK-a::OV.

(2) Gilt @ # 0 und x # Oy, so ist « -z # Oy.
(3) (~a) -z =-a-z (¢ ~(a-2)).
4) (-lg) -z = —=z.

33
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BEWwEIS. (1) Es gilt

a-0y +0y = a~0v=a-(0v+0v)
= a0y +a-0y,
O -z+ 0y = 0K~CE:(0K+0K)'£C

= Og-z+0g -z,

und Kiirzen 2.8 (1) in der Gruppe (V,+) ergibt a - 0y = Oy und O -« = Oy.
(2) Es gelte o # 0 und ax = 0. Dann folgt

1 1)

r=1g-z=(ata)z=a Y az)=a"' 0y 2 Oy .

(3) Es ist

ar + (—a)r = (a+ (—a))r =0k - x W Oy = az + (—ax),

und 2.8 (1) liefert (—a)z = —auz.

®

(4) Esist (-1g) -z = —(1g - z) = —x. O

BEISPIELE 8.4. (1) Seien m, n € N. Es ist M(m,n; K) mit den Verkiipfungen

M(m,n; K) x M(m,n; K) = M(m,n; K), (A,B)—~ A+ B
K xM(m,n; K) = M(m,n; K), (A\,A)— X-A
aus 6.3 ein K-Vektorraum, vgl. 6.4.

Speziell ist
aq
Q2
K"défl\/[(ml;K):{ ) al,ag,...,aneK}
an
ein K-Vektorraum. Fir
a B1
Qo B2
a= , b= e K"
ap, Bn
und A\ € K ist
a + B Aay
ag + B2 A
a+b= . und A-a= .
an + B Aoy,
Sei M # () eine Menge. Sei

vV Abb(M, K) Y {f | f: M — K ist eine Abbildung}.
Fiir f, g € V definiert man f + g € V durch
(f+9)(x) = f(z)+g(z) fur jedes x € M.
Man sieht, dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist. Ihr neutrales Element ist die
Abbildung 0,: M — K mit Oy (z) = Ok fir jedes x € M. Zu jedem f € V ist
die Abbildung —f: M — K mit (—f)(z) = —f() fiir jedes z € M invers.
Fiir « € K und f € V definiert man eine Abbildung af: M — K durch
(af)(z) = af(z) fir jedes z € M.

Mit diesen beiden Abbildungen wird V zu einem K-Vektorraum. (Vgl. Ubungen.)
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(4) Es sei L ein Korper und K ein Unterkorper. Mit der in L gegebenen Addition
LxL — L, (z,y) = x + y und der durch die Multiplikation in L induzierte
Abbildung K x L — L, (o,x) + « - x ist L ein K-Vektorraum.

(5) Insbesondere ist K ein K-Vektorraum. Er ist (bis auf Schreibweise der Elemente)
gleich dem K-Vektorraum K' = M(1; K).

(6) C ist ein R-Vektorraum, R ist ein Q-Vektorraum.

DEFINITION 8.5. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V ist ein Unterraum
von V', wenn gilt

(UR1) U # 0.
(UR2) Firallez,yc Ugilta+yeU.
(UR3) Fiir alle « € K und z € U gilt ax € U.

BEMERKUNG 8.6. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist U
mit den von V' vererbten Verkniipfungen U x U — U, (z,y) — x+y und K x U — U,
(a, &) — ax selbst ein K-Vektorraum. Es ist 0y das Nullelement in U, und fiir jedes z € U
ist das Inverse —z in V invers zu x in U.

BeEwes. Fir alle z,y € Uist t +y € U und —z = (—1) -2 € U. Also ist U
eine Untergruppe der abelschen Gruppe (V,+) und daher selbst eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element Oy, und zu jedem x € U ist —x invers in (U, +). Die Aussagen

in (VR2) gelten in V, also erst recht in U. O
BEISPIELE 8.7. (1) Fiir jeden K-Vektorraum V sind {0y } und V' Unterrdume.
(2) Uy = {(a1,as,...,a,) € R" | ag = 0} ist ein Unterraum von R".
Uy = {"(a1,q,...,a,) € R" | @y > 0} ist kein Unterraum von R", denn
x=1(1,0,...,0) € Uy, aber (—1) -z =*(—1,0,...,0) & Us.
Us = {!(o1,qz,...,a,) € R" | a; # 0} ist kein Unterraum von R™, denn
£(0,0,...,0) & Us.
(3) Sei V ein K-Vektorraum, und seien Uy, Us, ..., U, Unterrdume von V. Dann
ist

ZUi=U1+U2+"'+Umd§f{in|$1€U17x2€U27""mm€Um}

i=1 i=1

ein Unterraum von V', und zwar der kleinste Unterraum von V', der alle U; enthélt
(i=1,...,m). Er heiit die Summe der Unterrdume Uy, ..., Uy,.

(4) Sei V ein K-Vektorraum. Sei I eine Indexmenge, und fiir jedes i € I sei U; ein
Unterraum von V. Dann ist

ﬂUi:{xEV\erifiirjedesiGI}
iel

ein Unterraum von V.

BEWEIS. (3) Es gilt 0 € >, U;. Sefen A € K und z = >." @i, y = Doy yi €
it Ui, also mit a;, y; € U fiir jedes i € {1,...,m}. Dann gilt Az; € U; und ; +y; € U;
fiir jedes i € {1,...,m}, und es folgt Az = > Awy, v +y = > iy (z +y;) € Yoiey Ui
Offensichtlich gilt U; € 377" | U; fiir jedes i € {1,...,m}. Sei W C V ein Unterraum mit
U; CW fiir allei € {1,...,m}. Sei z € Y | U; beliebig, also von der Form z = Y"" | z;
mit x € Uy, also x; € W fiir alle ¢ € {1,...,m}. Da W ein Unterraum ist, folgt (induktiv)
z € W. Es folgt >i", U; CW.

(4) Setze U = N;crU;. Da jedes U; den Nullvektor enthilt, folgt U # (). Sei A € K,
und seien z, y € U. Dann gilt =, y € U;, also auch Az, z +y € U; fiir alle i € {1,...,m},
und damit Az, z+y € U. O
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DEFINITION 8.8. Sei V ein K-Vektorraum. Seien x1,...,x,, € V. Ein Element z € V
der Form
m
xr = Z oG5
i=1
mit aq, ..., , € K heifit eine (K-) Linearkombination von 1, ..., Ty,.

SATz 8.9. Sei V ein K-Vektorraum und X CV eine Menge. Dann ist

P
Span(X) def (X) def {Z%Ii |p €Ny ai,...,qp € K; :z:l,...,:chX}

i=1
ein Unterraum von V. Es gilt X C Span(X), und Span(X) ist der kleinste Unterraum
von V, der X enthdlt.

BEZEICHNUNG: Span(X) = (X) heifit der von X erzeugte Unterraum von V.

BEWEIS. Man sieht, dass Span(X) ein Unterraum von V ist mit X C Span(X). Fiir
jeden Unterraum U von V mit X C U gilt offenbar Span(X) C U: Denn ein beliebiges

Element aus Span(X) hat die Form >% | a;z; mit a1,...,0p € K und 21,...,2, € X.
Dann gilt z1,...,z, € U, und da U eine Unterraum ist, folgt Zle a;z; € U. (Induktion
nach p.) O

BEISPIELE 8.10. Sei V' ein K-Vektorraum.
(1) Es gilt Span(V) =V und Span(@) = {0y} (leere Summe!).
(2) Es sei z € V. Dann ist

Span(zx) = Span({z}) = {az |« € K}

der kleinste Unterraum von V', der x enthélt. Man schreibt hierfiir auch Span(z) =
Kzx.
(3) Seien x1,...,x,;, € V. Dann ist

Span(x1,...,Tm) def Span({z1,...,zm}) = {Z o | oy € K}
i=1

der kleinste Unterraum von V, der z1,...,z,, enthélt. Es gilt

Span(z1,...,xm) = Kx1 + Kxg + -+ + Ky,

9. Erzeugendensysteme und Basen. Lineare Unabhingigkeit

Es sei K stets ein Korper und V ein K-Vektorraum.

DEFINITION 9.1. (1) Eine Teilmenge E C V heiflt Erzeugendensystem von V|
wenn Span(E) = V gilt (wenn also zu jedem = € V Elemente aq,...,0p € K
und z1,...,7, € V existieren mit x = Zle Q;T;).

(2) V heifit endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugendensystem FE von V
gibt, wenn also x1,...,x,, € V existieren, so dass es zu jedem = € V Elemente
at,...,am € K gibt mit . = 31" oy

BEISPIELE 9.2. (1) Es gilt Span(V) =V.
(2) Sein € N. Fiir jedes i € {1,...,n} setze e; def 8(8i1, 052, -+, 0in) € K™, also
1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = . , €2 = . yeeey En =
0 0 0

(==
(==}
—_
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Fiir jedes (aq,...,a,) € K™ gilt Y | aje;. Also gilt K™ = Span(eq, ..., e,).
(3) Allgemeiner: Seien FEi1, Eqa, ..., Epy die Basismatrizen in M(m, n; K). Dann
gilt M(m,n; K) = Span(FE11, F12,..., Emn)-

DEFINITION 9.3. (1) z1,...,2m € V heiBen linear unabhdingig, wenn folgendes
gilt: Fir alle ay, ..., q,, € K gilt

m
E a;x; =0 = ap =ag = =a,, =0.
=1

(2) z1,...,Zm € V heilen linear abhingig, wenn sie nicht linear unabhéngig sind
(wenn also «q,...,q,, € K existieren, die nicht alle = 0 sind, und fiir die
S g = 0 gilt).

(3) Eine Teilmenge F' C V heiit frei (oder linear unabhingig, wenn je endlich viele
paarweise verschiedene von F' linear unabhéngig sind.

BEMERKUNG 9.4. (1) 0 CV ist frei.

(2) Ist X CV freiund Y C X, so ist auch Y frei.

(3) Sei z € V. Es ist {x} frei genau dann, wenn x # 0 ist. Denn ist = 0, so gilt
1-2=0.Ist x # 0 und o € K mit ax = 0, so ist & = 0 nach 8.3 (2).

(4) Wenn xq,...,z,, €V linear unabhingig sind, dann sind z1,..., 2z, € V paar-
weise verschieden und # 0. (Die Umkehrung gilt nicht!)

(5) Sei X C V. Es ist X genau dann frei, wenn jedes a € Span(X) genau eine
Darstellung als Linearkombination von endlich vielen paarweise verschiedenen
Elementen aus X ist.

BEWEIS. (5) Es gelte: X ist frei. Sei a € Span(X). Dann ist a eine Linearkombination
von endlich vielen Elementen in X, d. h. es gilt a = >°__y o, - 2 mit o, € K fiir jedes
x € X und so, dass #{z € X | a, # 0} < o0 ist. Es gelte auch a = ) _ B - = mit
Bz € K fiir jedes € X und so, dass #{z € X | B, # 0} < co. Wir haben also zwei
Darstellungen von a als Linearkombination von Elementen in X:

Zozl»x:a:z:ﬁx-x.

zeX reX

Dann gilt #{z € X | oy — By # 0} < 00 und

Z(ax—ﬂx)~x:a—a:0.
zeX
Da X frei ist, folgt a, — 8, = 0, also a, = (3, fiir jedes x € X.
Es gelte: Jedes a € Span(X) besitzt genau eine Darstellung als Linearkombination
von Elementen in X. Seien z1,...,z,, € X paarweise verschieden und Aq1,..., A\, € K

mit

i=1
Es gilt auch >/" Ok - 2; = Oy € Span(X). Aus der Eindeutigkeitsannahme folgt daher
\i = O firr alle i € {1,...,m}. O

BEISPIELE 9.5. (1) {e1,...,en} ist eine freie Teilmenge im K-Vektorraum K”.

(2) Allgemeiner: Die Teilmenge der Basismatrizen Fq1, E1o, ..., Epy, im K-Vektorraum
M(m,n; K) ist frei.

BEWEIS. Um die Konzepte einzuiiben, zeigen wir zunichst den Spezialfall (1): Zu
zeigen geniigt, dass ey, ..., e, linear unabhéingig sind: Seien dazu ay,...,q, € K mit
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E?:l a;e; = 0. Es ist also

(651 0 0 aq
0 Qs 0 Qg
0 0 0 as
0,0,...,0) = + +eeeH 0= )
0 0 0 Qp_1
0 0 Qp Qn
und es folgt a3 =as =+ =, =0.
Allgemeiner nun (2). Die Idee ist dieselbe. Zu zeigen geniigt: E11, Ei2, ..., Epy, sind
linear unabhéngig: Seien a1, a2, ..., 0m, € K mit Y i) Z;;l a;jEij = 0. Da
Q11 012 Qip
mon Q21 Q292 e Q2p,
0= > aibiy=| . . |
i=1 j=1 : : :
Uml Qma .. Qmn
folgt a;; =0 fur alle i € {1,...,m} und j € {1,...,n}. O
LEMMA 9.6. (1) Sei F CV frei. Ist a € V mit a € Span(F), so ist FU{a} frei.

(2) Fine Teilmenge X C V ist genau dann frei, wenn fir jedes x € X gilt: Span(X \
{z}) C Span(X).
BEWEIS. (1) Seien o € K und a, € K fiir jedes € F, von denen nur endlich viele

# 0 sind, mit
Zax-x—ka-a:().
rEF
Wire a # 0, so wiirde a = =) _p ata, - x € Span(F) folgen. Da diese aber nach

Voraussetzung nicht gilt, folgt o = 0. Dann ist ) a, -2 = 0, es folgt a, = 0 fiir alle
x € F, da F frei ist. Es folgt, dass F'U {a} frei ist.

(2) Sei X C V frei. Sei z € X. Trivial gilt Span(X \{z}) C Span(X). Angenommen, es
wiirde die Gleichheit gelten. Dann ist wegen « € Span(X) auch z € Span(X \ {z}). Es gibt
also ary € K fiir alle y € X\ {z}, nur endliche viele davon # 0, mit z =3 v\ (,} @y - Y-
Es ist also >, c v\ (41 @y - ¥ + (—=1)z = 0 eine Darstellung der Null als Linearkombination
von Elementen in X, deren Koeffizienten nicht alle = 0 sind, was ein Widerspruch ergibt,
da X frei ist.

Gelte umgekehrt Span(X \ {z}) C Span(X) fiir alle € X. Seien «, € K fiir alle
r € X, nur endlich viele davon # 0, und mit ) .y a, - #. Angenommen, es sind dabei
nicht alle Koeffizienten = 0. Sei etwa a, # 0 fiir ein x € X. Dann folgt

— —1
T= - § Qg Oy - Y,

yeX, y#x
also x € Span(X \ {z}). Damit enthilt Span(X \ {z}) die Menge X, und es ergibt sich
Span(X) = Span(X \ {z}), Widerspruch. O

DEFINITION 9.7. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heif}t eine Basis
von V, wenn folgende beiden Eigenschaften gelten

(1) Esist Span(B) =V (d. h. B ist ein Erzeugendensystem von V).
(2) B ist frei.

BEISPIELE 9.8. (1) Im K-Vektorraum V = {0y } ist 0 die einzige Basis von V.
(2) {e1,...,en} ist eine Basis des K-Vektorraums K™ (vgl. 9.2 und 9.5). Sie heifit
die Standardbasis von K.
3) {Ei; | 1 <i<m,1 < j < n} ist eine Basis des K-Vektorraums M(m, n; K)
(vgl. 9.2 und 9.5).
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SATZ9.9. SeiV ein K -Vektorraum und B C V. Folgende Figenschaften sind dquivalent:

(1) B ist eine Basis von V.

(2) Jedes a € V' besitzt eine und nur eine Darstellung a = 3, g oy -b mit o, € K
fir jedes b € B und mit #{b € B | ay, # 0} < 00.

(3) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V' (d. h. Span(B) = V, und fir
jedes X C B gilt Span(X) C V).

(4) B ist eine maximale freie Teilmenge von V' (d. h. B ist frei, und jedes Y C 'V
mit B CY ist nicht frei).

BEWEIS. (1)=-(2): Ist B eine Basis von V| so gilt Span(B) = V, und die Eindeutig-
keitsaussage ist Bemerkung 9.4 (5).

(2)=(1): Aus (2) folgt Span(B) =V, und die Eindeutigkeitseigenschaft ergibt wegen
Bemerkung 9.4 (5), dass B frei ist.

(1)=-(3): Sei B eine Basis von V. Dann ist B ein Erzeugendensystem. Sei X C V
mit X C B. Dann gibt es ein b € B mit b ¢ X, also X C B\ {b}. Es folgt Span(X) C
Span(B\ {b}) C Span(B), wobei die Ungleichheit aus Lemma 9.6 (2) folgt. Also ist B ein
minimales Erzeugendensystem von V.

(3)=>(4): Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V. Fiir jedes b € B ist wegen
der Minimalitét Span(B \ {b}) € V = Span(B), und nach Lemma 9.6 (2) ist B frei.
Angenommen, es gibt X C V frei mit B C X. Dann gibt es ein x € X mit ¢ B, also
mit B C X \ {z}. Nach Lemma 9.6 (2) gilt Span(B) C Span(X \ {z}) € Span(X) =V,
Widerspruch, da B ein Erzeugendensystem von V ist. Also ist B eine maximale freie
Teilmenge von V.

(2)=(1): Sei B eine maximale freie Teilmenge von V. Sei v € V' \ B. Dann ist B C
B U {v}, und wegen der Maximalitét ist B U {v} nicht frei. Aus Lemma 9.6 (1) folgt v €
Span(B). Ist v € B, so gilt natiirlich auch v € Span(B). Es ergibt sich also V' = Span(B).
Damit ist B ein freies Erzeugendensystem, also eine Basis. (|

BEIsSPIEL 9.10. Seien aq,...,a, € K™. Man schreibe diese Spalten nebeneinander

in eine Matrix A %/ [a1,...,ap] € M(n,p; K). Sei T die zu A gehorige Treppenmatrix,
r = rang(T) = rang(A), seien j(1),...,j(r) die charakteristischen Spaltenindizes. Sei

v Span(as,...,ap) € K™ Dann gilt:

(1) {a;jay,-..,a;r)} ist eine Basis von U.
(2) ai,...,ap sind genau dann linear unabhingig, wenn p = r gilt.

BEWEIS. Wir werden dies im n#chsten Abschnitt in etwas allgemeinerer Form bewei-
sen. Wir rechnen hier ein konkretes Beispiel: Seien

a; = , Qg = ER4.

2
4 —
5 4=
2

O N O
[NEEN RS ES

2
6
6 )
3

Sei U &/ Span(ay, as, az, ay) € R* Mit obigem Verfahren kann man untersuchen, ob
ai, as, az, agy € R* linear unabhiingig sind bzw. welche linearen Abhingigkeiten zwi-
schen diesen Elementen bestehen. Genauer findet man eine maximale freie Teilmenge
von {a1, as, as, as}.

Setze

A= [6117 az, as, 614] =

SRS N
w o O N
NN O
NS NN
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Mit dem GauB-Algorithmus berechnet man die zu A gehorige Treppenmatrix
1 -2
T =

OO = O
= o O

0
0
0

[l V]

0
Es folgt » = rang(A) = rang(T) = 3, j(1) = 1, j(2) = 2 und j(3) = 4, und obige
Aussage (1) ergibt, dass eine Basis von U gegeben ist durch {a1, as, a4}.

Wir wollen die Aussage (1) aber direkt einsehen: Man sieht an der Treppenmatrix,
dass

(9].) a3 = (—2) a1 + 2. a9
gilt: Denn es gilt offenbar
(9.2) Te3 = (—2) To1 + 2 Teo.

Es gibt ein P € GL(4;R) mit T = PA, also mit A = P~'T. Multipliziert man (9.2) mit
P~1 so0 erhéilt man die entsprechende Beziehung (9.1) fiir A.

Es folgt also, dass {a1, as, a4} ein Erzeugendensystem von U ist. Die lineare Un-
abhéngigkeit von aq, as, a4 zeigt man ganz genauso: Seien «, 3, v € R mit

(9.3) a-ay+B-az+v-a4=0.
Multipliziert man diese Gleichung mit der invertierbaren Matrix P, so erhélt man
(94) CV'T.1+5'T.2+’7'T.4:07

und es folgt @« = f = v = 0, denn offenbar sind Ty1 = €1, Tes = €2,Te4 = ez linear
unabhingig in R*. Damit sehen wir — in diesem Beispiel — die Aussage (1). Der allgemeine
Beweis ergibt sich aber ganz genauso. Die Aussage (2) folgt dann aus Aussage (1). O

SATZ 9.11. Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum. Dann existiert eine Basis von
V. Genauer gilt: Jedes endliche Erzeugendensystem von V enthdlt eine Basis.

BEWEIS. Sei E ein endliches Erzeugendensystem von V. (Nach Voraussetzung gibt
es ein solches.) Sei

M ™ {X | X C Emit Span(X) =V} C2F.
Esist M # 0 (denn E € M), und fiir jedes X € M gilt 0 < #(X) < #(E). Also gibt es
ein B € M mit minimaler Elementanzahl. Es gilt B C E und Span(B) = V. Auflerdem ist

wegen der minimalen Elementanzahl B ein minimales Erzeugendensystem. Nach Satz 9.9
ist B daher eine Basis. ]

SATZ 9.12. Jeder K-Vektorraum V besitzt eine Basis.

BEWEIS. Ist V endlich erzeugt, so ist dies der vorstehende Satz. Ist V' nicht endlich
erzeugt, so verwendet man das sogenannte Zornsche Lemma (eine Aussage, die dquivalent

zum Auswahlaxiom ist). Auf eine detaillierte Beschreibung des Beweises verzichten wir
hier. ]

LEMMA 9.13. Seien vy, ..., vy € V linear unabhingig. Seien a1, ..., z, € Span(vy,...,Um)
linear unabhdngig. Dann gilt r < m.

BEWwEIS. Induktion nach m. Fiir m = 0 gilt Span(vq,...,vs) = Span()) = {0}, und
dann folgt auch » = 0. Sei nun m € N, und es sei bereits gezeigt: Sind vj,...,v,,_; €V
linear unabhéingig und z,...,2, € Span(v],...,v), ;) linear unabhingig, so gilt s <
m — 1. Seien nun vy,...,v, € V linear unabhingig und z1,...,z, € Span(vy,...,vn)

linear unabhéngig. Zu jedem j € {1,...,r} existieren cvj,..., 0y, € K mit

m
T; = E Qi Vg
i=1
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Zwei Falle konnen auftreten:

1. Fall: Esist a1 = ama = -+ = @y = 0. Dann gilt 4, ..., 2, € Span(vy, ..., Um—1),
und vy, ..., V1 sind linear unabhingig. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt r < m —
1 <m.

2. Fall: Es gelte a,,; # 0 fiir ein j € {1,...,r}. Nach evtl. Umnummerierung kann
man oy, # 0 annehmen. Fiir jedes j € {1,...,r — 1} gilt

i=1
m—1
= (aij - a;ﬁ S Q- air) ~v; € Span(vy, ..., Um—1)-
i=1
Es sind 24, ..., 2, _; linear unabhéngig: Denn seien Ay,..., A\,—1 € K mit Zg;i Ajay =0,
Dann gilt
r—1 r—1 r—1
0= Z )‘j (LL'J - a;@lr c Oy - J;,,,) = Z )\jl'j + (— Z >\Ja7_n}~amg) s Ty
j=1 j=1 j=1
Weil z1, ..., z, linear unabhéngig sind, folgt Ay = Ay =---=A._1 =0. 2],...,2,_; sind
also linear unabhéngig.
Nun folgt aus der Induktionsvoraussetzung r — 1 < m — 1, also r < m. O

SATZ 9.14 (Satz von der Invarianz der Dimension). Sei V' ein endlich erzeugter K-
Vektorraum. Dann gibt es eine Zahl n € Ny, so dass jede Basis von V die Elementanzahl
n hat.

BEZEICHNUNG: Diese Elementanzahl n heiit die Dimension von V. Man schreibt
dafiir dim(V') = dimg (V) = n.

BEWEIS. Nach Satz 9.11 gibt es eine Basis B = {by,...,b,} von V (mit #(B) = n).
Sei B’ eine weitere Basis von V. Sind b}, ...,b. € B’ paarweise verschieden, so sind dann
Yy..., bl linear unabhingig in V = Span(by,...,b,), und aus dem vorherigen Lemma
folgt r < n. Jede endliche Teilmenge von B’ hat also hiéchstens n Elemente, und es folgt,
dass B’ endlich ist mit #(B’) < n. Vertauscht man nun die Rollen von B und B’, so
ergibt sich auch n < #(B’). O

BEMERKUNG 9.15. (1) Ein endlich erzeugter K-Vektorraum heifit auch endlich-
dimensionaler K-Vektorraum.

(2) Ist V ein beliebiger Vektorraum (nicht notwendig endlich erzeugt), so kann

man zeigen: Sind B und B’ Basen von V, so gibt es eine bijektive Abbildung

f: B — B’. Insofern hat man auch fiir nicht endlich erzeugte Vektorrdume die

Invarianz der Dimension; die Dimension ist um auch unendlichen Fall eine ein-
deutig definierte Kardinalzahl.

Wir werden spéter sehen, dass ein K-Vektorraum durch seine Dimension weitgehend
bestimmt ist.

BEISPIELE 9.16. (1) Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt
dimg (V) =0 < 0isteine Basisvon V. & V ={0}.

(2) Sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V') = 1. Dann gibt es ein b € V, so dass {b}
eine Basis von V ist. Es gilt dann b # 0, und es ist

V=Span(b) =K -b={\-b| A€ K}.
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Zu jedem a € V mit a # 0 existiert ein o € K mit o # 0 und mit a = o - b. Es
folgt V = Span(b) = Span(a~! - b) = Span(A), d. h. {a} ist eine Basis von V.

(3) Im K-Vektorraum M(m,n; K) ist {E;; | 1 <i <m, 1 < j < n} eine Basis. Es
folgt dimg (M(m,n; K)) =m - n.

(4) Im K-Vektorraum K™ = M(n,1; K) hat man die Standardbasis {e1,..., e},
also dimg (K™) = n.

(5) Speziell fiir n = 1 erhélt man den K-Vektorraum K! = K. Es gilt dimg (K) = 1;
fiir jedes a € K, a # 0, ist {a} eine Basis.

(6) R ist ein Q-Vektorraum, und man kann zeigen, dass dimg(R) = oo gilt.

(7) C ist ein R-Vektorraum mit dimg(C) = 2, denn {1,4} ist eine Basis.

SAaTZ 9.17 (Austauschsatz von Steinitz (E. Steinitz, 1871-1928)). Sei V ein endlich-
dimensionaler K - Vektorraum mit dim(V') = n, sei B eine Basis von V. Seienay, ..., am €
V linear unabhingig. Dann gilt m < n und es gibt by, ..., by_m € B, so dass{a1,...,am, b1,...,bp_m}
eine Basis von V ist.

BEWEIS. Nach Lemma 9.13 gilt m < #(B) = n (die letzte Gleichheit gilt nach der
Invarianz der Dimension). Sei My def {ai,...,am}, sei M def My U B. Sei

MY (X CV | X ist frei mit My C X C M} C 2.
Wegen My € M ist M # ), und als endliche Menge besitzt sie ein maximales Element
F € M. Dann ist F frei mit My < F < M.

Es gilt B C Span(F): Denn angenommen, es gilt B ¢ Span(F’). Dann gibt es b € B
mit b & Span(F'). Nach 9.6 (1) ist dann F'U{b} frei, und es gilt FU{b} € M, Widerspruch
zur Maximalitidt von F. — Es folgt V = Span(B) C Span(F) C V, also ist F' ein freies
Erzeugendensystem, d. h. eine Basis von V. ]

SATZ 9.18. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dim(V) = n.

(1) Sei E ein endliches Erzeugendensystem von V. Dann gilt #(E) > n.

(2) Sei E ein Erzeugendensystem von V. mit #(E) = n. Dann ist E eine Basis von
V.

(3) Sei F CV frei. Dann gibt es eine Basis B von V mit F C B.

(4) Sei F CV frei. Dann gilt #(F) < n.

(5) Sei F CV frei mit #(F) = n. Dann ist F eine Basis von V.

BEWEIS. Folgt sofort aus den vorherigen Aussagen: (1) und (2) aus Satz 9.11, (3), (4)
und (5) aus Satz 9.18; man beachte, dass auch die Invarianz der Dimension 9.14 mehrfach
eingeht. 0

SATZ 9.19 (Basisergidnzungssatz). Sei V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit
dim(V) =n. Sei U ein Unterraum von V. Dann gilt:
(1) dim(U) < dim(V).
(2) Sei By eine Basis von U. Dann gibt es eine Basis By von V mit By C By.

BeEwEIS. Eine Basis By von U ist eine freie Teilmenge von V. Sei Bf, eine Basis
von V. Nach dem Austauschsatz von Steinitz gibt es (endlich viele) Elemente von By,
die zusammen mit By eine Basis von By bilden. Es folgt Aussage (2) und dim(U) =
#(By) < #(By) = dim(V). O

FOLGERUNG 9.20. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ist U C V ein
Unterraum mit dim(U) = dim(V'), so ist U = V.

BEWEIS. Sei By eine Basis von U. Nach dem vorherigen Satz kann man sie zu einer
Basis By O By von V ergidnzen. Wére U C V, dann miisste By € By gelten, und damit
dim(U) < dim(V). O
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SATZ 9.21 (Dimensionsformel fiir Unterrdume). Sei V' ein K- Vektorraum. Seien Uy, Us C

V' eindlichdimensionale Unterrdume. Dann sind die Unterrdume Uy +Us und Uy NUsy end-
lichdimensional, und es gilt

BEWEIS. Sei r = dim(U;) und s = dim(Us). Wegen Uy NU; C Uy, Us gilt d def
dim(U1NU2) < r, s. Sei{ay,...,aq} eine Basis von U;NUs. Nach dem Basisergidnzungssatz

gibt es by,...,b.—_q € Uy, so dass {a1,...,aq, b1,...,b.—_q} eine Basis von U; ist, und
ebenso gibt es c1,...,cs_q € U, so dass {a,...,aq, ¢1,...,Cs—q} eine Basis von Uj ist.

Setze B {a1, ... ag, b1y bo_a, c1,.. ., Co_q}. Dann gilt B C Uy UUs C Uy + Us, und
es folgt Span(B) C Uy + Us. Ist w3 + ug € Uy 4+ Us, so kann man schreiben

d r—d
Uy = E o;a; + E ﬁjbj
i=1 =1
und
d s—d
/
Ug = E apag + E YeCe
k=1 =1

mit allen oy, o), B, v¢ € K. Aber dann ist

d r—d s—d
Uy + us = Z(ai +al)a; + Zﬁjbj + Z ~ece € Span(B).
i=1 j=1 (=1

Also ist B ein Erzeugendensystem von U; + Us. Zeige, dass
aiy...,0ad, bla“wbrfda Cly--+,Cs—d

linear unabhéngig sind. Seien oy, 8, 1 € K mit

d r—d s—d
(9.5) Z o;a; + Z ijj + Z’chk =0.
i=1 j=1 k=1
Dann ist
s—d d r—d
D e == aia;— Y Bib; € Uz N,
k=1 i=1 =1
also von der Form
s—d d
D ek =) da;
k=1 i=1

fiir gewisse o € K. Es folgt

d s—d
Z aba; + Z(—%)Ck =0.
i=1 k=1

Da aq,...,aq, c1,...,cs—q linear unabhéngig sind, folgt, dass alle o = 0 und alle v, = 0
sind. Dann wird (9.5) zu

d r—d
Z o;a; + Zﬂjbj =0.
i=1 j=1

Da aq,...,aq, b1,...,b.—q linear unabhéngig sind, folgt, dass alle o; = 0 und alle 5; =0
sind. Es folgt also die behauptete lineare Unabhéngigkeit. Es ist also B eine Basis von
Uy + Us, und es folgt
dim(U; +U3) = d+(r—d)+(s—d)=r+s—d
= dlm(Ul) + dlm(U2> — dim(U1 N UQ)
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O

DEFINITION 9.22. Sei V ein K-Vektorraum, und seien Uy,...,U,, C V Unterrdume.
Die Summe Y ;" U; = Uy + - -+ + Uy, heift direkt, falls sich jedes v € >, U; eindeutig
als v = u1 + - - - + u,, schreiben liasst mit u; € U; fiir alle i = 1, ..., m. Man schreibt dann

iUi:éUi:Ul@m@Um.
=1 i=1

BEMERKUNG 9.23. Sei V ein K-Vektorraum, und seien Uy, Us C V Unterrdume.

(1) Es gilt Uy 4+ Uy = Uy @ U genau dann, wenn Uy N U = {0} ist.
(2) Seien U; und Us endlichdimensional. Es gilt Uy + Uy = Uy & Uy genau dann,
wenn dim(Uy + Uz) = dim(U;) 4 dim(Us) ist.

(Vgl. Ubungen.)

10. Praktische Rechenverfahren

Mit K werde immer ein Korper bezeichnet.

SATZ 10.1. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dim(V) = n und sei
{b1,...,b,} eine Basis von V. Seien ai,...,a, € V und sei A = (a;5) € M(n; K) die
Matriz mit a; = Y, ay;b; fir jedes j € {1,...,n}. Dann gilt:

(1) {a1,...,an} ist genau dann eine Basis von V, wenn A invertierbar ist.
(2) Ist A invertierbar, und ist A~ = (q;;), so ist bj = Y., dija; fir jedes j €

{1,...,n}.

BEweEIs. (1) (a) Es gelte, dass {a1,...,a,} eine Basis von V ist. Dann gibt es ein
B = () € M(n; K) mit b; = >_1" , B;;a; fiir jedes j =1,...,n. Dann folgt

bj = Zﬁijai = Zﬁi]‘ Z i b,
i=1 i=1 k=1
= Z Zamﬂijbk = Z ABIk, )bk
k=1 1i1=1 k=1

Da by, ...,b, linear unabhéngig sind, folgt ABk,j] = dx;, d. h. AB = E,,. Analog folgt
BA = E,. Also ist A invertierbar (und B = A™1).
(b) Es gelte, dass A invertierbar ist. Seien A,..., A\, € K mit Z?Zl Aja; = 0. Setze

A1
def .
x = |
An
Dann gilt also Az = 0. Es folgt 2 = A7'Ar = A=1.0=0, also \y = --- = \,, = 0. Also
sind aq,...,a, linear unabhingig. Da dim(V') = n ist, folgt, dass {a1,...,a,} eine Basis
von V ist.
(2) Dies ergibt sich aus Beweisteil (1)(a). O

FOLGERUNG 10.2. Sei A = (ay;) € M(n; K). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) A ist invertierbar.

(2) tA ist invertierbar.

(3) Die Spalten von A sind linear unabhingig in M(n, 1; K).
(4) Die Zeilen von A sind linear unabhingig in M(1,n; K).
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BEWEIS. (1)<(2): folgt aus 6.13.

(1)< (3): Fiir jedes j € {1,...,n} gilt Aej = > 1" | ajje;. Es sind A,1,. .., Asy linear
unabhiingig genau dann, wenn {A,1, ..., Ae, } eine Basis von M(n, 1; K) ist. Dies ist nach
Satz 10.1 dquivalent zur Invertierbarkeit von A.

(2)<(4): Dies folgt wie oben durch Betrachtung der transponierten Matrix bzw. Zeilen
statt Spalten. O

SATZ 10.3. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dim(V) = n und sei
{b1,...,b,} eine Basis von V. Seien a1,...,a, € V und sei A = (a;;) € M(n,p; K)
die Matriz mit a; = Y ., a;;b; fiir jedes j € {1,...,p}. Sei T die zu A gehérige Trep-
penmatriz vom Rang r und mit charakteristischen Spaltenindizes j(1),...,7(r). Fir den
Unterraum U < Span(ai,...,ap) gilt:

(1) dim(U) =r.
(2) {aja),---» ;) ist eine Basis von U.
(3) ai,...,a, sind genau dann linear unabhdngig, wenn p = r gilt.

BEWEIS. (a) Da die Spalten T4;(1),...,Tsj) gerade die r ersten Standardbasisvek-
toren ey, ..., e. € M(n,1; K) sind, folgt, dass die Menge dieser Spalten eine Basis des von
allen Spalten von T erzeugten Unterraums von M(n,1; K) ist. Es gibt ein P € GL(n; K)
mit ' = PA, und es folgt (vgl. das Argument in Beispiel 9.10), dass {A4j(1),- -, Aej(r) }
eine Basis des von allen Spalten von A erzeugten Unterraums von M(n, 1; K) ist.

(b) Seien Ay,..., A, € K mit ;| Apaj) = 0. Dann gilt

0=2> Aeajoy =D A qijbi = <Z Ako‘m‘(k)) b
=1 k=1 i—1 i=1 k=1

und da by, ..., b, linear unabhéingig sind, folgt >, _, Ak k) = 0 fiir jedes i = 1,...,n,

d. h.in M(n, 1; K) gilt > 1 ApAej) = 0. Weil aber {Aqj(1), ..., Aej(r) } nach Teil (a) li-

near unabhéngig sind, folgt \; = --- = A, = 0. Also sind a;(y), . . ., a;(,) linear unabhéingig.
(c) Sei T = (7;;). Wegen A = P~'T gilt fiir jedes j € {1,...,p}

Ay = PilT.j =p! ZTijcj(k) = ZTkjpilTOj(k)
k=1 k=1

> Tk Aaih-
k=1

Es folgt ovij = Y41 Thjij(k), und damit

a; = Zaijbi = Z ZTkjaij(k)bi = ZTkj Z%‘j(k)bi
=1 k=1 =1

i=1 k=1
,
= E :Tkjaj(k)7
k=1

also a; € Span(a;(1),...,a;qy) fir jedes j = 1,...,p. Es folgt, dass {a;(),...,a;} ein
Erzeugendensystem von U ist. Damit folgt Aussage (2). Die beiden anderen Aussagen (1)
und (3) folgen direkt daraus. O

Der folgende Satz beschreibt, wie man eine Basisergdnzung praktisch durchfiihrt.

SATZ 10.4. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit dim(V) = n. Sei
{b1,...,b,} eine Basis von V. Seien a1,...,a, € V linear unabhingig. Sei A = (ay;) €
M(n,r; K) die Matriz mit a; = Y ., o;b; fiir jedes j € {1,...,r}. Setze A= (AE,) ¢
M(n,r 4+ n; K) und T die zugehorige Treppenmatriz. Dann gilt:
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PN ~

(1) rang(A) = rang(T) = n, und fir die charakteristischen Spaltenindizes gilt j(1) =
1,j2)=2,...,5(r)=rundr+1<jlr+1)<---<jn) <r+n.
(2) Esist {ai,...,ar, bjirq1)y—rs---,bjm)y—r} eine Basis von V.

BEWEIS. (1) Setze

= def ) Qi iE{l,...,T},
’ bi—r t€{r+1,...,r+n}.

Sei A = (A, E,) = (a;;). Dann gilt

fiir jedes j € {1,...,r +n}. Da schon {b1,...,b,} ein Erzeugendensystem von V ist, gilt
dies erst recht fiir (die Obermenge) {a1, ..., a4, }. Nach Satz 10.3 (1) gilt

-~

rang(A4) = dim(V) = n.

(2) Es gibt ein P € GL(n; K) mit T = PA = P- (A, E,) = (PA, P). Dabei ist PA €
M(n, r; K) offenbar die zu A gehorige Treppenmatrix. Weil ay, ..., a, linear unabhingig
sind, folgt nach Satz 10.3 (3)

rang(PA) = rang(A) = r.

Hieraus folgt notwendig j(1) = 1,...,j(r) = r. Klarist dann r + 1 < j(r +1) < --- <
j(n) <r+n. Aus Satz 10.3 (2) folgt nun, dass

{@a), - @) ={a1,- - ar, bjrg1y—rs -, bjm)y—r}
eine Basis von Span(ay, ..., 0y4,) = V ist. O

BEISPIEL 10.5. Sei V' ein R-Vektorraum mit dim(V) = 4. Sei {by, ba, b3, bs} eine
Basis von V. Seien

a1 = by + 2bs + 3bs + 4by, as = by + bg + 2by, ag = 4by + by — 2by.

Anwendung des Algorithmus von Gaufl auf

11 0 1 0 0 O
-~ 2 0 4 01 00
A=131 1 00 1 o] EM&ETR)
4 2 =2 0 0 0 1
liefert die zugehorige Treppenmatrix
10 0 —-2/3 0 1/3 1/6
7 010 5/3 0 —-1/3 —-1/6
oo 1 1/3 0 1/3 -1/3
0 0 O 0 1 -2 1
Man sieht daran: Die zu
1 1 0
2 0 4
A= 3 1 1
4 2 -2
gehorige Treppenmatrix ist
1 0 0
01 0
0 0 1
0 0 0
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Also sind aq, aso, ag linear unabhéngig. Weil T die charakteristischen Spaltenindizes j(1) =
1, j(2) =2, j(3) = 3, j(4) = 5 hat, folgt, dass {a1, az, a3, b2} eine Basis von V ist.

11. Lineare Abbildungen
Sei K im folgenden immer ein Koérper.

DEFINITION 11.1. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V — W
heifit linear, falls

(L1) flz+y) = flz)+ f(y) fiir alle z, y €V,
(L2) f-z) =X f(x) firalle \e K,z € V.

Man nennt dann f manchmal auch genauer K-linear.

BEMERKUNG 11.2. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen
V und W.
(1) Es gilt f(Oy) = f(0x - Oy) = O - f(Oy) = Ow. Fiir jedes x € V gilt f(—z) =

f((—1k) -x) = (1K) - f(z) = = f(2).
(2) Sind A1,..., A\, € K und 21,...,2, € V, so gilt

f (i Am) = i Nif ().

(Der einfache Beweis per Induktion nach m.)

(3) Ist f bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~': W — V linear (und bijek-
tiv).
BEWEIS: Seien 2’, y' € W und A € K. Dann gilt

FUTE)+ YD) = FETH@) + ) =2+
und
FOC ) =X F(fHE) = A,
und es folgt f~1(a' +3') = f~ 1)+ 1) und f~E(\-2') = X f(2').
(4) Sei W' ein weiterer K-Vektorraum und g: W — W’ linear. Dann ist go f: V —

W' linear.
BEwEIs: Fiir alle z, y € V und A € K gilt

goflx+y) = g(flz+y)=g(f(2)+ f(y)

= g(f(x)) +9(f(y)) =go f(z)+go f(y),
gof(A-z) = g(f(A-z)) =g\ (f(2)))

= A-g(f(@) =A- (g0 f(z)).

BEISPIELE 11.3. (1) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die identische Abbil-

dung 1y : V — V linear.

(2) Seien a, b € K. Die Abbildung f: K — K, x — az + b ist linear genau dann,
wenn b = 0 ist.

(3) Der Korper C ist ein C-Vektorraum und auch ein R-Vektorraum. Die Abbildung
~v: C = C, z — z (komplexe Konjugation) ist R-linear aber nicht C-linear.

(4) Die Abbildung sp: M(n; K) — K, (a;j) — > i, ay; ist linear (vgl. Aufgabe
V.2).

(5) Sei A € M(m,n; K). Dann ist

fa: K" > K™ z— A-x

eine lineare Abbildung. Dies folgt sofort aus Satz 6.6 (2) und (4). Wegen fa(e;) =
A-ej=A,; (j=1,...,n) kann man aus f4 die Matrix A zuriickgewinnen.
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(6) In der Analysis lernt man (spéter), dass die Menge C'*°(R) der beliebig oft
differenzierbaren Funktionen f: R — R ein R-Vektorraum ist (mit den Ver-
kniipfungen aus 8.4 (3)). Die Abbildung

D: C®[R) = C®[R), frf
ist nach den Rechenregeln fiir Ableitungen linear.

SATz 11.4. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorriumen V und
w.
def

(1) Fiir jeden Unterraum U von V ist f(U) = {f(z) | x € U} ein Unterraum von
w.

(2) Fiir jeden Unterraum U’ von W' ist das Urbild f~*(U") = {z eV | f(z)eU'}
ein Unterraum von V.

(3) Fir jede Teilmenge X CV gilt Span(f(X)) = f(Span(X)).

BeweEis. (1) Es ist Ow = f(Oy) € f(U). Seien z, y € U und A € K. Dann gelten
z+y, Ax € U, und es folgt f(z) + f(y) = f(x +y), A- f(z) = f(A-z) € f(U).

(2) Es ist Oy € f~1(U’), da f(Oy) = Ow € U’. Seien x, y € f~H(U’) und X\ € K.
Dann gilt f(z), f(y) € U’, also auch f(x +y) = f(z)+ f(y), f(A-z) = X- f(z) € U, also
x4y A-xelU.

(3) Dies folgt sofort aus der Gleichung

f<§; am) = iaz’f(xi)

fiir alle g, ..., € K und 21,...,2,, € X, vgl. 11.2 (2). a

DEFINITION 11.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen
V und W.
def

(1) Bild(f) = f(V)={f(x) |z € V} heiit das Bild von f.
(2) Kern(f) = “1({ow}) ={z € V| f(z) = Ow} heifit der Kern von f.

Aus dem vorherigen Satz ergibt sich speziell:

FOLGERUNG 11.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen
V und W.

(1) Bild(f) ist ein Unterraum von W.
(2) Kern(f) ist ein Unterraum von V.

Offenbar ist eine lineare Abbildung f: V — W genau dann surjektiv, wenn Bild(f) =
W gilt. Fir die Injektivitét gilt folgendes.

Satz 11.7 (Injektivitdtskriterium). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen
K-Vektorriumen V und W. Dann gilt: f ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0}
gilt.

BEWEIS. (1) Sei f injektiv. Fiir alle € V mit = # Oy ist dann f(z) # f(Ov) = Ow,
also = ¢ Kern(f). Also Kern(f) = {0v}.

(2) Es gelte Kern(f) = {0y }. Seien z, y € V mit f(z) = f(y). Dann gilt f(z —y) =
fx) = fly) =0w,d h.z—y € Kern(f) = {0y}, also z —y =0y, d. h. x = y. O

DEFINITION 11.8. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine lineare

Abbildung. Man bezeichnet dim(Bild(f)) auch als Rang von f und schreibt rang(f) =

dim(Bild(f)).
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BEISPIEL 11.9. Sei A € M(m,n;K) und f4: K™ — K™,  — A -z die lineare
Abbildung aus 11.3 (5). Dann gilt

rang(fa) = dim(Bild(fa)) = dim(Span(fa(e1),..., fa(en))
= dim(Span(A4-ey,..., A ¢e,)) = dim(Span(4a,..., Aew))

128 rang(A).

SATZ 11.10. Seien V und W zwei K -Vektorrdume.

(1) Ist {z1,...,2m} ein Erzeugendensystem von V', so ist {f(x1),..., f(zm)} ein
Erzeugendensystem von Bild(f).
(2) Sei{b1,...,by} eine Basis von V. Dann gilt
(a) f ist genau dann surjektiv, wenn {f(b1),..., f(bn)} ein Erzeugendensystem
von W ist.
(b) f ist genau dann injektiv, wenn f(b1),..., f(by) linear unabhingig sind.

BeEwEIs. (1) Ist {z1,..., 2} ein Erzeugendensystem von V', so gilt V' = Span(z1, ..., Zm),
und mit 11.4 (3) folgt

Bild(f) = f(V) = f(Span(z1,...,zm)) = Span(f(x1), ..., f(Zm)).
(2) Es ist Bild(f) = f(V) = f(Span(by, ..., by) '=* Span(f(by), ..., f(bn)). Es folgt
f surjektiv < Bild(f) =W < Span(f(b1),...,f(b,)) =W.

(b) = Sei f injektiv. Seien aq,...,a, € K mit > ., a; f(b;) = Ow. Da f linear ist,
folgt f(> i, a;b;) = Ow = f(Oy). Aus der Injektivitdt von f folgt >.1 ; a;b; = Oy. Da
b1,...,b, linear unabhiingig sind, folgt ay = -+ = a,, = 0. Also sind f(b1),..., f(bn)
linear unabhéngig.

<: Seien f(b1),..., f(by) linear unabhéngig. Sei € Kern(f). Man kann schreiben

r =1 ab; fiir gewisse aq,...,qa, € K. Es folgt Oy = f(x) fos S aif(b;), und
es folgt oy = -+ = a,, € K, und damit z = 0. Also gilt Kern(f) = {0y}, d. h. f ist
injektiv. O

Der folgende wichtige Satz wird hiufig auch Dimensionsformel fir lineare Abbildungen
genannt.

SaTz 11.11 (Rangsatz). Seien V und W zwei K-Vektorriume und f: V. — W eine
lineare Abbildung. Ist V' endlichdimensional, so sind Kern(f) und Bild(f) endlichdimen-
sional, und es gilt

dim(V') = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)),
also
rang(f) = dim(V) — dim(Kern(f)).

BEWEIS. Sein = dim(V) < co. Als Unterraum von V ist Kern(f) endlichdimensional
(vgl. 9.19). Sei d = dim(Kern(f)), und sei {a1, ..., aq} eine Basis von Kern(f). Nach dem
Basisergéinzungssatz 9.19 gibt es by,...,b,_q € V, so dass {ai,...,aq, b1,...,b,_q} eine
Basis von V ist.

Behauptung: {f(b1),..., f(bn—a)} ist eine Basis von Bild(f). Es gilt

Bild(f) = f(V)= f(Span(a,...,aq, b1,---,bn_q))
= Span(f(a1),..., f(aa), f(b1),..., f(bp—a))
Span(f(bl), e f(bn,d)),

wobei (x) wegen f(a1) = ... f(aq) = Ow gilt. Also ist {f(b1),..., f(bn—a)} ein Erzeugen-
densystem von Bild(f).

—
*
~
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Zu zeigen ist noch, dass f(b1), ..., f(bn—q) linear unabhingig sind. Seien 81, ..., Bh—a €
K mit 3" 8; f(b;) = Ow. Dann gilt f(30-1 B;b;) = Ow, d. h. 37" B;b; € Kern(f).
Es gibt also ay,...,a4 € K mit

n—d d
E Bjb; = E a;a;,
j=1 i=1

oder anders geschrieben

n—d d
Zﬂjbj + Z(*%’)ai = Oy.
j=1 i=1

Da aber aq,...,aq, b1,...,b,—q linear unabhéngig sind, folgt (v = -+ = aqg =) /1 =
o= Buea = 0.
Insbesondere folgt nun

dim(Bild(f)) =n — d = dim(V) — dim(Kern(f)).
O
SATZ 11.12. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen V und
W. Es gelte dim(V) = dim(W) < co. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f st bijektiv.

(2) f st injektiv.
(3) f ist surjektiv.

BEWEIS.
f injektiv =y Kern(f) = {0y} RS dim(Kern(f)) =0
11.11 9,20

& rang(f) =dim(V) & Bid(f) =V
< f surjektiv.

O

SaTz 11.13 (Lineare Fortsetzung). Seien V und W zwei K-Vektorriume. Sei n =
dim(V) < oo. Sei {b1,...,b,} eine Basis von V. Seienwy, ..., w, € W beliebige Elemente.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V. — W mit f(b;) = w; fir allei=1,...,n.

BEWEIS. Jedes z € V hat genau eine Darstellung der Form Y | o;-b; (mit a1, ..., a, €
K). Man setzt

)Y o
=1

Da f linear sein soll mit f(b;) = w, ist klar, dass man f so definieren muss. Andererseits,
ist f so definiert, so sieht man sofort, dass f tatséchlich linear ist und f(b;) = w; gilt fiir
1=1,...,n. ([l

DEFINITION 11.14. (1) Eine bijektive, lineare Abbildung f: V — W zwischen
K-Vektorraumen V und W heifit ein Isomorphismus.
(2) Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphis-
mus f: V — W gibt. Man schreibt dann V' ~ W. (Offenbar definiert ~ eine
Aquivalenzrelation auf der Klasse der K-Vektorriume.)

Zwei isomorphe K-Vektorrdume kann man als ¢m wesentlichen gleich ansehen. Ein
Isomorphismus stellt nicht nur eine Bijektion zwischen den beiden Vektorrdumen her,
diese Bijektion “bewahrt” sogar die jeweiligen linearen Strukturen.
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SATZ 11.15. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dim(V) = n. Sei
B ={b1,...,b,} eine Basis von V. Dann definiert

(&3] n
¢ K" =V, | | =D aib;
o i=1
einen Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

BEWEIS. Nach Satz 11.13 gibt es genau eine lineare Abbildung f: K™ — V mit
f(e;) = b; fiir ¢ = 1,...,n. Dies ist aber gerade die im Satz definierte Abbildung. Da
{b1,...,b,} eine Basis von V ist, folgt aus Satz 11.10 (2), dass f injektiv und surjektiv,
also bijektiv ist. O

SATZ 11.16. Seien V und W endlichdimensionale K - Vektorrdume. Dann sind dquivalent:
(1) VeWw.
(2) dim(V) = dim(W).

BEWEIS. (1)=(2):Sei f: V' — W ein Isomorphismus. Sei dim(V') = nund {b1,...,b,}
eine Basis von V. Nach Satz 11.10 (2) ist {f(b1),..., f(bn)} eine Basis von W mit n (ver-
schiedenen!) Elementen, und daher gilt dim(W) = n = dim(V').

(2)=(1): Es gelte dim(V) = n = dim(V'). Nach Satz 11.15 gibt es Isomorphismen
f: K" —=Vund g: K" — W. Dann ist go f~': V — W ein Isomorphismus (vgl. 11.2 (3)
und (4)). (Man kann natiirlich auch Satz 11.13 auf V und W anwenden, ohne den “Umweg”
iiber K™ zu gehen.) O

BEMERKUNG 11.17. (1) Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Dann ist Abb(V, W) =
{f|f:V — W Abbildung} ein K-Vektorraum, mit den Verkniipfungen, die de-
finiert sind durch

(f +9)(x) =l f(z)+ g(x) fiir alle z € V,

M) A f(2) fir alle A€ K, 2 € V

(fiir alle f, g € Abb(V,W)), vgl. Aufgabe VIL5; Abb(V, W) = WV.
Offenbar ist
Hompg (V, W) =4 {f € Abb(V,W) | f ist linear}

ein Unterraum von Abb(V,W). (Vgl. Ubungen.)
(2) Eine lineare Abbildung f: V — W nennt man auch Homomorphismus (von
K-Vektorrdumen).

12. Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei K stets ein Korper. Ist V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so werden wir
im folgenden stillschweigend immer geordnete Basen B = (b1,...,b,) betrachten, d. h.
{b1,...,b,} ist eine Basis von V, und die Reihenfolge der Basiselemente ist festgelegt und
darf nachtréglich nicht ohne weiteres geéindert werden.

12.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen V und W.
Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V und C = (wy, ..., w,,) eine Basis von W.
(1) Fiir jedes j € {1,...,n} gibt es eindeutig bestimmte a1, asj,. .., 0m; € K mit

flvy) = Z QWi
=1

Dies definiert eine Matrix A = (ay;) € M(m,n; K). Man schreibt

ME(f) ™ A



52 3. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

und nennt dies die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen B und C. Man beachte, dass
die Definition diesr Matrix stark von der Wahl der Basen B und C und deren Anordnung
abhéngt. (Das war auch schon bei der Abbildung ¢ in 11.15 der Fall.)
Ist V =W und B = C, so schreibt man abkiirzend
Ms(f) = M5(f).

(2) Sei x € V. Dann gibt es eindeutig bestimmte &1, ..., &, € K mit

n
T = Z &iv;.
i=1

Man nennt
&
&
.| e K"
&n
den Koordinatenvektor von x bzgl. der Basis B. Mit dem Isomorphismus ¢g: K" — V
aus 11.15 gilt also gerade

&1

§

= 6n) 7M@),
&n

(3) Mit den Bezeichnungen aus (1) und (2) gilt

fl@) = > &f(v)
j=1
= Zgjzaijwi
j=1 i=1
= Z( aij§j>wi,
j=1

i=1
&1
alsoist A- | : | € K™ der Koordinatenvektor von f(x) € W bzgl. C.

&n
(4) Sei nun A = (ay;) € M(m,n; K) irgendeine Matrix. Nach Satz 11.13 gibt es genau
eine lineare Abbildung f4: V — W mit

falvy) = aijw;
=1

fiir jedes j € {1,...,n}. (Auch diese lineare Abbildung f4 ist von der Auswahl der Basen
B und C abhingig; wir haben das in der Notation aber nicht deutlich gemacht.) Offenbar
gilt A= Mg(fa).

SATZ 12.2. Seien V und W zwei K-Vektorriume und B = (vq,...,v,) und C =
(w1, ..., wy) Basen von V bzw. W. Die Abbildung

® = df: Homg (V,W) = M(m,n; K), fr— Mg(f)
ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Man beachte, dass dieser Isomorphismus von der Wahl der Basen B und C abhéngt.
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BEWEIS. Aus den vorherigen Betrachtungen ergibt sich, dass durch die Zuordnung
A — fa eine Umkehrabbildung zu ® definiert wird. Also ist ® bijektiv. Seien f, g €
Hompg (V,W) und a € K. Dann gilt

B(f +g) = ME(f +9) 2 ME(SF) + ME(g) = B(f) + (g)

und

o(af) = ME(af) = aME(f) = ad(f).

Zu (*): Ist M§(f) = A = (a;;) und M§(g) = B = (B:5), so gilt f(v;) = >isy aijw; und
g(vj) = ;il Bijw;. Es folgt

m m

(f+9)(v;) = f(v) +g(v;) = Z%’jwi + ) Bijwi = Z(aij + Bij)ws,
=1 =1

i=1
also ME(f + g) = (auj + Bij) = A+ B. Analog folgt (#x). — Also ist ® linear. O

FOLGERUNG 12.3. Seien V und W zwei K - Vektorrdume mit dim(V) = n und dim(W) =
m. Dann gilt dim(Homg (V,W)) =m - n.

BEMERKUNG 12.4. Seien A = (oy;) € M(m,n; K) und B = (B;;) € M(n,p; K).
Seien fq: K" — K™, x — Ax und fp: K? — K", y — By die zugehorigen linearen
Abbildungen. Dann gilt

fao fp= fan.

BEWEIS. Fiir jedes x € K? gilt
fao fe(x) = fa(Bx) = A(Bx) = (AB)x = fap(z).
|

FOLGERUNG 12.5. A € M(n; K) ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbil-
dung fa: K™ — K", © — Ax bijektiv ist.

BeEwEIs. Gibt es B € M(n; K) mit BA = E,, = AB, so folgt fao fg = fap =
fe, = lgkn = fpa = fp o fa, also fa bijektiv. Ist umgekehrt f4 bijektiv und g die
Umkehrabbildung, so gibt es ein B € M(n; K) mit g = fp, und es folgt wie oben fap =
1xn = fpa, und daraus folgt AB = E,, = BA, also A invertierbar. ([l

Ist A € M(m,n; K), so schreiben wir fiir die Abbildung fa: K™ — K™, x — Ax im
folgenden manchmal auch suggestiv A-.

SATZ 12.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen V und
W. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V und C = (w1, ..., w,,) eine Basis von W. Dann
ist das folgende Diagramm linearer Abbildungen kommutativ

K" 5 v
ME(f)-| K
K™ e w,

d. h. fir jedes x € K™ gilt
(é5(2)) = de(ME(f) - 2).

Durch dieses kommutative Diagramm ist die Matriz M§(f) bestimmt.
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BEWEIS. Es geniigt, die Gleichheit fiir die Standardbasisvektoren z =e; € K™ (j =

1,...,n) nachzupriifen. Sei M§(f) = A = (a;;). Es gilt
F@s(e)) = )= aijwi
i=1
m m
= > aidele)) = ¢c (Z %‘62)
i=1 i=1
= ¢c(Aej) = dc(A - ¢j)
= ¢c(ME(f) ¢j).
(Hierbei bezeichne e, ..., e, die Standardbasis von K".) Aus dem kommutativen Dia-
gramm ergibt sich M§(f)- = (¢c)~'o fo¢p, und dadurch ist die Matrix M§(f) eindeutig
definiert. g

FOLGERUNG 12.7. Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Satz gilt

rang(f) = rang(Mg(f)).

BEWEIS. Der Isomorphismus ¢c bildet Bild(M§(f)-) auf Bild(f) ab. Diese Bilder sind
also isomorph, haben insbesondere dieselbe Dimension. Es folgt

rang(f) = dim(Bild(f)) = dim(M§(/)")

def rang(Mg(f)-) 1L rang(Mg(f))-
O

SATz 12.8. Seien U, V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume mit Basen A, B
bzw. C. Seien f: U =V und g: V — W lineare Abbildungen. Dann gilt

M(go f) = M5(g) - ME(f).
BEWEIS. Gelte dim(U) = p, dim(V) = n und dim(W) = m.
A

K — U
ME(f)-| K
Kn 25y
Mg (g)-| |9
Km o2y,

Da die kleinen Teilquadrate kommutuieren, kommutiert auch das grofie Rechteck. Weil
dies Rechteck auch mit ME‘ (go f)- auf der linken Seite kommutiert, folgt die Behauptung
aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 12.6. ]

FOLGERUNG 12.9. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen den endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen V und W. Sei B eine Basis von V und C eine Basis von W.
Genau dann ist f bijektiv (also ein Isomorphismus), wenn die Matriz M§(f) invertierbar
ist. In dem Fall ust .

(Mg() — =ME(f).
BEWEIS. Sei f bijektiv. Sei g: W — V die Umkehrabbildung zu f. Auch g ist linear.

klar
Es folgt MB(g) - M§(f) = Mg(1ly) "=" E,, und ebenso M§(f)- ME(g9) = Mp(1lw) = E,,

wobei n < dim(V) = dim(W) gilt. Es folgt, dass M§(f) invertierbar ist.

Sei umgekehrt A = MS(f) invertierbar. Sei B = A~!. Nach Satz 12.2 gibt es eine
lineare Abbildung g: W — V mit B = M (g). Es folgt dann leicht M§(f o g) = E,, und
Mg (go f) = E,, und daraus folgt, dass g die Umkehrabbildung zu f ist. O
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DEFINITION 12.10. Seien V ein K-Vektorraum. Seien B = (v1,...,v,) und B’ =
(vi,...,v}) Basen von V. Die Matrix

78 ) ME (1v) € M(n; K)
nennen wir die Basiswechselmatriz oder Transformationsmatriz bzgl. B und B'.
BEMERKUNG 12.11. Es gilt T§ € GL(n; K) und (T§)~' =T5.
BEWEIS. Direkt aus Folgerung 12.9. (|

BEMERKUNG 12.12. Es ist T§ = (7;) die Matrix mit w; = Y1, 7w} fiir jedes
jed{1,...,n}

BEWEIS. Unmittelbar aus der Definition von Mg,(lv). O

Die Invertierbarkeit von Tg/ und die Formel fiir das Inverse ergibt sich auch hieraus
im Verbund mit Satz 10.1.

SaTz 12.13 (Transformationsformel). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen

den K-Vektorriumen V und W. Seien B = (vy,...,v,) und B’ = (vi,...,v),) Basen von
V, und seien C = (w1, ..., wy,) und C' = (w},...,w),) Basen von W. Dann gilt
Mg/ (f) =T - ME(f) - (T§) "
BewEers. KOMMUTATIVES DIAGRAMM ]

12.14 (Berechnung einer Basis des Bildes einer linearen Abbildung). Sei f: V — W
eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V und W, sei B = (v1,...,v,) eine
Basis von V und C = (wy, ..., wy,) eine Basis von W. Sei A = M§(f) die Darstellungs-
matrix von f bzgl. B und C. Fiir jedes j € {1,...,n} gilt also f(v;) = > v, ajjw;.

Es gilt Bild(f) = Span(f(v1),..., f(vs)). Sei T die zu A gehorige Treppenmatrix vom
Rang r, seien j(1),...,j(r) die charakteristischen Spaltenindizes. Dann gilt:

(a) dim(Bild(f)) = rang(f) ‘= rang(A) = r.

(b) Esist {f(vj(1)),---, f(vj(r)} eine Basis von Bild(f).
Fir die Aussage (b) schaut man sich nochmal den Beweis von Folgerung 12.7 an: Der
Isomorphismus ¢c¢ bildet eine Basis von Bild(M§(f):) (also einer Basis des durch die
Spalten von A aufgespannten Unterraums in K™; vgl. 9.10 zur Berechnung einer solchen)
auf eine Basis von Bild(f) ab. Die Aussage (b) ergibt sich dann aus dem kommutativen
Diagramm in Satz 12.6.

12.15 (Berechnung einer Basis des Kerns einer linearen Abbildung). Sei f: V — W
eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V und W, sei B = (vy,...,v,) eine
Basis von V und C = (wy, ..., wy,) eine Basis von W. Sei A = M§(f) die Darstellungs-
matrix von f bzgl. B und C.

Nach dem Rangsatz gilt dim(Kern(f)) = dim(V) — rang(f) = n — r, wobei r wie in
(1) der Rang der Matrix A = M§(f) ist.

Der Isomorphismus ¢p aus dem kommutativen Diagramm in 12.6 bildet (eine Basis
von) Kern(M§(f)-) auf (eine Basis von) Kern(f) ab. Es ist also eine Basis des Unterraums

Ra“ (v k| Az =0}
von K™ zu berechnen. (Dies fiihrt also zur Bestimmung der Losungsmenge eines (homo-
genen) linearen Gleichungssystems, und dies wird im néchsten Abschnitt diskutiert.)
Sei T' = (7;;) die zu A gehorige Treppenmatrix vom Rang r und seien j(1),...,5(r)
die charakteristischen Spaltenindizes. Man beachte dass Az = 0 genau dann gilt, wenn
Tx = 0 ist. (Denn T'= PA mit P € GL(m;K); Te =0 & PAr =0 & Az =
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P~1PAxz =0.) Fiir jedes i € {1,...,7} ist Ty (;) = e; der i-te Standardbasisvektor in K™

Sei J % {1, n}\ {4(1),...,§(r)}. Es gilt #(J) = n — r. Fiir jedes j € J gilt

-
T, = ZTijoj(k)
k=1
und dann auch
Agj = ThjAujir)-
k=1

(Vgl. den Beweis von Satz 10.3.) Es gilt also

n

(12.1) Y i Aes =0,
s=1
mit
-1 s= jv
W =20 seld s#j,
Trj s =j(k).
Dies gilt fiir jedes der n — r Elemente j € J. Setze
i
J
" déf N2 c K"
777(1])

fir jedes j € J. Wegen (12.1) gilt also Ay; = 0 fur jedes j € J. Man sieht sofort (wegen
der —1 und sonst Nullen an den verschiedenen Stellen mit Index in J), dass {y; | j € J}
frei ist. Wegen

#(J)=n—r=dim({z € K" | Az = 0})
folgt, dass {y; | j € J} eine Basis des Raumes R4 = {z € K™ | Az = 0} ist.

BEISPIEL 12.16. Sei

2 1 1 0 0 7
2 0 4 0 -2 4

A=1o 1 5 1 o of eMUGER).
01 -3 1 4 6

Sei f = fa: R® — R* die lineare Abbildung mit f(x) = Ax fiir alle z € RS. Man berechnet
mit dem Gauf3-Algorithmus die Treppenmatrix von A:

10 2 0 -1 2
01 -3 0 2 3
00 0 1 2 3
00 0 0 0 O

Es ist also r = rang(A) = 3, die charakteristischen Spaltenindizes sind j(1) =1, j(2) =2
und j(3) = 4. Mit den obigen Bezeichnungen ist also J = {3, 5, 6}. Es bildet dann

~

T =

2 -1 2
-3 2 3
-1 0 0
Ys = 0 y Ys = ) y Yo = 3
0 -1 0
0 0 -1

eine Basis von Kern(f) = {z € R | Az = 0}.
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Man kann sich den letzten Schritt schematisch auch so vorstellen: In der Treppen-
matrix stehen die Elemente T'[k,j(k)] =1 (k = 1,...,r) nicht auf der Hauptdiagonalen
(abgesehen davon, dass T nicht quadratisch ist). Es werden formal Nullzeilen eingefiigt,
so dass die genannten Einsen auf der Hauptdiagonalen einer quadratischen n x n-Matrix
stehen. Das folgende Verfahren nennt man auch den Entzerrungsalgorithmus:

Zunichst streicht man die m — r vielen unteren Nullzeilen in 7" und erhélt

10 2 0 -1 2
=01 -3 0 2 3
00 0 1 2 3

Danach fiigt man #(.J) = n—r viele Nullzeilen ein, und zwar so, dass man eine nxn-Matrix
erhélt, wobei die Zeilenindizes der neuen Nullzeilen die Elemente aus J durchlaufen. Man
erhélt also im Beispiel

1 0o 2 0 -1 2
o 1 -3 0 2 3
T _ o 0 o0 o0 0 O
o 0 o 1 2 3
o 0 o o0 0 O
o 0 o o0 0 ©0

Die 3., die 5. und die 6. Zeile sind also nun die Nullzeilen in 7". SchliefSlich werden die
(eingefiigten) Nullen auf der Hauptdiagonalen jeweils durch den Wert —1 ersetzt:

10 2 0 -1 2
01 -30 2 3
gn_ |00 0 0 0
=loo o 1 2 3
00 0 0 -1 0

00 0 0 0 -1

Nun hat man y3 = T3, y5 = T.% und yg = T.¢. Also allgemein nimmt man die Spalten,
bei denen sich durch das beschriebene Verfahren die Eintrige —1 auf der Hauptdiagonalen
ergeben haben.

BEISPIEL 12.17. Seien V und W zwei R-Vektorrdume. Sei B = (v, vg, v3, v4) eine
Basis von V und C = (wq, we, ws) eine Basis von W. Sei f: V — W die lineare Abbildung
mit

f(v1) = 2wy + 3wa +ws, f(v2) = 2wy + 2w2, f(v3) = we +ws, f(vs) = 3wz + ws.

Es ist dann

2 2 0 1
A=MS(f)=1(3 2 1 2
1 01 1
Die Treppenmatrix von A ist
1 0 1 1
T=10 1 -1 -1/2
0 0 O 0
Man erhélt mit dem Entzerrungsalgorithmus
1 0 1 1
01 —1 —1/2
00 -1 0
00 O -1
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und liest ab, dass

1 1

-1 | -1/2
Ys = 1 y Ya = 0
0 -1

eine Basis des Unterraums {z € R* | Az = 0} bildet. Eine Basis von Kern(f) erhiilt man
durch Anwendung des Isomorphismus ¢z: R* — V, der den Standardbasisvektor e; auf
v; schickt (1 =1, 2, 3, 4). Also ist

{8(y3), ¢8(ys)} = {vi —va — vz, v1 — 1/205 — vy}

eine Basis von Kern(f).

13. Lineare Gleichungssysteme

Sei K wie immer stets ein Korper.

13.1. (1) Ein lineares Gleichungssystem (iiber K') mit m Gleichungen und n Variablen
(Unbestimmten) ist gegeben durch

@111+ Qe 4+ agpx, = by
a1y +  oexy oo+ 0T, = by
(13.1)
am1T1 + Q12T2 ot Qpn®n = by
Hierbei sind a1, aq2,. .., Qmp € Kund by, ..., b,, € K vorgegeben. Gesucht sind x1,...,z, €

K, so dass (13.1) erfiillt ist.
(2) Die Matrix A = (a;;) € M(m, n; K) heifit die zugehérige Koeffizientenmatriz. Der

by
Vektor b= | : | € K™ heifit auch der Ergebnisvektor.
bm
T
(3) Ein Vektor . = | : | € K™ ist eine Ldsung des linearen Gleichungssystems (13.1),
Ty,

wenn (13.1) erfiillt ist. Ein # € K™ ist also genau dann eine Lésung von (13.1), wenn
Az = b gilt. Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit ldsbar, falls es (mindestens) eine
Losung x € K™ besitzt.

(4) Die Matrix (A | b) € M(m,n + 1;K) heifit die erweiterte Koeffizientenmatriz
zu (13.1).

(5) Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit homogen, falls b = 0 gilt. Andernfalls
heifit es inhomogen. Zum lineare Gleichnungssystem Ax = b heifit Ax = 0 das zugehorige
homogene System.

BEISPIEL 13.2.

2¢7 + 3z + Txs — 8xry= -7
—2561 + 5132 - T3 + 2$4 = 3
31’1 + 3%2 —+ 12%3 -+ T4 = 2

ist ein lineares Gleichungssystem {iber R mit Keoffizientenmatrix
2 3 7 =8

A=|-2 5 -1 2],
3 3 12 1



13. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 59

Ergebnisvektor

und erweiterter Koeffizientenmatrix
2 3 7 8|7
(A]b) = -2 5 -1 2 3
3 3 12 1 2
Es 148t sich kurz als Az = b schreiben.

SaTz 13.3. Sei A € M(m,n; K) und b € K™. Seir = rang(A).

(1) Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist losbar genau dann, wenn rang(A) =
rang ((A | b)) gilt.

(2) Die Lésungsmenge Ra = {zr € K™ | Az = 0} des zugehirigen homogenen
Systems Ax = 0 ist ein Unterraum von K™ der Dimension n —r.

(3) Sei x* (irgend-) eine Lisung des linearen Gleichungssystems Az = b. (Man
nennt o* eine spezielle Losung.) Dann ist die Losungsmenge des Systems Az = b
gegeben durch

{reK"| Az =0b}={2"+y | Ay=0} =2" + Ra.

BEWEIS. Sei f = f4a = A-: K™ — K™ die lineare Abbildung, die durch f(z) = Az
gegeben ist.

(1) Das System Ax = b ist 19sbar < es existiert ein € K™ mit b = Az = f(z) <
b € Bild(f) = Span(f(e1),..., f(en)) = Span(Ae1,...,Aen) < Span(Aei,..., Aen, b) =
Span(Aa1,. .., Aey) < rang((A | b)) = rang(A) gilt.

(2) Es ist klar, dass R4 = Kern(f) ein Unterraum von K™ ist. Es folgt

dim(R4) = dim(Kern(f)) = dim(K") — dim(Bild(f)) = n —rang(A) =n —r

mit dem Rangsatz.
(3)Esgilt Ar =b & Az =Az* & Alzx—2*)=0 & z—2*€ Ry & z €
¥+ Ry. O

BEMERKUNG 13.4. (1) Wie man eine Basis des Losungsraums R4 eines homogenen
linearen Gleichungssystems Az = 0 bestimmt, wurde am Ende des vorherigen Abschnitts
erldutert.

(2) Zum Bestimmen der Losungsmenge {x € K™ | Ax = b} eines inhomogenen Sy-
stems Ax = b geht man wie folgt vor:

(a) Man bestimmt eine spezielle Losung x* des Systems Az = b.
(b) Man bestimmt eine Basis {y; | j € J} des zugehérigen homogenen Systems
Az = 0.
Die Loésungsmenge besteht dann aus allen Elementen der Form
x=a"+ Z a;y;
=

mit eindeutig bestimmten a; € K (j € J). Wihrend das Vorgehen fiir (b) in (1) schon be-
schrieben ist, miissen wir noch beschreiben, wie man (systematisch!) eine spezielle Losung

z* bekommt. Dies geschieht mit einer Variante des Entzerrungsalgorithmus, angewendet
auf die erweiterte Koeflizientenmatrix (A | b).

13.5 (Bestimmung der Losungsmenge von Az = b). Sei A € M(m,n; K) und b € K™.

Sei A = (A|b). Sei T die zu A gehorige Treppenmatrix. Es gibt ein P € GL(m; K) mit

T=P-A=(P-A|P-b) = (T | ¢). Es ist klar, dass T die Treppenmatrix zu A ist.

Daher gilt rang(A4) < rang((4 | b)) < rang(A) + 1.



60 3. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Gilt rang(A) < rang((A | b)), so ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
Az = b leer. Gilt rang(A) = rang((A | b)), so ist die Lésungsmenge nichtleer. Wir nehmen
dies nun an. Sei r dieser gemeinsame Rang.

Man wendet nun den Entzerrungsalgorithmus auf 7" wie in 12.16 beschrieben an, und

erweitert das Einfiigen von Nullzeilen auf die erweiterte Matrix i also streicht auch in
C1

c=P-b= : die untersten m — r Nullen, und fiigt in ¢ dann n — r Nullen ein, die

Cm

nachher an den Stellen j (mit j € J) stehen. Man definiert also z* € K™ durch
ik
0 ieJ

Es gilt damit offenbar Az* = b. Denn seien j(1),...,j(r) die charakteristischen Spalte-
nidizes von A = (A | b). Dann gilt nach Voraussetzung j(1),...,j(r) € {1,...,n}. Es

folgt
c= ch Tojky = ch “Tojt)
k=1 k=1

und Multiplikation von links mit P~ liefert
T n
b= crAvey = )_a"[i]- Aoy = A-a”.
k=1 j=1

Also ist das so definierte x* eine spezielle Losung von Az = b.
Mit dieser erweiterten Variante des Entzerrungsalgorithmus berechnet man also eine
spezielle Losung z* von Az = b und eine Basis von R4 gleichzeitig.

BEISPIEL 13.6. Es soll untersucht werden, ob das folgende lineare Gleichungssystem
iiber R losbar ist. Falls ja, so soll die Losungsmenge bestimmt werden.

207 +x9 423 434 225 = 5
To +2x3 +214 = 0
Z1 +T4 —x5 = 4
—X1 —21‘2 —41‘3 +x4 +xr5 = 2
Sei also
2 1 2 1 -2 5
0 1 2 2 0 0
A= 10 o0 1 -1 | wmdb=1y
-1 -2 —4 1 1 2
Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist
2 1 2 1 —-215
~ 0 1 2 2 0[]0
A=(A|b)= 1 0 01 —-114
-1 -2 —4 1 112
Die hierzu gehorige Treppenmatix ist
1 0 0 0 -1 3
~ 01 2 0 0] -2
T=Tld=19001 o 1

0000 0| O
Hierbei ist der linke Teil T' die Treppenmatrix zu A, und man sieht

rang((A | b)) = 3 = rang(A).
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Also ist das lineare Gleichnugssystem Az = b losbar. Das oben beschriebene Entzerrungs-
verfahren macht nun folgendes: Zuerst wird in der Treppenmatrix 7" die unterste Nullzeile
geloscht, und dann werden 2 = 5 — 3 = n — r Nulzeilen eingefiigt, die als Zeilenindex
die Spaltenindizes j € {1,...,5} bekommen, die keine charakteristischen sind, hier also
j = 3, 5; zuletzt werden die eingefiigten Nullen auf der Hauptdiagonalen im linken Teil
durch Eintrige —1 ersetzt. Man erhilt:

1 0 00 -1 3
0 1 2 0 0] -2
0 0 -1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 -1 0
Es ist dann
3
def —2
x* = 0
1
0
eine spezielle Losung von Az = b, und die zwei Vektoren
0 -1
2 0
11, 0
0 0
0 -1

bilden eine Basis des Losungsraums R4 des zugehorigen homogenen Systems. Genau die
Elemente der Form

3 0 -1
-2 2 0
z=|0 | +al|l-1|+5] 0
1 0 0
0 0 -1

mit (eindeutig bestimmten) a, 5 € R sind Losungen des linearen Gleichungssystems Az =

b.






KAPITEL 4

Determinanten

14. Der Begriff einer Determinantenfunktion

Sei stets K ein Korper und n € N eine natiirliche Zahl.

14.1. Sei A = (‘c’ Z) € M(2;K) und b = (;) € K2. Wir wollen das lineare
Gleichungssystem A ; = b l6sen. Dazu berechnen wir die Treppenmatrix von

a ble
c d|f )
Sei etwa a # 0. Dann bekommen wir
1 b/a e/a
0 d—bc/a| f—cela )’

1 b/a e/a
0 ad—bc |af—ce |’

Die Frage ist nun, ob ad — bc # 0 ist oder nicht. Wenn nicht, gibt es keine eindeutige
Losung. Wenn doch, dann gibt es eine eindeutige Losung, die gegeben ist durch
af —ec ed —bf

Y= ad —be und z = ad —be’

bzw.

Definiert man also fiir eine beliebige Matrix (Z Z) € M(2; K) deren Determinante

a b
det(A) = . d‘ = ad — be,
so erhéalt man
e b a e
[ d c f
T = und y =
a b a b
c d c d

als eindeutige Losung, sofern ‘CCL Z’ # 0 gilt. Die Voraussetzung a # 0 galt dabei ohne Ein-

schrinkung. (Dies ist der einfachste Fall der sog. Cramerschen Regel.) Man sieht anhand
dieser Argumente auch, dass A € M(2; K) genau dann invertierbar ist, wenn det(A) # 0
gilt.

14.2. Seien v = (Z) , W= (2) € R2. Wir betrachten dass von v und w aufgespannte

Parallelogramm:
ZEICHNUNG
Man sieht, dass die Fliche dieses Paralellogramms gegeben ist durch ad — bc:
ZEICHNUNG

63
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(Man kann dies auch sauber beweisen, z. B. mit Hilfe von Polarkoordinaten in C.) Es

a

b . . .
hat also c auch eine geometrische Interpretation.

d

14.3. Mit beiden oben vorgestellten Interpretationen von det(A) fiir A € M(n; K) (im
zweiten Fall K = R) sieht man sofort, dass det: M(n; K) — K folgende Eigenschaften

besitzt. Sei A = {Zl] € M(2; K) mit den Zeilen ay, as € K2. Dann gilt:
2

!

(D1) (i) det(|™ T ag]) - det([Zj v det([Zj und

L a2
a1 — ai ay| . )
det( s + a,z]) = det( [GJ ) + det( LZ/J fiir alle A € K; und
(if) det( Aal}) = Adet( {“1}) und
| a2 a9
ar |y _ at |y .
det( Aas) ) = Adet( LQ]) fiir alle A € K.

(D2) det((Zi)) =0.
(D3) det(E,) = 1.

DEFINITION 14.4. Eine Abbildung d: M(n; K) — K heifit eine Determinantenfunk-
tion, falls gilt
(D1) d ist linear in jeder Zeile: Fiir jedes i € {1,...,n} gilt:

(i) Ist a; = a +af, sogilt d(| a; |) =d(]| a} |)+d(] a} |).

(ii) Ist a; = Aa) (A € K, sogilt d(| a; |) =Ad(| a: |).

(D2) d ist alternierend: Hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt d(A) = 0.
(D3) d ist normiert: d(Ey,) = 1.
an kann das Axiomensystem etwas abschwiichen, vgl. das Buch von Falko Lorenz.
Man kann das Axi bschwiich 1. das Buch Falko L
Im folgenden wird gezeigt, dass es zu jedem n € N genau eine Determinantenfunktion

d: M(n; K) — K gibt (Existenz und Eindeutigkeit). Deswegen werden wir auch immer
die Bezeichnung d(A) = det(A) benutzen, sowie die Schreibweise

a1 Q12 ... Oilp

921 922 N Q2n,
det(A) = |A| =

Qpl  Qp2 ... Qnn

fir A = (ayj) € M(n; K).

Fiir n = 2 haben wir die Existenz einer Determinantenfunktion schon gesehen. Fiir
n = 1 hat man also einzige Moglichkeit d((a)) = a =: det((a)). Um allgemein die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer solchen Funktion zu etablieren, leiten wir erst noch weitere
Eigenschaften einer Determinantenfunktion her.

SATZ 14.5. Sei det: M(n; K) — K eine Determinantenfunktion. Dann gelten (neben
(D1), (D2) und (D3) auch) die folgenden Eigenschaften:

(D4) Fiir jedes A € M(n; K) und A € K gilt det(AA) = A" det(A).

(D5) Besitzt A eine Nullzeile, so ist det(A) = 0.
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(D6) Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier verschiedener Zeilen, so gilt det(B) =
—det(A).

(D7) Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition des \-fachen der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile (j # i), so gilt det(B) = det(A).

(D8) Ist A eine obere Dreieckmatrix, d. h. gilt

Q11 Q12 013 A1n
0 a2 axy ... a
A= 0 0 a3z ... Q3n ,
0 0 0 Qnnp
so gilt det(A) = a11 -« ...+ uy. Analoges gilt fiir eine untere Dreiecksmatrix.

(D9) Ist A von der Form

wobei Ay und Ay quadratische Matrizen (kleinerer Formate) sind, so gilt det(A) = det(A;)-
det(As). Entsprechendes gilt, wenn die Nullmatriz 0 oben rechts steht.
(D10) Ist A € M(n; K), so gilt:

det(4A) =0 <& rang(A4) <n.

(D11) (Determinanten-Multiplikationssatz) Fir alle A, B € M(n; K) gilt

det(A - B) = det(A) - det(B).

Insbesondere: Ist A invertierbar, so ist

det(A™1) = det(A) "

Bewels. (D4) folgt direkt aus Teil (ii) von (D1).
(D5) folgt ebenfalls aus Teil (ii) von (D1), denn man kann aus einer Nullzeile den
Faktor 0 herausziehen.
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(D6) Entstehe B aus A durch Vertauschung der beiden Zeilen a; und a; (mit ¢ < j).
Dann gilt

4% a;
det(A) +det(B) = det(]| : |)+det(| : [)
Q. a;
a; a; a; a;
(D2) ) . : )
= det(| : |)+det(| : [)+det(| : |)+det(] : |)
a; a; a; a;
a; Q;
= det( : ) + det( : )
a; + aj a; + (lj
) a; + a;
(PL() det( : ) (D2) 0,
a; + a;
und es folgt det(B) = —det(A).
(D7) Sei etwa i < j. Es ist
a; + )\aj a; aj a;
det(B) =det(| = [) " det(| : [)+Adet(| i |) P det(| : |) = det(a).
a; a; a; aj
(D8) Sind alle a;; #0 (i = 1,...,n), so erhélt man durch elementare Zeilenumformungen

(vom Typ IIT Additionsmatrizen) und durch wiederholte Anwendung von (D7)

a11

(D7) @22 (D1)(i)

det(A) "= 117 - Qg - det(Ey) (D3) 011" .. Oy

ann

Ist ein A\; = 0, so sei ¢ maximal damit. Durch Anwendung von elementaren Zeilenum-
formungen (vom Typ III), macht man alle Eintrége rechts von «a;; zu null, macht also
die i-te Zeile zur Nullzeile, und wiederholte Anwendung von (D7) und dann (D5) liefert
det(A) =0= Q11 ... Qpp.
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(D9) Durch elementare Zeilenumformungen (Typ IT und Vertauschungen und Addi-
tionen) bringt man zunéichst A; auf obere Dreiecksgestalt A]. Dabei wird C zu C’, As
bleibt unverdndert. Sei k dabei die Anzahl der vorgenommenen Vertauschungen. Nun wird
As ebenso durch elementare Zeilenumformungen (Typ II und IIT) auf Dreiecksgestalt Aj
gebracht. Sei ¢ die Anzahl der dabei vorgenommenen Vertauschungen. Sei

;o Al
A‘(ﬂAT'

Es geht also A’ aus A durch Additionen und k+¢ Vertauschungen hervor, und wegen (D6)
und (D7) folgt daher det(A) = (—1)*T*det(A’), und ebenso det(A4}) = (—1)*det(A;),
det(A%) = (—1)“det(Ay). Da A’, A} und A) obere Dreiecksmatrizen sind, folgt aus (D8)
unmittelbar det(A’) = det(A]) - det(A}). Insgesamt:
det(A) = (=1)**det(A’) = (=1)* det(A})(—1)" det(A})
= det(Al) . det(Ag)
(D10) Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ IT und III bringt man A auf obere
Dreiecksgestalt
M

und es gilt dann (nach (D5), (D6), (D7) und (D8)) det(A4) = +£A; - ... \,. Es folgt
det(A) =0 < esgibtimit \; =0 < rang(A) <n.

(D11) Gilt rang(A) < n, so gilt auch rang(A - B) < n. (Vgl. dazu Aufgabe VIII. 5.
Alternativ: rang(A- B) = rang(fa o fp) nach 11.9 und 12.4, und es ist klar, dass Bild(f o
fB) C Bild(fa) gilt.) Wegen (D10) folgt in diesem Fall also det(AB) = 0 = 0-det(B) =

det(A) det(B).
Gelte nun rang(A) = n, also A € GL(n; K). Nach 7.24 gibt es Elementarmatrizen
Py,...,P; € M(n; K) mit A= Py -...- Ps. Per Induktion geniigt es also zu zeigen, dass

det(PB) = det(P) det(B) gilt fiir eine Elementarmatrix P. Es gibt die drei Moglichkeiten

(i) P = Dy()\). Es ist det(Dy(\) ‘2 A, Es folgt det(Dy(\) - B) ‘2 Adet(B) =
det(Dy(N)) det(B).
(ii) P = Vip. Es ist det(Vie) "2 1. Es folgt det(Vie - B) "2 — det(B) = det (Vi) -
det(B).
(i) P = Wie()). Es ist det(Wie(A)) ‘2 1. Es folgt det(Wie(\) - B) "2 det(B) =
det(Wiq(\)) - det(B).
O

FOLGERUNG 14.6. Seien d, d': M(n; K) — K zwei Determinantenfunktionen. Dann
giltd=d.

BEWEIS. Sei A € M(n; K). Wie im Beweis des vorherigen Satzes gezeigt, bringt man
mit elementaren Zeilenumformungen vom Typ IT und IIT A auf obere Dreiecksgestalt, und
die sowohl d(A) wie auch d'(A) ergebeuns sich aus dem Produkt der Hauptdiagonalelemente
dieser Matrix. ]

Es bleibt immer noch die Existenz einer Determinantenfunktionen (bzw. Der Deter-
minanten zu zeigen). Dies geschieht erst im néichsten Abschnitt.
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BEISPIEL 14.7. Fiir

0 2 -1 4
2 1 3 =5
A=l 4 o 1 |€M®&R)
3 0 2
hat man
-14 2 1 1 -4 -2 —1
Al = —|2 1 3 -5 _2 1 3 -5
1 -4 -2 -1 1 —4 _9 1
1 -4 -2 1
0 2 -1 4
= “lo o 232 o |~ (1:2:-23/2-105/23)
0 0 0 105/23
= —105.

BEMERKUNG 14.8. Damit hat man ein sehr effizientes Verfahren an der Hand, die
Determinante (Existenz momentan unterstellt) eines A € M(n; K) zu berechnen: Mit
elementaren Zeilenumformungen vom Typ II und III erhdlt man wie im Beispiel zuvor
eine obere Dreiecksmatrix

A1
)\2 *

0
An

Ist k die Anzahl der dabei durchgefiihrten Vertauschungen, so gilt
Al = (=) - A Xa s A
BEMERKUNG 14.9. Obige axiomatische Einfiihrung der Determinante geht auf Karl
Weierstrafl (1815-1897) zuriick, der 1834 sein Abitur am Theodorianum in Paderborn
machte. Eine alternative Einfithrung geht iiber die Formel von Leibniz, die wir im néchsten
Abschnitt behandelt. Mit ihr wird auch die Existenz einer Determinantenfunktion gezeigt.
15. Die Formel von Leibniz

Sei K stets ein Koérper und n € N eine natiirliche Zahl.

15.1. In Abschnitt 2 haben wir schon die Gruppe S,, der Permutationen der Menge
X ={1,...,n} kennengelernt. Also

Sp={c]o:{1,...,n} = {1,...,n} bijektiv}.

Elemente o € S,, schreiben wir in der Form

(ol oty o)
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Die Verkniipfung auf .S,, ist die Komposition von Abbildungen, und damit gilt

o rog = <T(11) 7(22) . T(ZL))O<J(11) 0(22) - Uzln))

- (T<ol<1>> o) | r(arfn)))'

Neutrales Element ist die triviale Permutation, gegeben durch die identische Abbildung

1 2 ... n
e=lpem=1{1 2 . n)

Eine Permutation 7 € S,,, die Elemente i, j € {1,...,n} (mit i # j) vertauscht, und alle

anderen Elemente festhiilt, nennt man eine Transposition, und schreibt 7 = 7(i, 5) = (i j).
Also

k k#i,j,
(k) =47 k=i,
i k=

Die folgende Aussage wurde schon in 2.7 formuliert. Nun folgt auch der Beweis.
BEMERKUNG 15.2. S,, besteht aus n! =1-2--...-n Elementen.

BEWEIS. Fiir n =1 (oder auch n = 0) ist die Aussage klar; in diesem Fall hat man
nur die identsiche Abbildung. Sei nun n > 2 und die Aussage fiir n — 1 bereits gezeigt. Sei
o €S,

1. Fall: Es gilt o(n) = n. Dann gilt (i) € {1,...,n—1},d. h. esist o’ def oli1,..n—1y €
Sp—1. Fiir ¢’ gibt es nach Induktionsvoraussetzung (n — 1)! Moglichkeiten, also auch fiir
o selbst.

2. Fall: o(n) # n. Sei o(n) =i # n. Dann gilt fiir o’ = (i m) oo nun o’(n) = n. Nach
dem 1. Fall gibt es fiir solche ¢’ nun (n— 1)! Moglichkeiten, also auch fiir o. (Man beachte
(in)ooy = (in)ooy & o1 = 03.) Nun gibt es fiir ¢ (£ n) aber n — 1 Moglichkeiten, und
daher gibt es hier im 2. Fall n — 1 voneinander unabhéngige Teilfille. Insgesamt haben wir
(mit dem 1. Fall) nun n unterschiedliche Teilfille, in jedem gibt es (n — 1)! Moglichkeiten,
also gibt es insgesamt n - (n — 1)! = n! Moglichkeiten. O

DEFINITION 15.3. Sei o € S,.
(1) Ein Paar (4, j) mit 4, j € {1,...,n} und ¢ < j heiit ein Fehlstand von o, falls
o(i) > o(j) gilt. (Man beachte die Umkehrung des Ungleichheitszeichens!)
(2) Es heiflt

sgn(a) — (_1)#{(i,j)\(i,j) ist Fehlstand von o} c {_1, 1}

die Signatur von o. (Es ist also sgn(o) = 1, falls die Anzahl der Fehlstéinde von

o gerade ist, und sgn(o) = —1, falls die Anzahl der Fehlstéinde von o ungerade
ist.)
LEMMA 15.4. ) (0
o(j) —o(i
i<i
BEWEIS. Es gilt (weil o eine Permutation von 1,...,n ist)

o(j) —o(i o(j) —o(z o(j)—o(i
MU= ey [ CW=eB )t
-~ J—1 Sy : J— o ) J—1
i<j i<j,o(i)<o(j) i<j,o(i)>0(j)

o(j)—o(i
= Sgn(g) . H (J)_Z() = Sgn(g)_

i<J
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SATz 15.5. Fir alle o, T € S, gilt
sgn(oT) = sgn(o) sgn(r).
Insbesondere gilt sgn(o~1) = sgn(o).
BEwEIs. Es gilt

sgn(or) = H JT(J; : ;77'(1)
B or(j) —ot(i) 1y () —7(0)
- 11 7(j) = 7(i) 11 j—i

Der rechte Faktor ist sgn(7). Fiir den linken gilt:

o7(j) — o7(7) B O'T(])—O'T(Z)' ot (j )
== = I =o—a 1 =

_ M. L
B 11 7(j) — () H (J

) — )

) —

i<jr(h<r(@) |V

T (T(Z)

o(r(9) - 1 oli) = gu

e T T@ i 17
= sgn(o).
Dabei gilt *, weil 7 bijektiv ist. ]
LEMMA 15.6. Sein > 2. Sei 0 € S,,. Dann gibt es Transpositionen T1,...,7s € Sp
mit
g=T1"..."Ts-.

BEWEIS. Fiir 0 = ¢ ist die Aussage klar (leeres Produkt bzw. e = (1 2)(1 2). Gelte
o # e Sei i € {1,...,n} minimal mit o(iy) # ¢;. Es gilt also o(iy) > i;. Sei 14 =
(i1 0(i1)). Fir o1 def 710 gilt dann o1 (¢) = 4 fiir i = 1,...,4;. Entweder ist nun o1 = ¢,
oder es gibt io > 47 minimal mit o1 (i2) # 2. Dann definiert man 79 und oy analog, u.s.w.
Schliefflich erhélt man fiir ein s < n Transpositionen 7q,...,7s mit € = 747s_1 ... 71 - O,
undesfolgtJ:Tfl-... le=mT O

BEMERKUNG 15.7. Sei n > 2.

(1) Obige Darstellung o = 71 - ... - 75 ist nicht eindeutig; schon s € Ny dabei ist nicht
eindeutig.

(2) Sei 79 = (1 2) € Sy,. Ist 7 € S, eine beliebige Transposition, so gibt es ein o € S,
mit 7 = orgo L.

BEWEIS. (2) Sei 7 = (k £). Sei 0 € S,, irgendeine Permutation mit o(1) = k und
o(2) = £. Dann gilt offenbar die behauptete Formel 7 = o901, (Man verifiziert dies an
jeder Stelle 4, und unterscheidet die Fille i =k, i = ¢, i £k, {.) O

FOLGERUNG 15.8. Sein > 2.
(1) Fiir jede Transposition T € Sy, gilt sgn(r) = —1.
(2) Seioc € S,. Istoc =11 ... 15 mit Transpositionen T1,...,Ts, o gilt sgn(o) =
(=1)°.
BEWEISs. Offenbar hat die Transposition 79 = (1 2) genau einen Fehlstand und

daher die Signatur —1. Aus Satz 15.5 folgt mit der vorherigen Bemerkung sgn(7) =
sgn(orgo~t) = o(19) = —1, und (2) folgt dann daraus induktiv. O
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15.9. Offenbar ist A, </ {oc €5, | sgn(o) = +1} wegen Satz 15.5 eine Untergruppe
von Sy, die alternierende Gruppe (vom Grad n). Ist o € A,, und ist 7 € S, eine beliebige
Transposition, so gilt sgn(oc7) = —1. Es folgt dann leicht S,, = A, U A, 7, A, N A, 7 =0;

hierbei ist A, 7 </ {o7 |0 € A,}.

Die folgende explizite Formel der Determinante geht auf den Universalgelehrten Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zuriick.

SATZ 15.10 (Leibniz-Formel). Sein € N. Fir A = (o;;) € M(n; K) definiert

de
(15.1) det(A) e/ Z sgn(0) - (1) Q20(2) " - - - * Uno(n)
oeS,

die eindeutig bestimmte Determinantenfunktion det: M(n; K) — K.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass durch (15.1) eine Determinantenfunktion det: M(n; K) —
K definiert wird, dass also (D1)—(D3) gilt (denn die Eindeutigkeit hatten wir schon in 14.6
begriindet):

(D1)(i) Es gilt

det(|al+al|) = Z sen(0) - Qig(r) - (A iy F Qo)) e Qo (n)
. oES,
= Z Sgn(0) - Qug(1) e Qi) * e Ono(n)
oES),
+ Z g (0) - Qug(1) e Ay e Ono(n)
oES),

= det(|a;|)+det(|al|).

Ganz dhnlich zeigt man (D1)(ii).
(D2) Es habe die Matrix A zwei gleiche Zeilen, etwa die k-te und die ¢-te mit k < £.
Sei 7 = (k £). Dann gilt S,, = A, U A,7 und A, N A,7 = (. Es gilt also

(15.2) det(A) = Z Qig(1) "+ * Opg(n) — Z Qigr(l) "+ " Qpgr(n)-
o€EA, o€EA,

Nach Definition von 7, und da k-te und ¢-te Zeile iibereinstimmen, heben sich die beiden
Summen in (15.2) gerade weg, denn:

Xor(1) ~ -+ " Ckor(k) "+ OUor () "+ -+ Angr(n)
= Qior(1) " -+ " Oko() " -+ " Xg(k) " -+ " Anor(n)
= Qigr(1) " -+ " Oko(k) "+ Qo) " -+ " Anor(n)
= 0410(1) et O‘na(n)-

(D3) Fiir o € S,, gilt offenbar

1 o=c¢;
510.(1) T " 6no.(n) = {0 0- # E.
Es folgt

det(E,) = Z sgn(0) - d15(1) " - - * Ono(n) = 1.
oESy
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Es sei nochmal darauf hingewiesen, dass wir jetzt erst (mit der Leibniz-Formel) die
Existenz einer Determinatenfunktion nachgewiesen haben. In manchen Lehrbiichern wird
statt der Axiomatik die Determinante gleich durch die Leibniz-Formel definiert.

Wir haben zwar die Eindeutigkeit der Determinante schon frither gezeigt. Wir bewei-
sen aber nochmal direkt, wie die Formel (15.1) aus den Eigenschaften einer Determinan-
tenfunktion folgt.

DEFINITION 15.11. Sei o € S,,. Definiere
t

€o(1)
def .
Pg = t[ea(l),...,eg(n)] = : EM(TL;K),
tea'(n)
wobei eq, ..., e, die Standardbasis von K" ist. Es ist also
Pli, j] = 6j0(i)-

Die Matrizen P, heiflen Permutationsmatrizen.
LEMMA 15.12. Seio € S,,. Dann gilt
det(P,) = sgn(o).

BEWEIS. Ist ¢ = 71 - ... - 75 ein Produkt von Transpositionen, so erhilt man P,
offenbar durch s Zeilenvertauschungen aus der Einheitsmatrix E,,. Das Ergebnis ist nun
eine Folgerung aus 15.8. ]

15.13. Sei

ai
az
A= (Ozij) = . S M(n,K)
an
mit den Zeilen ay,...,a, € M(n; K). Man kann schreiben

t t
a; =qq1€e1 + -+ Qi en.

Anwendung von (D1) Zeile fiir Zeile liefert dann

e
ay ‘ei, to,.
as n as n n 2
det( . ) = Z Q14 det( ) = Z Z a4, - 24, ° det( as )
: i1 i1 ia :
a'll an a
n
te;,
n n n tez,2
= ZZ...Zalil-a2i2-...~amn~det( . )
i iz in :
tein
Nach dem vorherigen Lemma gilt
te;,
det( ‘es, ) det(P,) =sgn(o) gibt o0 € S, mit o(j) =14;, j={1,...,n}
e . =
0 sonst.
tei7l

Es folgt dann (15.1).
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BEISPIELE 15.14. (1) Fiir n = 1 erhélt man det((a)) = a fiir jedes a € K.
(2) Fiir n = 2 erhélt man

a b
c d

(3) Fiir n = 3 ist berechnet sich die Determinaten einer Matrix

‘adbc.

Q11 2 Q13
A= a2 ax a
Q31 Q32 Q33
mit Hilfe der Sarrus-Regel: Dazu schreibt man die ersten beiden Spalten nochmal rechts
neben die drei Spalten von A:

Q11 Q12 013 Q11 Qa2

Q21 Q22 Q3 Q21 Q22

Q31 Q32 Q33 Q31 Q32
und addiert dann die Produkte iiber die drei Diagonalen von links oben nach rechts unten
und zieht ab davon die Summe iiber die drei Diagonalen von rechts oben nach links unten.
(ZEICHNUNG) Die Sarrus-Regel ist nichts anderes als die Leibniz-Formel (fiir n = 3),
nur in schematischer Form. Denn die sechs Elemente von S3 sind gegeben als

=(123) (G 52)=en ] s)=02

(53 3)-0a (3 1 3)-eaa2 (5 5 7)-ea0.

und 15.8 liefert die zugehorigen Signaturen.

BEMERKUNG 15.15. (1) Achtung: Eine der Sarrus-Regel entsprechende Regel gilt
fiir n > 4 nicht! Bei einer solchen Regel hitte man bei n = 4 nur 8 Summanden (von
Produkten), aber die Leibniz-Formel liefert 4! = 24 Summanden.

(2) Fiir “grofle” n ist die Leibniz-Formel zum praktischen Rechnen der Determinante
nicht geeignet, denn n! wichst sehr schnell! Schon fiir n = 6 hat man 6! = 720 Summanden
von Produkten mit jeweils 6 Faktoren.

SATZ 15.16. Sei A € M(n; K). Dann gilt det(*A) = det(A).

Bewers. In Ubung XIIL5 konnte man einen von der Leibniz-Formel unabhéngigen
Beweis fithren (unter der Annahme der Existenz einer Determinantenfunktion; man ver-
wendet insbesondere (D6), (D7), (D8) und (D11), vgl. Zentraliibung). Die Aussage folgt
aber auch leicht aus der Leibniz-Formel: Sei A = (aj;) und ‘A = (aj;). Es gilt also

a;j; = aj;. Dann ist
det(*4) = Z Sen(0) - (1) " Qop(2) " -+ V()
oeSy
= Z SgIl(O’) CQg(1)1 " Qg (2)2 -+ Qo(n)n
ocES,

—

; Z sgn(cr) *0o-1(1) " Q26-1(2) " - -+ Qng—1(n)

o-1les,

det(A).

=

(%)
Bei (x) wurde benutzt, dass

Ao(1)1 " Ag(2)2 " -+ - " Ag(n)n = Q1o—1(1) " X25-1(2) " - -+~ Opg—1(n)
ist, denn beide Produkte enthalten bis auf die Reihenfolge die gleichen Faktoren, und

auBerdem wurde sgn(oc~!) = sgn(o) verwendet. Bei (x*) beachtet man, dass mit o auch
o~ ! alle Elemente aus S,, durchliuft. O
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BEMERKUNG 15.17. Aus dem vorstehenden Satz folgt (Beweis zur Ubung empfohlen!),
dass zu (D1), (D2), (D5), (D6) und (D7) entsprechende Regeln auch fiir Spalten statt
Zeilen gelten. Insbesondere kann man zum Berechnen der Determinante auch elementare
Spaltenumformungen vornehmen.

16. Der Entwicklungssatz von Laplace und die Regel von Cramer
Sei K stets ein Korper und n eine natiirliche Zahl.

16.1. Sei A = (;) € M(n; K). Seien k, £ € {1,...,n}.
(1) Definiere

11 N aq.¢—1 0 [ WA e Aqn
p—11 - Og_14-1 0 Qp_1e41 ... Qo1
Ay = 0 0 1 0 0 EM(TL;K).
Ok41,1 --- Okt1p—1 0 Qpg1e41 -0 Qktin
Qp1 - one—1 0 opett - Qi

(2) Definiere A}, € M(n—1; K), indem in A (oder auch in Ay) die k-te Zeile und die
{-te Spalte gestrichen wird.

LEMMA 16.2. Seien A = (auj) € M(n; K) mit den Zeilen ai,...,a, und k, { €
{1,...,n}. Dann gilt:

(1)
det(A},) = (=1)** det(Are).

(2)

ay

det(Age) = det(| fer |).
Qk41

an

BewEIs. (1) Durch k—1 Zeilenvertauschungen und ¢—1 Spaltenvertauschungen bringt

man Ake a,uf dle FOI‘m
;CZ

und die Behauptung folgt mit (D6) (auch der Version fiir Spalten) und (D9).
(2) Durch Addition jeweils geeigneter Vielfacher der k-ten Zeile zu den anderen Zeilen
iiberfithrt man die Matrix, die in der rechten Determinante steht, in die Matrix Ag,. 0O
DEFINITION 16.3. Sei A = (a;;) € M(n; K). Dann heifit adj(A) = ((—1)* ¢ det(Ay,))
(det(Ag)),, € M(n; K) die zu A adjunkte Matriz (oder auch: komplementire Matrix).
Man beachte die Vertauschung der Indizes k, £.

SaTz 16.4. Sei A € M(n; K). Dann gilt
adj(A)- A=A adj(A) = det(A) - E,,.

Insbesondere gilt: Ist A invertierbar, so gilt

ke

1

-1 _
AT = det(A)

-adj(A).
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(Es ergibt sich durch die erste Formel auch nochmal: A invertierbar < det(A) # 0.)

BEWEIS. Seien ay,...,a, die Zeilen von A. Seien i,j € {1,...,n}. Es ist a; =
> r_q ik'er, wobei eq, ..., e, die Standardbasis von K™ ist. Es folgt
ay
- (D2) i1
(det(A) . En)[l,j] = §;jdet(A) =" det(| a; |)
@j+1
an
ai
aj—1
= det(| Xop_q cauler |)
aj4+1
Qnp
a1
n a5 —1
D j
(1) Zaik det(| tex |)
k=1 aj41
(79

2N apdet(Ai) EY ai - adj(A)[k, J]
k=1 k=1
= (A-adj(4))[i,j].
Es folgt A-adj(A) = det(A) - E,,. Die Gleichheit adj(A) - A = det(A) - E,, folgt analog. O

BEISPIEL 16.5. Sei A = (a b
c d

d -=b
a ) Es folgt

0. Es ist adj(A) = (—c
1 d -b
Al = . .
ad — bc <—C a >

Der folgende Satz ist nach dem franzosischen Mathematiker und Astronom Pierre-
Simon Laplace (1749-1827) benannt. Er fithrt die Berechnung einer n x n-Determinante
zuriick auf die Berechnung von (n — 1) X (n — 1)-Determinanten. Dies ist insbesondere
dann niitzlich, wenn in einer Zeile oder Spalte viele Nullen stehen.

) € M(2; K) invertierbar. Dann ist det(A) = ad —bc #

(Vgl. Aufgabe IV .4.)

SATZ 16.6 (Entwicklungssatz von Laplace). Es sein > 2 und A = (oy;) € M(n; K).
Seien k, £ € {1,...,n}. Dann gilt
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(1) (Entwicklung nach der k-ten Zeile.)

n

det(A) =Y (=1)Fay; det(Ay;).
j=1
(2) (Entwicklung nach der (-ten Spalte.)

n

det(A) =Y (—1)" oy det(Af).

i=1
BEWEIS. (1) Nach dem vorherigen Satz ist det(A) insbesondere der k-te Eintrag auf
der Hauptdiagonalen von A - adj(A), und dies ist

n

A-adj(A) [k, k] = > Ak, j] - adj(A = (=1 ay; det(Ay;).

j=1 j=1

(2) Folgt aus (1), indem man det(*A) = det(A) verwendet. Oder analog zum Beweis
von (1), die Formel adj(A) - A = det(A) - E,, benutzend. O

BEISPIEL 16.7.

gfg}(*) 2 3 1 2 3 1
© 3.2 3 1/42-0 1 1
2.3 21 11 1 11 1
110 1
2 3 1
2-—100(**)21-";3 }’
111
- 23-1-1-1)=4

Dabei wurde in () nach der dritten Spalte und in (**) nach der zweiten Zeile entwickelt.

Die folgende nach dem schweizer Mathematiker Gabriel Cramer (1704-1752) benannte
Methode zum Losen von (eindeutig 16sbaren, quadratischen) linearen Gleichungssystemen
ist zum praktischen Rechnen ungeeignet, sie ist aber von theoretischem Interesse.

SATZ 16.8 (Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme). Sei A = [aq,...,a,] €
M(n; K) invertierbar (mit den Spalten ay,...,a, € K"), seibe K™ Seix =*(xy,...,2,)
die eindeutig bestimmte Lésung des linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt fiir
jedes j € {1,...,n}
det([al, sy @1, b, Ajg1y--- ,an])

det(A)

Tj =

BEwEIS. Da A invertierbar ist, ist # = A~'b die eindeutig bestimmte Losung. Nach
Satz 16.4 folgt # = A~1b = adJ(A) - b. Es folgt

det(A)
1 - “ det Ak )
. — i(A b ]
i det(A) (Al & Z det(A
16.2,15.16 Zb det al,...,aj_l,ej,aj_kl,...,an])
det(A)
(D1),15.16 det([al,...,aj_l,b,aj+1,...,an])

det(A)
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BEISPIEL 16.9. Seien
1 2 3 1
A= [al, as, (Lg} = 1 2 4 s b=10
0 2 1 1

itber dem Korper R der reellen Zahlen. Es gilt

1 2 3
1 2 4| =-2.
0 2 1
Mit
1 2 3
Ty =1b, as, a3| =0 2 4| = -4,
1 21
1 1 3
zh=lar, b,as] =1 0 4f=-2
011
und
1 21
xg—al,ag,b|—1 2 0/=2
0 2 1
ergibt
1 wil 1[4 2
r=— x| =—|-2]=11
A1\ 2 2\ 2 1

die eindeutig bestimmte Losung von Az = b.

17. Die Determinante eines Endomorphismus
Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl.

DEFINITION 17.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V — V (also
von V in sich) nennt man auch einen Endomorphismus von V. Sei

Endg (V) = {f | f ist Endomorphismus von V}.
DEFINITION 17.2. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphis-
mus von V. Sei B eine Basis von V. Man definiert die Determinante von f durch

det(f) < det(Mgs(f)).

BEMERKUNG 17.3. Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Basis B. (Vgl.
Aufgabe XIII.4. Man verwendet die Transformationsformel und den Determinantenmul-
tiplikationssatz.)

Die folgende Aussage ergibt sich direkt aus schon bekannten Resultaten fiir (quadra-
tische) Matrizen.

SATZ 17.4. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und seien f, g € Endg (V)
Endomorphismen von V.
(2) Es gilt det(f o g) = det(f) - det(g).
(3) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) f ist ein Isomorphismus.
(b) rang(f) = n.
(c) det(f) 0.



78 4. DETERMINANTEN

Ist dies erfillt, so gilt
det(f~1) = det(f).

Ausblick auf das 2. Semester

Im zweiten Teil werden u. a. folgende Themen behandelt:

(1) Eigenwerttheorie eines Endomorphismus.
(Als Hilfsmittel dafiir: Polynome)

(2) Normalformen von Endomorphismen. Insbesondere: Die Jordansche Normal-
form.

(3) Vektorrdume mit Skalarprodukt. (K =R, C.)

(4) Normalformen orthogonaler Endomorphismen (die das Skalarprodukt bewah-
ren), symmetrischer Endomorphismen.

(5) Funktionsweise eines Computeralgebrasystems (Bachelor Mathe/Technomathe)



KAPITEL 5

Ringe und Polynome

18. Ringe

18.1. Im ersten Teil haben wir mit den Koérpern algebraische Strukuren betrachtet,
auf denen eine Addition und eine Multiplikation definiert sind. Allerdings weisen Koérper
Besonderheiten auf:

e Die Multiplikation ist kommutativ.
e Jedes Element # 0 hat ein multiplikativen Inverses.

Wir kennen aber schon Beispiele von algebraischen Strukuren, die eine Addition und
eine Multiplikation besitzen, bei denen diese Bedingungen nicht erfiillt sind. Bei der Menge
Z der ganzen Zahlen zum Beispiel, haben nur die Elemente +1 ein multiplikatives Inverses.
Aber auch die Kommutativitét ist nicht erfiillt, zum Beispiel nicht fir M(n; K) fir n # 2,
oder (aus denselben Griinden) Endg (V') (der Menge der Endomorphismen von V'), sofern
dimg V' > 2 gilt. In all diesen Féllen bilden die Menge bzgl. der Addition weiterhin eine
abelsche Gruppe.

DEFINITION 18.2. (1) Essei R eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen gegeben
sind, eine “Addition” +: K x K — K und eine “Multiplikation” -: K x K — K,
fiir die die folgenden Eigenschaften gelten:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Elemente wird mit 0 (“null”)
bezeichnet.
(R2) (R,-) ist assoziativ.
(R3) In R gelten die Distributivgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € R gilt a-(b+c) = a-b+a-c
und (a+b)-c=a-c+b-c.
Dann heifit R ein Ring.
(2) Enhélt R auflerdem ein Einselement, d. h. ein neutrales Element der Multiplika-
tion, so heifit R ein Ring mit Eins.
(3) Ist (R,-) kommutativ, so heifit R ein kommutativer Ring.

BEMERKUNG 18.3. (1) Wir werden hier nur Ringe mit Eins betrachten. Daher

bedeutet “Ring” im folgenden immer “Ring mit Eins”.

(2) In Ringen gelten dieselben Konventionen bzgl. der Schreibweisen wie in 3.2 (1),
(2) und (6).

(3) Sei R ein Ring. Wie in 2.3 zeigt man, dass Nullelemente und Einselemente ein-
deutig bestimmt sind. Wie bei Korpern schreibt man 0 = 0g bzw. 1 = 13.

(4) Sei R ein Ring. Wie in 3.2 (3) zeigt man, dass -0 =0 = 0-r fir jedes r € R
gilt.

(5) Wie in 3.7 gilt auch in Ringen ein allgemeines Distributuivgesetz. In Ringen, die
nicht kommutativ sind, muss man allerdings streng auf die Multiplikationsrei-
henfolge achten.

BEISPIEL 18.4. (1) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring.
(2) Die Menge Z bildet mit der iiblichen Addition + und Multiplikation - einen
kommutativen Ring.

79
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(3) Sei K ein Kérper und n > 2. Dann bildet die Menge M(n; K) mit der Matrizen-
addition und Matrizenmultiplikation wegen Satz 6.4 und Satz 6.6 ein Ring. Das
Einselement ist die Einheitsmatrix F,,.

(4) Sei V ein K-Vektorraum. Dann bildet Endg (V) mit der Addition von Abbil-
dungen und der Komposition von Abbildungen ein Ring. Das Einselement ist
die identsiche Abbildung 1y .

DEFINITION 18.5. Sei R ein Ring.
(1) Ein Element r € R heifit eine Einheit (oder invertierbar), wenn es ein s € R
gibt mit rs = 1 und mit sr = 1.
(2) Die Menge der Einheiten von R wird mit E(R) bezeichnet.
(3) Ist r € R eine Einheit, soist ein s € R wie in (1) eindeutig bestimmt (vgl. 6.13 (1));
es wird wie iiblich mit r~! bezeichnet.

SATz 18.6. Sei R ein Ring. Dann bildet E(R) eine Gruppe, die sog. Einheitengruppe
von R.

BEWEISs. Offenbar gilt 1 € E(R). Sind r, s € R Einheiten, so zeigt man genau wie
in 6.13 (3), dass rs invertierbar ist (und zwar mit (rs)~! = s~'r—1)), und dass r~!
invertierbar ist (und zwar mit (r—)=t =7). O

BEISPIEL 18.7. (1) Ist K ein Korper, so ist E(K) = K \ {0}.
(2) E(Z) = {£1}.
(3) EM(n; K)) = GL(n; K).

DEFINITION 18.8. Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum R heifit eine K-Algebra, falls
R ein Ring ist, so dass auflerdem gilt

a(rs) = (ar)s = r(as)
fiir alle @ € K und alle , s € R.

BEISPIEL 18.9. Sei K ein Korper.
(1) Esist M(n; K) eine K-Algebra.
(2) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist Endg (V) eine K-Algebra.

DEFINITION 18.10. (1) Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢: R — S heifit
Ringhomomorphismus, falls
(a) p(r+71')=@(r) + ') fir alle r, ' € R;
(b) @(r-r") =¢(r) - o) fir alle r, ' € R;
(©) ¢(1r) = 1s.
Ist ¢ zusétzlich bijektiv, so heifit ¢ ein Isomorphismus von Ringen. Die Ringe
R und S heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢: R — S gibt.

(2) Sind R und S sogar K-Algebren iiber dem Korper K, so heifit ein Ringhomomor-
phismus ¢: R — S ein K-Algebrenhomomorphismus, falls f zuséitzlich K-linear
ist. Ist ¢ zusitzlich bijektiv, so heift ¢ ein Isomorphismus von K-Algebren.
Entsprechend heiflen die K-Algebren bei der Existenz eines solchen isomorph.

SaTz 18.11. Sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Sei B = (vy,...,v,) eine
Basis von V. Die Abbildung

O =Pp: Endg(V) = M(n; K), f+— Mp(f)
ist ein Isomorphismus von K-Algebren.

BEWEIS. Nach Satz 12.2 ist ® ein Isomorphismus von K-Vektorriumen. Es ist also
noch zu zeigen, dass ® ein Ringhomomorphismus ist. Dies ist aber in neuer Terminologie
gerade die Aussage von Satz 12.8: Fiir alle f, g € Endg (V) gilt

B(go f) = Ma(go f) '=° Mg(g) - Ma(f) = (g) - (/).
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]

DEFINITION 18.12. Es sei S ein Korper. Eine Teilmenge R C S heifit Unterring (oder
Teilring) von S, wenn folgendes gilt:
(1) R ist Untergruppe von (S, +).
(2) Esist 1g € R, und fiir alle r, ' € R gilt r -’ € R (das Produkt gebildet in S).

BEISPIEL 18.13. Z ist ein Teilring von Q.

DEFINITION 18.14. Ein Ring R heifit Integritdtsbereich, falls gilt
(1) R ist kommutativ;
(2) 140 (d. b R £ {0}):
(3) Fiir alle r, v’ € R gilt: Aus rr’ = 0 folgt » = 0 oder ' = 0. (Man sagt, R sei
nullteilerfrei.)

BEISPIEL 18.15. (1) Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich.
(2) Z ist ein Integritétsbereich.
(3) Fiir n > 2 ist M(n; K) ist kein Integritiitsbereich.

18.16 (Matrizen und Determinanten iiber kommutativen Ringen.). Sei R ein kommu-
tativer Ring (mit Eins).
(1) Wie iiber Kérpern kann man m x n-Matrizen A = (o;;) mit Eintragen o;; € R
betrachten. Dies fithrt zu den Mengen M(m, n; R), und im Fall m = n zu M(n; R).
Auf diesen Mengen kann man dann wie zuvor auch Addition und Multiplikation
definieren. Beides ist assoziativ, und (M(m,n; R),+) ist eine abelsche Gruppe.
Ebenso wird Invertierbarkeit von Matrizen definiert.
(2) Fir A = (ay;) € M(n; R) definiert man die Determinante durch die Leibniz-
Formel

det(A) = Z sgn(a) T Ao(1) T Q20(2) "+ Ono(n)-
oESy
Dies definiert eine Determinatenfunktion det: M(n; R) — R, es gilt also (D1),
(D2) und (D3). Es gelten auch die weiteren Eigenschaften, wie fiir eine Deter-
minantenfunktion iiber einem Korper, sofern bei dem Beweis die Division keine
Rolle gespielt hat. Insbesondere kann man aus (D1), (D2) und (D3) auch die
Leibniz-Formel herleiten, man vergleiche den Beweis von Satz 15.10 (der aller-
dings von der Kommutativitdt Gebrauch macht.) Die Berechnung von det(A)
fithrt man wie iiber Kérpern mit Hilfe dieser Rechenregeln durch.

UBUNG 18.17. Man iiberzeuge sich, welche der Regeln (D4)-(D9) aus Satz 14.5 und
weiteren Sétze fiir Determinanten iiber Koérpern auch iiber kommutativen Ringen gelten.

Der folgende Satz gilt allgemein iiber kommutativen Ringen. Aus beweistechnischen
Griinden formulieren wir ihn nur fiir Integrititsbereiche. Fiir unsere Anwendungen wird
dies ausreichen.

SaTz 18.18. Sei R ein Integrititsbereich, seien A, B € M(n; R). Dann gilt:
(1) det(A- B) =det(A) - det(B). (Determinanten-Multiplikationssatz.)
(2) adj(A)- A = A - adj(A) = det(A) - E,.

(3) A ist invertierbar in M(n; R) genau dann, wenn det(A) € E(R).

BEWEIS. (2) folgt wie {iber einem Korper, und (3) folgt leicht aus (1) und (2). Wir
zeigen nun (1). Wir zeigen, dass R Teilring eines Korpers K ist. Dann folgt (1) aus dem
Determinanten-Multiplikationssatz (D11) iiber Koérpern. Wir skizzieren die Konstruktion
des Korpers K. Dies ist analog der Konstruktion von Q aus Z. Man beachte, dass fiir
a, b, ¢, d € Z mit b, d # 0 gilt:

c

a
E—E & ad = be.
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Dies fiithrt zu der folgenden Definition:
Sei X die Menge aller Paare (a,b) mit a, b € R, b # 0. Wir erkliren eine Aquivalenzrelation
~ auf X durch
(a,b) ~ (¢,d) < ad=bec.
Sei K = X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben [%} fiir die Klasse von
(a,b).
Auf K wird nun eine Addition und eine Multiplikation wie folgt erklért:

3+ 16 5]

a C1 def [ac
5116 (5
Man priift nach, dass dies wohldefinierte Verkniipfungen liefert.

Man sieht, dass diese “Bruchrechenregeln” K zu einem kommutativen Ring machen
mit Nullelement [%] und Einselement H] Es gilt [%] = 0, genau dann, wenn a = 0 ist.
Daher ist jedes [%] # 0 invertierbar mit Inversem [g]

Es ist offenbar ¢ : R — K, a — [9] ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir kénnen

1
daher R mit seinem Bild «(R) C K identifizieren. O

und

19. Polynomringe
Im folgenden sei K immer ein Korper.

DEFINITION 19.1. Ein Polynom iiber K (oder: mit Koeffizienten in K) ist eine Ab-
bildung f: Ny — K mit endlichem Tréger, d. h. f ist eine Folge (an)n>0 mit a, € K, und
es gilt a, = 0 bis auf endlich viele n > 0. Wir schreiben 0 = (0,0,0,...) (Nullpolynom)
und 1 =(1,0,0,...).

SATz 19.2. Die Menge aller Polynome tiber K wird zu einem kommutativen Ring mit
Nullelement 0 und Finselement 1 durch folgende Addition und Multiplikation

(fn) + (gn) = (fn + gn)

() - (gn) = @ 2 g)

BewEIs. Einfaches Nachrechnen. Wir verzichten auf die Ausfithrung. (Vgl. Ubungen.)
O

und

>0

BEMERKUNG 19.3. Sei R der Ring der Polynome iiber K.

(1) Es ist a — (a,0,0,...) ein injektiver Ringhomomorphismus K — R. Wir iden-
tifizieren K damit als Teilring (-korper) von R vermoge dieses Homomorphismus. Die
Elemente aus K heiflen auch konstante Polynome.

(2) Setze T := (0,1,0,0,...) € R. Dann gilt

T’ =1€¢R, T*=(0,0,1,0,0,...), T° = (0,0,0,1,0,...), ...
SATz 19.4. Jedes vom Nullpolynom wverschiedene Polynom f tber K hat eine Dar-

stellung f = ag + a1 T + aT? 4+ -+ 4+ a,T™ mit n > 0 und eindeutigen Koeffizienten
ag, ai,--.,a, € K, wobei a, # 0.

BEWEIS. Nach Teil (2) der vorherigen Bemerkung ist dies klar. O

BEZEICHNUNG 19.5. (1) Wir bezeichnen den oben definierten Polynomring mit K [T7;
es ist der Polynomring in einer Unbestimmten (oder Variablen T mit Koeffizienten in K.

(2) Ist f € K[T] nicht das Nullpolynom, so bezeichnet der Index n aus dem vorherigen
Satz den Grad von f, also n = grad f. Es heifit a,, der Leitkoeffizient von f.
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Multipliziert man zwei Polynome in der Unbestimmten 7' nach den “iiblichen” Re-
chenregeln aus und sortiert das Ergebnis nach den Potenzen von T, so sieht man, dass
die Koeffizienten dabei gerade nach obiger Multiplikationsregel ausgrechnet werden. Die
zunéchst etwas kiinstlich anmutende Definition der Multiplikation ist also gerade das ge-
wohnte Ausmultiplizieren. [Konkretes Beispiel behandelt.

SATZ 19.6. Seien f, g € K[T] vom Nullpolynom verschieden. Dann gilt

(1) grad(f -g) = grad(f) + grad(g). (Insbesondere fg #0.)
(2) K|[T] ist ein Integrititsbereich.
BEwEIs. (1) Seien f =ag+a1T+ -+ a,T" und g = bo + 01T + -+ + b, T™ mit
Gy by # 0, also mit n = grad f und m = grad g. Aus der Definition der Multiplikation
erhilt man sofort

fg = aObO +o 4+ anmener;
und in K gilt a,b,, # 0. Es folgt fg # 0 und grad(fg) = n 4+ m = grad(f) + grad(g).
(2) Dies folgt unmittelbar aus (1). O

Satz 19.7 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Kdrper. Seien f, g € K[T] mit
g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte q, r € K[T| mit

f=ag9+r,
wobei entweder r =0 gilt oder r # 0 und grad(r) < grad(g).
BEWEIS. Existenz: Schreibe f = ag4+a1T+---+a,T" und g = bg+b1T+---+b,, T™
mit b, # 0, also grad g = m.
Ist f =0, sosetze g =0und r = f (=0).
Sei nun f # 0, also ohne Einschrinkung a,, # 0, grad f = n. Wir beweisen die Aussage
nun per Induktion nach n.
Sei n = 0.
(1) Ist gradg > grad f = 0, so setze ¢ =0 und r = f.
(2) Ist gradg = grad f = 0, so setze ¢ = a,b,,,! und r = 0.
Sei nun n > 0.
(1) Ist grad g > grad f, so setze ¢ = 0 und r = f.
(2) Sei nun grad g < grad f. Dann ist
= anby, T g+ |

mit f: 0 oder grad f < n. Die Induktionsvoraussetzung auf fangewandt ergibt

f=aq-g+r
mit r = 0 oder gradr < grad g. Dies ergibt

f= (anbmlTnm + 5) cg+r

Setze ¢ = anb,,'T"™™ +q.
Eindeutigkeit: Es gelte f = q1g + 71 = g2g + 72, mit 71 = 0 oder gradr; < gradg und
ro = 0 oder gradre < grad g. Es folgt
(@1 —¢q2)-g=12—11.

Aus Gradgriinden folgt dann ¢; — g2 = 0, und dann auch ro —r; = 0, also ¢; = ¢2 und
r =To. O

Offenbar ist K[T] nicht nur ein Ring, sondern sogar eine K-Algebra.

SaTz 19.8 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Der Polynomring K[T| hat

folgende universelle Figenschaft: Sei S eine K-Algebra und s € S. Dann gibt es genau
einen Homomorphismus von K-Algebren ¢: K[T| — S mit o(T) = s.
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Man schreibt: f(s) = o(f)-
BEWEIS. Definiere (37, a;T") = >0 | a;s'. O

19.9 (Einsetzen). Seien die Voraussetzungen wie im vorigen Satz. Man sagt, dass
man in die Unbestimmte T das Element s € S einsetzt. Der K Algebrenhomomorphismus
w: f = f(s), K[T] — S heifit Einsetzungshomomorphismus. Ein s € S heifit Nullstelle
von f (in S), falls f(s) = 0 gilt.

BEISPIEL 19.10. Sei f = T? — 2T — 3 € R[T]. Sei

A= (; f) € M(2R).

Man kann A in f einsetzen und erhilt

- (-G )3 908 -0

Es ist also A eine Nullstelle von f in M(2;R).

SaTz 19.11. Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom vom Gradn. Sei « € K eine Nullstelle
von f in K. Dann gilt
f =q- (T - Oé),
mit ¢ € K[T] vom Grad n — 1. Insbesondere hat f in K hichstens n Nullstellen.

BEeEwEIs. Division mit Rest ergibt
f=a-T—a)+r

mit r = 0 oder grad(r) < grad(T' — «) = 1. Also ist r ein konstantes Polynom. Setzt man
in diese Polynomgleichung das Element « ein, so ergibt sich

0= fla) =q(a) - (@ = @) +r(a) =r(a).
Es folgt 7 = 0. Da nun grad(q) = n — 1 gilt, folgt der Zusatz induktiv. O

FOLGERUNG 19.12. Sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist K[T) isomorph zum
Ring Pol(K, K) aller Polynomfunktionen f: K — K, t v ag+ a1t + ast? + - - -+ apt™ mit
Koeffizienten in K.

BEWEIS. Jedes f € KIT] liefert eine eindeutige Polynomfunktion ¢ +— f(¢). Diese
Zuordnung ist offenbar surjektiv und ein Homorphismus von Ringen. Weil K unendlich
ist, ist diese Zuordnung auch injektiv nach dem vorigen Satz. (]

BEISPIEL 19.13. Sei Fy der Korper mit zwei Elementen 0 und 1, vgl. Beispiel 3.3 (3).
Sei f=T+1,g=T?+1. Dann gilt f(0) = 1 = g(0) und f(1) = 0 = g(1). Es gilt
also f(t) = g(t) fiir alle t € Fa, d. h. f und g sind verschiedene Polynome, liefern aber
dieselben Polynomfunktionen Fy — Fo, t — f(t) = g(t).

Auch aus diesem Grund ist es wichtig, zwischen Polynomen und Polynomfunktionen
zu unterscheiden.

BEMERKUNG 19.14. Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom vom Grad n. Sei o € K. Ist o
eine Nullstelle von f, so gibt es, wie oben gezeigt, ein ¢ € K[T] mit f =¢- (T — «). Ist «
auch Nullstelle von ¢, so kann man dies wiederholen. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes
m € Nmit 0 <m < nund g € K[T] mit

f=g-(T—a)™ und g(a) # 0.

Es heifit m die Vielfachheit der Nullstelle c. Wir schreiben m = v, (f). (Natiirlich ist «
nur fiir m > 1 tatséchlich eine Nullstelle.)



19. POLYNOMRINGE 85

BEMERKUNG 19.15. Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom. Die vorige Bemerkung zeigt:
Sind aq, ..., q, die verschiedenen Nullstellen von f in K, so kann man schreiben

f=a-(T—a))™ ...-(T—a,)™ - g

mit a € K \ {0}, wobei g € K[T] normiert ist und keine Nullstellen in K hat und mit
mi = Va, (f). Offenbar sind r, ay, . . ., - (bis auf Reihenfolge), a und g eindeutig bestimmt.
(Vgl. Ubungen.)

Anhang: Zerlegung in Primfaktoren.

DEFINITION 19.16. Sei f € K[T] mit f # 0.
(1) f heiit irreduzibel, wenn grad(f) > 1 gilt, und wenn aus f = gh (mit g, h €
K|[T)) folgt, dass grad(f) = 0 oder grad(g) = 0 gilt.
(2) f heit normiert, wenn 1 der Leitkoeflizient von f ist.

LEMMA 19.17. Sei f € KI[T], f # 0. Dann gibt es irreduzible, normierte Polynome
Ply--,pr € K[T| und eina € K\ {0} mit f =a-p1-... pr.

BeEweEIs. Gilt grad(f) = 0, so sei a = f und r = 0 (leeres Produkt = 1). Sei nun
grad(f) > 1. Ist a der Leitkoeffizient von f, so kann man f = af schreiben, wobei f €
K|[T) normiert ist. Ist fselbst schon irreduzibel, so ist man fertig. Andernfalls kann man
schreiben f = gh, wobei g, h € K [T] gilt, ohne Einschrinkung normiert, mit grad(g) > 1
und grad(h) > 1. Sind jetzt g und h irreduzibel, so ist man fertig. Andernfalls zerlegt
man g und/oder h weiter in Polynome kleineren Grades. Da die Grade immer kleiner
werden, muss dieses Verfahren nach endlichen Schritten abbrechen, und dann sind alle
auftretenden Faktoren irreduzibel. a

Wir kiimmern uns nun um die Eindeutigkeit solcher Zerlegungen in irreduzible Poly-
nome.

DEFINITION 19.18. Seien f, g € K[T]. Wir schreiben f | g (und sagen: f teilt g),
wenn es ein h € K[T] gibt mit hf = g. Es heifit dann f ein Teiler von g, und umgekehrt
g ein Vielfaches von f.

BEMERKUNG 19.19. Seien f, g € K|[T] nicht beide das Nullpolynom. Dann gibt es
ein d € K[T], das man ohne Einschréinkung als normiert annehmen kann, mit

I {rf+sg|r seK[T)} = {hd| h e K[T]}.

Denn es gibt ein d € I, d # 0 (normiert) von minimalem Grad. Dann ist die Teilmengen-
beziehung “2” klar. Sei umgekehrt k € I beliebig. Division mit Rest ergibt k& = qd + r
mit r = 0 oder grad(r) < grad(d). Da aber r = k — qd € I gilt, kann nur (nach Wahl von
d) r = 0 gelten. Es gilt also k = ¢d. —
Daraus folgt nun:
(1) d| f und d | g. Es ist d also ein gemeinsamer Teiler von f und g.
(2) Jeder andere gemeinsame Teiler von f und g teilt schon d. Es ist also d ein

grofiter gemeinsamer Teiler von f und g.
(3) Es gibt a, b € K[T] mit d = af + bg.

(Beachte: (2) folgt aus (3).)
LEMMA 19.20 (“Euklids Lemma”). Sei f € K[T], f # 0 mit grad(f) > 1. Aquivalent
sind:

(1) f st irreduzibel.
(2) Fir alle g, h € K[T) gilt: f| gh = f|g oder f | h.
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BEWEIS. “(2)=(1)" Es gelte (2). Sei f = gh. Dann gilt insbesondere f | gh, und
daher wegen (2) f | g oder f | h. Es folgt grad(g) > grad(f), und dann grad(h) = 0, oder
grad(h) > grad(f), und dann grad(g) = 0. Also ist f irreduzibel.

“(1)=(2)” Seien g, h € K[T] mit f | gh. Zu f und g sei d € K[T] wie in der vorigen
Bemerkung. Es gilt also d | f und d | g. Sei etwa ed = f. Da f irreduzibel ist, folgt e € K
oder d € K. Tm ersten Fall folgt f = ed | g. Im zweiten Fall folgt aber, da d normiert ist,
d =1 ist, also gibt es a, b € K[T] mit 1 = af + bg. Es folgt h = h-1=ahf + bgh. Da f

nach Annahme gh teilt, folgt daraus f | h. O

Satz 19.21. Sei f € K[T], f # 0. Dann gibt es (bis auf Reihenfolge) eindeutig be-
stimmte irreduzible, normierte Polynome p1,...,p, € K[T] und ein eindeutig bestimmites
ac K\{0} mit f=a-p1-... pp.

BEWEIS. Wir zeigen: Gilt f =a-p1-...-pr=a -pj-...-pl.,sogilta=4d,r=1
und bis auf Umnummerierung p; = pj;. Offenbar stimmt sowohl a wie auch o' mit dem
Leitkoeffizienten von f iiberein. Es folgt a = d/, also auch p; - ... p, = p} -...-pl,. Es
wird nun Induktion nach r gemacht. Ist » = 0 oder r = 1, so folgt auch ' = 0 bzw.
r’ =1, da pp irreduzibel ist. Sei nun r > 2. Es ist p, ein Teiler von pj - ... - pl.,, daher

teilt p, nach Lemma 19.20 eines der Elemente p;. Nach evtl. Umnummerierung kénnen
wir p, | pl, annehmen. Da aber p/, irreduzibel ist, folgt p, = p/.,. Also kann man (in dem

Integrititsbereich K[T]) kiirzen, und erhélt py - ... pr—1 = p} - ... pl,_;. Per Induktion
kann man r — 1 = 7' — 1, also r = ¢’ folgern, und (nach evtl. Umnummerierung) p; = p
(i=1,....,r—1). O

BEMERKUNG 19.22. Irreduzible Polynome heifien auch Primpolynome. Die Zerlegung
im vorigen Satz wir auch (eindeutige) Primfaktorzerlegung genannt. Man vgl. die Analogie
zu den ganzen Zahlen Z.

BEMERKUNG 19.23. (1) Jedes Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel.

(2) Sei K = C der Korper der komplexen Zahlen. Da man stets Nullstellen als Line-
arfaktor abspalten kann, folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra (vgl. Satz 4.7), dass
hier nur die Polynome vom Grad 1 irreduzibel sind. Man sagt auch, dass (iiber C) jedes
Polynom in Linearfaktoren zerfllt.

(3) Ein Kérper, iiber dem jedes Polynom in Linearfaktoren zerfiillt, heifit algebraisch
abgeschlossen. Der Fundamentalsatz der Algebra kann deshalb auch so formuliert werden:
Der Kérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

(4) Der Korper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen. Denn etwa
das Polynom f = T2 + 1 zerfillt in R[T] nicht in Linearfaktoren. (Beweis als Ubung.)
Daher ist dieses Polynom auch irreduzibel in R[T]. In C[T] zerféllt dieses Polynom jedoch
in Linearfaktoren. Irreduzibilitit hangt daher vom Grundkoérper ab, den man betrachtet!

(5) Man zeigt leicht (vgl. Ubungen), dass die normierten irreduziblen Polynome iiber
R gerade die folgenden sind:

T—-—a (aeR)
(T—2)-(T-%2)=T?—-(2+%)T+2zZ (2€C\R).

(6) Man zeigt in der Algebra, dass man jeden Kérper in einen algebraisch abgeschlos-
senen Korper einbetten kann.



KAPITEL 6

Eigenwerttheorie

20. Eigenwerte und Eigenvektoren
Im folgenden sei K stets ein Kérper und V' stets K-Vektorraum.

DEFINITION 20.1. Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus.
(1) Ein Element A € K heifit ein Eigenwert von f (in K), falls es ein x € V gibt
mit « # 0 und f(z) = A\x.
(2) Ist A € K ein Eigenwert von f, so heifit ein z € V mit = # 0 und mit f(z) = Az
ein Eigenvektor von f.
(3) Die Menge E(f, \) et {z € V| f(z) = Az} C V heifit der Eigenraum zu f (zum
Eigenwert \).
BEMERKUNG 20.2. Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus und A € K.
(1) Esgilt E(f,\) = Kern(Aly — f). Insbesondere ist E(f, A) ein Unterraum von V.
(2) Esgilt E(f,\) # {0y} < X ist Eigenwert von f.
Bewers. Klar. O

BEISPIEL 20.3. Sei V # {0}.
(1) Der einzige Eigenwert von 1y ist 1x, und es gilt E(ly,1x) =V.
(2) Der einzige Eigenwert von der Nullabbildung 0: V' — V ist O, und es gilt

E(0,0x)=V.
Satz 20.4. Sei f € Endg(V), seien 1, ..., x,, Figenvektoren zu paarweise verschie-
denen Figenwerten Ai,..., A\, € K. Dann sind x1,...,T,, linear unabhingig. Insbeson-

dere gibt es hichstens dim(V') verschiedene Figenwerte.

BEWEIS. Induktion nach m. Fiir m = 1 ist dies wegen z1 # 0 klar. Sei nun m > 2.

Seien ayq, ..., q, € K mit

a1x1+ ...+ amx, =0.

Wende einmal f an, das andere mal mutlipliziere mit Aq:

a1 + s XoTo + ... F A, = 0

C¥1>\1£L'1 +Ol2>\11'2 ++0[m)\1$m = 0.

Subtrahiert man die Gleichungen, so erhélt man

042(/\2 — )\1)1‘2 + ...+ Oém(/\m — Al)xm =0.

Nach Induktionsvoraussetzung sind xo, ..., z,, linear unabhéngig, und es folgt
as(Aa— A1) = = am(Am — A1) =0.
Da die Eigenwerte verschieden sind, folgt
Qg =- =0y, =0.
Es folgt dann auch ayz; = 0, also oy = 0 wegen z1 # 0. O

DEFINITION 20.5. Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiit diagonalisierbar, wenn

es eine Basis von V' gibt, die nur aus Eigenvektoren von f besteht.

87



88 6. EGENWERTTHEORIE

SATZ 20.6. Es gelte dim(V) = n. Sei f € Endg (V). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist diagonalisierbar.
(2) Es gibt eine Basis B von V', so dass

A 0
A2
Mp(f) =

eine Diagonalmatriz ist.
(3) V= Z,\eK E(f; /\)-
(4) V= @AeKE(faA)'
(0) Xex dimg (E(f, X)) = n.
Gilt dies, so sind \y,..., N\, aus (2) die einzigen (nicht notwendig verschiedenen) Eigen-
werte von f in K.

(Man beachte, dass in den Summen nur endlich viele Summanden # {0} bzw. # 0
sind.)

BEWEIS. “(1)=(2)” Bei B = (1, ..., xy) eine Basis, die aus Eigenvektoren x; besteht,
d. . es gibt zugehorige Eigenwerte \;, also f(x;) = \z; fir ¢ = 1,...,n. Es folgt, dass
Mp(f) = diag(A, ..., \n) ist.

“(2)=(1)” Sei B = (1,...,x,) eine Basis, so dass Mp(f) = diag(A1,...,A,) gilt.
Dann folgt aber f(z;) = A\jz;, d. h. x; ist Eigenvektor (i = 1,...,n).

“(1)<(4)” ist klar (die Basisvektoren, die zum selben Eigenwert A gehoren, bilden
eine Basis von E(f,\)). Die Implikationen “(4)=-(3)”, “(4)=(5)” und “(5)=(3)” sind
ebenfalls klar.

“(3)=(4)” folgt aus dem vorigen Satz. O

FOLGERUNG 20.7. Es gelte dim(V) = n, sei f € Endg (V). Wenn f n verschiedene
Eigenwerte Ay, ..., \p € K, so ist f diagonalisierbar.

BEwEIS. Es gilt
=1

und nach (5) aus vorigem Satz ist f diagonalisierbar. O

Da sich bei endlichdimensionalen Vektorrdumen mit gewéhlter Basis Endomorphis-
men und quadratische Matrizen entsprechen, ist es nicht iiberraschend, dass die zuvor
besprochenen Begriffe analog fiir quadratische Matrizen existieren.

DEFINITION 20.8. Sei A € M, (K).

(1) Ein Element A € K heifit ein Figenwert von A (in K), falls es ein z € K™ gibt
mit x # 0 und Az = \x.

(2) Ist A € K ein Eigenwert von A, so heifit ein € K™ mit 2 # 0 und mit Az = Az
ein Figenvektor von A.

(3) Die Menge E(A,\) = {x € V| Ax = Ax} C V heifit der Eigenraum zu A (zum
Eigenwert A).

BEMERKUNG 20.9. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei B = (by,...,by)
eine Basis von V und ¢p: K™ — V der dazu definierte Isomorphismus. Sei f ein Endo-
morphismus und A € M(n; K) die zugehorige Darstellungsmatrix. Sei A € K. Dann gilt

A ist Eigenwert von f < A ist Eigenwert von A;

die zugehorigen Eigenvektoren bzw. Eigenrdume korrespondieren unter ¢p.
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BeEwels. Klar. O

BEMERKUNG 20.10. Sei A € M(n;K). Sei fa: K™ — K™ die zugehorige lineare
Abbbildung. Genau dann ist f4 diagonalisierbar, wenn es ein P € GL(n; K) gibt, so dass
P~1AP eine Diagonalmatrix ist.

BEWEIS. Sei B = (ey,...,e,) die Standardbasis von K™, sei C irgendeine andere Basis
von K™. Dann besagt die Transformationsformel 12.13, dass

Mec(fa) =T§ - Mp(fa) - (T§) "' = P *AP,

mit P % (T5)~!. Nun besteht C genau dann aus Eigenvektoren von fa, wenn Mc(fa)

eine Diagonalmatrix ist. |

DEFINITION 20.11. Zwei Matrizen A, B € M(n; K) heiflen dhnlich, und man schreibt
A~ B, wenn es ein P € GL(n; K) gibt mit B = P~'AP. Dies definiert offenbar eine
Aquivalenzrelation auf M(n; K).

DEFINITION 20.12. A € M(n; K) heifit diagonalisierbar, wenn A #hnlich zu einer
Diagonalmatrix D € M(n; K) ist.

BEMERKUNG 20.13. (1) Im folgenden hat fast jede Aussage tiber Endomorphis-
men (eines endlichdimensionalen Raums) eine entsprechende Aussage fiir Matri-
zen, und umgekehrt. Wir werden nicht jedesmal beide Fassungen formulieren.

(2) Eines der Ziele der Linearen Algebra ist es, einen vorgegebenen Endomorphismus
f bzgl. einer geeignten Basis durch eine Matrix mit “moglichst einfacher Gestalt”
darzustellen. Eine solche Gestalt, die man f auf eindeutige Weise zuordnet, nennt
man auch eine Normalform von f. Fiir Matrizen A € M(n; K) bedeutet das, dass
man innerhalb der Aquivalenzklasse von A (bzgl. =) einen moglichst einfachen
Reprisentanten finden mochte.

Ein Analogon ist uns schon in Satz 7.23 bzgl. der Aquivalenzrelation ~ in
M(m,n; K) begegnet. Solche einfache Normalformen sind fiir Endomorphismen
aber nur ganz selten moglich. Das liegt grob gesprochen, dass man hier nur
eine Basis abidndern darf, wihrend man in 7.23 im Definitionsbereich und im
Bildbereich Basen separat abidndern durfte.

(3) Diagonalisierbare Endomorphismen z. B. haben eines besonders einfache Nor-
malform, nidmlich eine Diagonalmatrix. Aber die wenigsten Endomorphismen
sind diagonalisierbar. Daher ist erstens ein Kriterium wichig, mit dem man leicht
entscheiden kann, ob ein Endomorphismus diagonalisierbar ist oder nicht, und
zweitens, sollen auch Normalformen von nicht-diagonalisierbaren Endomorphis-
men entwickelt werden.

21. Minimalpolynom und charakteristisches Polynom

Es sei K stets ein Korper und V ein K-Vektorraum. Wir nehmen stets n = dimg (V) <
00 an.

DEFINITION 21.1. Es sei f € Endg (V). Sei B eine Basis von V, und sei A = (a5) =
Mp(f) € M(n; K). Betrachte die quadratische Matrix

T— 11 —Q12 . —U1p
—Q11 T— a12 ... — 1
T E,— A= ) ) € M(n; K[T1).
—aq1 —a2 ... T —ay,

Dann heif3t

x; Y det(T - E, — A) € K[T)
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das charakteristische Polynom von f. Analog: fiir eine beliebige Matrix A € M(n; K) heifit
x4 = det(T - E,, — A) das charakteristische Polynom von A.

LEMMA 21.2. Das charakteristische Polynom x s eines Endomorphismus f € Endg (V)
st unabhdngig von der Wahl der Basis B.

BEWEIS. Sei auch B’ eine Basis von V und A’ = Mp € M(n; K). Dann gibt es
ein p € GL(n; K) mit A’ = P~1AP. Es ist P insbesondere eine invertierbare Matrix in
M(n; K[T1]). Es folgt aus dem Determinanten-Multiplikationssatz 18.18

det(T-E, —A") = det(T-E, — P 'AP)=det(P (T - E, — A)P)
= det(P~ 1) det(T - E,, — A) det(P)
= det(T- E, — A).

O

BEMERKUNG 21.3. Matrizentheoretisch bedeutet die vorige Aussage: Ahnliche qua-
dratische Matrizen haben dasselbe charaketristische Polynom: sind A, B € M(n; K), so
gilt

A~B = XA = XB-
BEISPIEL 21.4. (1) Sein=1.Sei A= (). Dann gilt x4 =|T —a| =T — .
(2) Sein=2und A = (Z 2) Dann gilt
| T=a =)
XA=1 ¢ T-4d
(3) Sei

’ = (T —a)(T — d) — (=b)(—c) =T* — (a + d)T + (ad — bc).

2 -2 -4 -2
-8 5 1 -8
A= 0 3 -1 0 € M(4;C).

-2 -1 5 2

Dann gilt
T-2 2 4 2
|8 T-5 -1 8
XM= 10 -3 T+1 0
2 1 -5 T-2
T 0 0 0 -2 2 4 2
|18 T—=5 -1 8 n 8 T-5 -1 8
0 =3 T+1 0 0 -3 T+1 0
2 1 -5 T-2 2 1 -5 T-2
-2 2 4 2
T-5 -1 8
_ 7. 23 741 0 |+ 0 T+3 15 16
1 5 T_9 0 -3 T+1 0
0 3 -1 T
T* —8T% — 1672 + 128T.
BEMERKUNG 21.5. (1) Man beachte, dass zur Definition von x; vom Polynom-

begriff iiber einem Integritatsbereich Gebrauch gemacht wurde.

(2) Die zu xy gehorige Polynomfunktion K — K ist durch A — x; = det(X -
1y — f) gegeben. Dies folgt aus der Leibniz-Formel und der Tatsache, dass der
Einsetzungshomomorphismus ein Ringhomomorphismus ist.
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SATz 21.6. Das charakteristische Polynom x a einer Matriz A € M(n; K) ist normiert
und vom Grad n. Genauver gilt: Ist xa = a,T" + an_1T" 1+ ...+ a1T + a9 € K[T], so
gilt ap, =1, ap—1 = —sp(A4) und ag = (—1)" det(A).

BEWEIS. Es gilt ap = x4(0) = det(—A) = (—1)"det(A4). Sei A = (¢;). Die Leibniz-
Formel ergibt

n

xa=[[T-c)+ > sen) [[GionT - aion):
=1

=1 oE€S,y,, o#e

Der zweite Term hat einen Grad < n — 2, denn fiir o # ¢ gibt es mindestens zwei verschie-
dene ¢ und j mit o (i) # i und o(j) # j. Die Koeffizienten a,, und a,,—1 sind also dieselben,
wie die im ersten Summanden, und damit folgt sofort a,, = 1 und a,,—1 = — Z;L:l o O

LEMMA 21.7. Jedes normierte Polynom f € K[T)| ist das charakteristische Polynom
einer quadratischen Matrixz. Genau: Ist

f=T"+a, T '+ ...+ a1 T + ay € K[T),

50 st
0o 0 ... N 0 —ap
10 ... ... 0 —a
0o 1 . : :

A= ) . € M(n; K)

0 .o
Do 1 0 —an—2
0 0 ... 0 1 —Qp—1

mit

f=xa.
BewEIS. Entwicklung nach der letzten Spalte. (Vgl. Ubung.) O

DEFINITION 21.8. Die zum normierten Polynom f € K[T] wie im vorigen Lemma
definerte quadratische Matrix A heifit die Begleitmatriz zu f.
Sarz 21.9. Sei f € Endg (V). Sei A € K. Aquiavient sind:
(1) X ist ein Figenwert von f.
(2) X ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms xs.

BEWEIS. Sei A die Darstellungsmatrix von f beziiglich einer Basis von V. Es gilt
Kern(A - 1y — f) # {0}

A -1y — f ist nicht bijektiv

det(A-1y — f) =0

det(A\-E, —A)=0

xf(A) =0.

A Eigenwert von f

to o

]

DEeFINITION 21.10. Sei f ein Endomorphismus von V. Ein Unterraum U C V heifit
f-invariant, falls f(U) C U gilt.

BEMERKUNG 21.11. Sei f ein Endomorphismus von V.

(1) Sei A € K ein Eigenwert von f. Dann ist der Eigenraum E(f, \) ein f-invarianter
Unterraum von V.

(2) Sei V endlichdimensional. Die Einschréinkung f |g(s,x) hat bzgl. einer beliebigen
Basis (b1, ..., b;) die Darstellungsmatrix A - E.
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BEWEIS. (1) Sei U = E(f,A). Fiir alle uw € U gilt f(f(u)) = f(Au) = Af(u), also gilt
fluw) e E(f,\)=U.

(2) Dies ist klar, da fiir jedes w € U gilt f(u) = Au. O

21.12. Sei n = dim(V), sei f ein Endomorphismus von V. Sei x € V| x # 0 beliebig.

Man betrachte f(z), (f(z)) = f?(x), f3(x),... Wegen dim(V) = n miissen die n + 1
Elemente

x, f(z), f2(2),.... [*()
linear abhéingig sein. Es gibt also eine natiirliche Zahl » mit 1 <r < n, so dass
x, f(@), f2(@),.... [T (2)
linear unabhéngig, aber
x, f(z), f2(x),.... f"(z)
linear abhingig sind. Es gibt dann ¢y, ..., c,—1 in K mit
(21.1) (@) =cox+crf(x)+...+cr1fm Hx).
Der Unterraum
U Spam(av7 f(x),..., fr_l(a:))
hat die Basis by = x, by = f(z),...,b. = f7~}(x). Wendet man f auf die Basiselemente
an, so erhélt man
flb)=biy1 i=1,...,7r—1
und
f(b.) =cobr +c1ba+ ... + ¢r—1b,.
Es ist also U ein f-invarianter Unterraum, und die Einschrinkung f |y : U — U hat bzgl.

der Basis (by,...,b,) die Darstellungsmatrix
00 ... ... 0 e
10 ... ... 0 ¢
0 1 Do
A =
0
o 1 0 cr—o
0O 0 ... 0 1 Cr_1

Aus Lemma 21.7 folgt

Xflo = T —cp T7 7V — . — 1T — co.
Aus (21.1) folgt dann
(21.2) (Xs1u () (@) = 0.

LEMMA 21.13. Sei
_ A1 *
A= (i)

Dann gilt
XA = XA; " XAs-
BEWEIS. Wir zeigen, dass generell die Formel
Al *

fir Matrizen A, B = (B;;) iiber einem kommutativen Ring R gilt. Daraus folgt offenbar
die Behauptung. Es gelte A € M(p; R) und B € M(q; R) (mit p + ¢ = n). Wir machen
Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage klar. Auch fiir ¢ = 1 folgt die Behauptung
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sofort durch Entwicklung nach der letzten Zeile. Sei nun ¢ > 2. Entwicklung nach der
letzten Zeile ergibt

Al x . n Al x
‘0 B‘ - Z<1)J+5M"o B
j=p+1 nJ
v - itn
= > (S BBl - 1A
Jj=p+1
= |B[-|A]

O

SATz 21.14 (Cayley-Hamilton). Sei f ein Endomorphismus des endlichdimensionalen
K-Vektorraum V. Dann gilt

xs(f) =0.
BEWEIS. Zu zeigen ist, dass fiir jedes € V die Gleichung x(f)(z) = 0 gilt. Man
kann x # 0 annehmen. Sei U dazu der wie eben definierte f-invariante Unterraum mit

der wie eben definierten Basis by, . .., b,. Wir ergédnzen dies mit b,41,..., b, zu einer Basis
von V. Bzgl. dieser Basis hat die Darstellungsmatrix die Form

(515):

wobei A auch wie oben definiert ist. Es folgt xy = xa - XB = Xy|, - XB- Setzt man f ein
und wendet dies auf z an, so erhélt man aus (21.2)

xs(f)(x) = 0.
O
SATZ UND DEFINITION 21.15. Sei f ein Endomorphismus des endlichdimensionalen

K -Vektorraums V. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom py € K[T]
kleinsten Grades mit py(f) = 0. Dies heifst das Minimalpolynom von f. Ferner gilt:

(1) Ist P € K[T|] ein (normiertes) Polynom mit P(f) =0, so gilt s | P.
(2) Insbesondere gilt py | X ;-

BEWEIS. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gibt es ein normiertes Polynom p ¢ mit
pr(f) =0, und dann gibt es auch ein solches (# 0) kleinsten Grades. Die Eindeutigkeit
wird aus (1) folgen, und (2) folgt trivialerweise aus (1). Ist nun P € K[T] mit P(f) =0,
so ergibt Polynomdivision mit Rest

P=q-pp+r
mit r = 0 oder grad(r) < grad(uy). Da aber
0=P(f) =q(f) - pe(f) +r(f) =r(f)

gilt, kann, aufgrund der Minimalitdt des Grades von p¢, nur r = 0 gelten. |

SATZ 21.16. Sei f ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraums V.
Dann gilt fir das Minimalpolynom py und das charakteristische Polynom x ¢ in K[T):
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BEWEIS. (1) wurde schon gezeigt, und (3), (4) und (5) folgen sofort aus (1) und (2).
Also bleibt (2) zu zeigen. Wir kénnen K in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper L
einbetten (vgl. Bemerkung 19.23). Uber L zerfillt das x; in Linearfaktoren:

Xr=(T—=X)™ ... (T—=Xs)™,
wobei A1,..., s in L liegen. Nach (1) gilt
g = (T = Ap)Ft o ooo (T = Ag)ke
mit k; < m; fiir i = 1,...,s. Wir zeigen nun k; > 1 fiir ¢ = 1,...,s. Denn ist etwa

k; = 0, und ist z; ein Eigenvektor zum Eigenwert \;, so ergibt eine einfache Rechnung
ps(f)x; # 0, aber andererseits ist ps(f) = 0, Widerspruch.

Setze nun
q= (T —\)" k= (T = Ag)Whemme,
Damit gilt ¢ - xa = (#a)™ in L[T]. Da aber xa, (pa)™ € K[T] gilt, folgt auch leicht
q € KI[T). O
LEMMA 21.17. (1) Sei f ein Endomorphismus vonV und U C 'V ein f-invarianter

Unterraum. Dann gilt x|, | X

(2) Seim: V. — W ein surjektiver Homomorphismus. Seien f und g Endomorphis-
men von V bzw. W mit gom = mo f. Dann gilt x4 | xy. (KOMMUTATIVES
DIAGRAMM)

BEWEIS. (1) Die Beweisidee tauchte schon im Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton
auf. Ergdnzt man eine Basis von U zu einer Basis von V, so hat die diesbzgl. Darstel-

lungsmatrix von f die Form
Al x
0 )

und es folgt xy = xa - XB = Xf|v - XB-

(2) Man verfihrt wie im Beweis des Rangsatzes. Eine Basis des Kerns von 7 wird
ergidnzt zu einer Basis von V. Die Bilder dieser ergéinzten Vektoren unter = bilden eine
Basis von W, und 7 induziert einen Isomorphismus zwischen dem Unterraum U von V,
der durch die ergédnzten Vektoren erzeugt wird, und W. Der komplementire Summand
Kern(r) ist wegen 7w o f = g o 7 offenbar ein f-invarianter Unterraum. Es ist dann xy =
Xflkem~ - XB filir eine quadratische Matrix B nach (1), und fiir diese Matrix gilt wegen
mof=gomxB=Xg g

DEFINITION 21.18. Sei f ein Endomorphismus von V und A € K ein Eigenwert.

(1) Die Vielfachheit vy (x ) der Nullstelle A (vgl. 19.14) von x, heiit die algebraische
Vielfachheit von A\. Wir schreiben dafiir e(f, A).
(2) Die Dimension des Eigenraums E(f, \) heifit die geometrische Vielfachheit von
A. Wir schreiben dafiir d(f, A).
LEMMA 21.19. Sei A € K ein Eigenwert des Endomorphismus f von V. Dann gilt
L<d(f,A) <e(f,A).

BEWEIS. Setze zur Abkiirzung d = d(f,A) und e = e(f,A). d > 1 ist klar. Sei

Z1,...,xq eine Basis von U = E(f, A). Ergéinze mit 2441, ..., , zu einer Basis von V. Es
ist U ein f-invarianter Unterraum von V| und f |y hat bzgl. x1,...,z4 die Darstellungs-
matrix \- Ey. Es folgt x5, = (T — A4, und nach Lemma 21.17 ist dies ein Teiler von X5
und es folgt d < e. O

SaTz 21.20 (Diagonalisierbarkeitskriterium). Sei f € Endg (V). Aquivalent sind:
(1) f ist diagonalisierbar (iber K ).
(2) (a) Das charakteristische Polynom x ¢ € K [T zerfillt in Linearfaktoren, und
(b) fiir jeden Eigenwert X € K von f gilt d(f,\) = e(f,\).
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(3) (a) Das Minimalpolynom py € KT zerfdllt in Linearfaktoren, und
(b) es hat nur einfache Nullstellen (Vielfachheit =1).

BEWwEIS. (1)=(2): Es gilt V = E(f,\1) ® ... ® E(f,\s), wobei A1,...,As € K die
paarweise verschiedenen Eigenvektoren sind. Setzt man Basen der einzelnen Eigenrdume
zu einer Basis von V' zusammen, so ergibt sich als Darstellungsmatrix

MEn, 0
)\QETLQ
(21.3) A= _ :
0 Asen,
wobei n; = dim(E(f, A;)) gilt (i = 1,...,n). Es folgt dann
Xf= (T =X )" .- (T = X)),

und die beiden Aussagen aus (2) ergeben sich damit.

(2)=(1): Seien Ay,...,As € K die verschiedenen Eigenwerte von f. Aus (2) folgt

sofort
n=grad(xy) = e(f, M) +...+e(f, Xs) =d(f, M) +...+d(f, As),
und daher ist f nach Satz 20.6 diagonalisierbar.

(1)=(3): Wie oben konnen wir eine Darstellungsmatrix von f von der Form (21.3)
annehmen. Es folgt sofort (f — Aily)-...- (f — Asly) = 0. Also ist py ein Teiler von
(T'—=X1)-...-(T'— Xs) = 0. Andererseits kommen nach Satz 21.16 alle Nullstellen von x s
auch tatséchlich vor, also ist py das Produkt der (einfachen) Linearfaktoren.

(3)=(1): Zunichst eine einfache Vorbemerkung: Sei V' = U; & Uz mit f-invarianten
Unterrdumen U; und Us. Einzelne Basen von U; und Us setzt man zu einer Basis von V/
zusammen. Die zugehorige Darstellungsmatrix hat die Blockdiagonalform

-4t

“m:<mﬁ)mi>>

Ist p(4) = 0, so gilt auch p(A1) = 0 und p(Az) = 0, und daher gilt ji5, | pf und pgy,, |5
Insbesondere: Zerféllt yif in einfache Linearfaktoren, so auch py, und pyy,, .
Sei nun

Fiir jedes p € K[T) gilt

fp = (T =M ooo (T =)

mit paarweise verschiedenen Aq,...,As € K. Wir zeigen nun, dass f diagonalisierbar ist
per Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun n > 2. Wir zeigen

V= Kern(f - AllV) (&) Blld(f - )\11\/).

Dies ist eine direkte Zerlegung in f-invariante Unterrdume: Fiir Kern(f—X;11v) = E(f, A1)
ist dies bekannt. Sei y € Bild(f — A\11y). Es gibt ein x € V mit y = f(x) — Ajz. Es gilt
fly) = f2(z) = Mf(z) = (f = M1y)(f(x)) € Bild(f — A\11y). — Hat man diese direkte
Zerlegung, so folgt die Aussage mit der Vorbemerkung per Induktion. Es geniigt also,

diese direkte Zerlegung zu zeigen.
Da A; verschieden ist von Ao, ..., s, haben die Polynome T — Ay und

(T =)o (T =)

sicherlich keine gemeinsamen Teiler. Der grofite (normierte) gemeinsame Teiler ist daher
1. Aus 19.19 folgt daher, dass es p, ¢ € K[T] gibt mit

L=p- (T=M)+q-(T—X) ... (T =)
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Setzt man f ein, so erhhélt man

Ly =p(f) o (f = Mlv) +q(f) o (f = Aely)o...o(f = Asly).
Fiir jedes x € V folgt

z=p(f)o(f = lv)() +q(f) o (f = Aelv)o...o(f = Asly)(x).
Der erste Summand liegt in Bild(f — A\11y), der zweite in Kern(f — A11y). Letzteres folgt

aus pr(f) = 0. Damit bekommt man V' = Kern(f — A11y) + Bild(f — A11y). Dass die
Summe direkt ist, folgt aus Dimensiongriinden aus dem Rangsatz. ]

DEFINITION 21.21. (1) f € Endg (V) heifit trigonalisierbar, wenn es eine Basis
von V gibt, bzgl. welcher f durch eine obere Dreicksmatrix dargestellt wird.
(2) Entsprechend heifit A € M(n; K) trigonalisierbar, wenn es ein P € GL(n; K)
gibt, so dass P~1AP eine obere Dreiecksmatrix ist.

Man konnte in der Definition auch untere statt obere Dreiecksmatrizen verwenden.
Wir kommen darauf spdter noch zuriick.

SATZ 21.22 (Trigonalisierbarkeitskriterium). Fir f € Endg (V) sind folgende Aussa-
gen dquivalent:
(1) f ist trigonalisierbar (iber K ).
(2) Das charakteristische Polynom xy € K[T] zerfillt in Linearfaktoren.
(3) Das Minimalpolynom py € K[T] zerfillt in Linearfaktoren.

BEWEIS. Die Aussagen (2) und (3) sind nach 21.16 dquivalent.
(1)=(2): Dies folgt aus der folgenden offensichtlichen Aussage fiir Matrizen: Ist

)\1 *

A2

0 An
soist xa=(T=X) ... (T = \p).
(2)=-(1): Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Gelte nun
n > 2. Da xy in Linearfaktoren zerféllt, hat f mindestens einen Eigenwert A;. Sei 1 ein

zugehoriger Eigenvektor. Ergéinze diesen zu einer Basis x1,8, 2o, ..., 2, von V. Dann hat
die zugehorige Darstellungsmatrix die Form

)\1‘* *

mit einem B € M(n — 1; K), und es folgt
Xr=xa=(T—=X)- xz

Es folgt, dass auch yp in Linearfaktoren zerfiillt. Sei U der von zs, ..., x, erzeugte Unter-
raum. Ist u € U, so gibt es eine eindeutige Darstellung f(u) = azy + g(u) mit g(u) € U.
Dies definiert offenbar eine lineare Abbildung g: U — U. Bzgl. der Basis s, ..., x, von
U hat g die Darstellungsmatrix B. Per Induktionsvoraussetzung ist g trigonalisierbar. Es

gibt also eine Basis ), ..., x} , bzgl. der die Darstellungsmatrix von g eine obere Dreiecks-

’ n?

matrix ist. Es folgt dann, dass bzgl. der Basis x1, 24, ..., 2/, von V die Darstellungsmatrix
von f eine obere Dreiecksmatrix ist. O

FOLGERUNG 21.23. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper (z. B. K = C), so
ist jeder Endomorphismus von V' trigonalisierbar.
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Der Induktionsbeweis des vorigen Satzes liefert ein Konstruktionsverfahren fiir eine
Basis, bzgl. derer ein vorgegebener trigonalisierbarer Endomorphismus durch eine obere
Dreiecksmatrix dargestellt wird. Die wird durch folgendes Beispiel illustriert.

BEISPIEL 21.24. Sei f: R? — R? die lineare Abbildung z — Az, wobei

17 9 -6
A=|-13 -6 5
17 10 -5
Man rechnet
T—-17 -9 6
Xa = 13 T+6 -5 |=...

-17  -10 T+55
= T%—6T%+12T -8 = (T —2)>.

Einziger Eigenwert ist also A = 3, und f ist trigonalisierbar. Zur Bestimmung einer Basis
des Eigenraums E(A,2) berechnet man die Treppenmatrix zu

2-17 -9 6
13 2+6 ) ,
—-17 —-10 2+55

und die ist durch

1 0 -1
01 1
00 O
1
gegeben. Damit bildet | —1 | ein Basis von E(A,2). Wir ergiinzen diese nun zu einer
1
Basis von R3, etwa:
1 0 0
-1], (1], 10
1 0 1
(Allgemein wird man das Verfahren aus Satz 10.4 benutzen.) Sei
1 00
P=|-110
1 0 1
Dann gilt
219 —6
PIrAP = 03 —1
01 1
Jetzt betrachtet man die 2 x 2-Untermatrix B = i) _11 und wendet das Verfahren

erneut auf diese kleinere Matrix an. Es ist weiterhin A = 2 der einzige Eigenwert von B.
Es ergibt sich, dass (D eine Basis von F(B,?2) bildet. Dies wird zu einer Basis von R?

1

erginzt, z. B. durch (0

) . Setzt man

P =

O O =
— = O
o =IO
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und
1 00
P=PP,=|-11 1],
1 10
so erhélt man
P'AP = P;'P'APP
2 39
= 0 2 1
0 0 2
Bzgl. der durch
1 0 0
-1], (1], (1
1 1 0

gegebenen Basis von R? wird f durch diese obere Dreiecksmatrix beschrieben.
Ferner haben wir gesehen:

e Die algebraische Vielfachheit von A = 2 ist e(f,2) = 3, die geometrische Viel-
fachheit ist d(f,2) = dim(E(f,2)) = 1. Also ist f nicht diagonalisierbar.

e Esist uy ein Teiler von x ¢ = (T — 2), muss also eines von 7' — 2, (T — 2)? und
(T — 2)? sein. Berechnet man die Potenzen von A — 2 - E3, so sieht man, dass
xr = (T =2)° = x; gilt.

BEMERKUNG 21.25. (1) Allgemein stimmen Minimalpolynom und charakteristisches
Polynom nicht iiberein. Z. B. ist fiir die Nullmatrix A = 0 € M(n; K) offenbar x4 = T"
und g4 = T. Hier ist der Unterschied also sehr drastisch. (Vgl. auch Ubungen IV.1.)
Spéater werdn wir sehen, wie allgemein das Minimalpolynom einer trigonalisierbaren Ma-
trix bestimmt werden kann.

(2) Ein Rechenbeispiel zur Diagonalisierung lassen wir hier beiseite. (Vgl. Ubungen.)
Ist namlich ein Endomorphismus f von V diagonalisierbar, so haben wir Basen der Ei-
genrdume zu berechnen (voraussetzend, dass man alle Eigenwerte ermittelt hat). Dies
ist nichts anderes als die Bestimmung der Basis eines Kerns bzw. des Losungsraumes ei-
nes homogenen linearen Gleichungssystems. Die einzelnen Basen fasst man dann zu einer
Gesamtbasis von V' zusammen.

22. Endomorphismen als Moduln

Es bezeichne K stets einen Korper. Zu weiteren Strukturuntersuchungen von Endo-
morphismen fithren wir nun eine neue Definition ein, die ganz praktisch ist.

DEFINITION 22.1. Sei ein K-Vektorraum V zusammen mit einem Endomorphismus
f, also ein geordnetes Paar (V] f), heifit ein Modul.

Diese Terminologie ist etwas provisorisch, aber in diesem Zusammenhang recht niitzlich.
Allgemein nennt man die den Vektorrdumen iiber Kérpern entsprechenden Gebilde iiber
Ringen Moduln. Man kann zeigen, dass ein Modul (V] f) wie zuvor definiert nichts anderes
als ein Modul iiber dem Polynomring K[T] ist. Aber das ist im folgenden unerheblich.

Im folgenden nehmen wir stets an, dass V' endlichdimensional ist, auch wenn das
nicht in jeder Aussage bendttigt wird.

DEFINITION 22.2. Sei (V, f) ein Modul. Ein f-invarianter Unterraum U, genauer das
Paar bzw. der Modul (U, f |v), heiit ein Untermodul von (V, f).

Untermoduln von (V) f) sind also gerade die f-invarianten Unterrdume von V, fiir
die wir uns ja interessieren. Wichtig ist nun, dass man fiir Moduln strukturvertriagliche
Abbildungen definieren kann.
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DEFINITION 22.3. Seien (V, f) und (W, g) Moduln iiber dem Grundkérper K. Eine
K-lineare Abbildung h: V — W heifit Modulhomomorphismus, falls g o h = ho f gilt.
(KOMMUTATIVES DTIAGRAMM)

Wir schreiben dann auch h: (V, f) — (W, g).

Ist h zusétzlich bijektiv, so heifit i ein Modulisomorphismus.

Ist h ein Modulisomorphismus, so ist auch A~! ein Modulisomorphismus. (Gilt goh =
hof , sofolgt h~™tog= foh™t)
Die folgenden Aussagen sind Routine.

BEMERKUNG 22.4. Sei h: (V, f) — (W, g) ein Modulhomomorphismus.

(1) Ist U ein Untermodul von (V, f), so ist h(U) ein Untermodul von (W, g).

(2) Ist X ein Untermodul von (W, g), so ist das Urbild h=!(X) ein Untermodul von
V..

(3) Bild(h) ist ein Untermodul von (W, g).

(4) Kern(h) ist ein Untermodul von (V, f).

Die Aussagen (3) und (4) sind offenbar Spezialfille der Aussagen (1) bzw. (2), sind
uns als Aussagen iiber f-invariante Unterrdume in anderer Terminologie in Spezialfillen
schon begegnet.

Offensichtlich gilt aulerdem:

BEMERKUNG 22.5. (1) 1y : (V, f) = (V, f) ist ein Modulhomomorphismus.
(2) Komposition von Modulhomomorphismen ist wieder ein Modulhomomorphis-
mus.
BEMERKUNG 22.6. (1) Wir fassen jede Matrix A € M(n; K) als Modul (K™, f)

auf, wobei f der Endomorphismus von K" ist, der durch x — Az gegeben ist.
Wir schreiben hierfiir auch einfach (K™, A).
(2) Aus der Definition der Isomorphie von Moduln folgt: Zwei Moduln (K™, A) und
(K™, B) sind isomorph genau dann, wenn die Matrizen A und B &hnlich sind.
(3) Zwei Moduln (V, f) und (V, g) sind genau dann isomorph, wenn es Basen B und
C von V gibt mit Mg(f) = Mc(g). (Dies folgt aus der Transformationsformel.)

Das bisherige Problem — Klassifikation von quadratsichen Matrizen bis auf Ahnlichkeit
— hat sich nun in das Problem iibersetzt, Moduln bis auf Isomorphie zu klassifizieren. Wir
zerlegen ein solches Problem in kleinere Teilprobleme:

DEFINITION 22.7. Sei (V, f) ein Modul.
(1) Ist V. =U;®...®U, direkte Summe von f-invarianten Unterrdumen, so schreiben
wir
V)= flo)@...&Us, f |u,)
und nennen dies eine direkte Zerlegung von (V, f) in die Untermoduln (U, f |v,

)a sy (Usvf US)-
(2) (V, f) heifit unzerlegbar, wenn V' # 0 gilt, und wenn aus einer direkten Zerlegung

V.=, flv)® W, f |w) folgt, dass U = 0 oder W = 0 gilt.

BEISPIEL 22.8. Der Modul (K™, f), wobei f bzgl. der Standardbasis ey, ..., e, durch
die Matrix

0 O 0
1 0 0
() |01 0
0 1 0

gegeben ist, ist unzerlegbar.
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BEWEISs. Es gilt f(e1) = ea, f(e2) = es,..., f(en—1) = en, f(en) = 0. Nehme an
V = U, ®U; mit f-invarianten Unterrdumen Uy, Us # {0}. Sei z = ager+. .. +ane, € Uy,
mit oy # 0. Es folgt are, = f"%(z) € Uy, also e, € U;. Genauso folgt e, € Us,
Widerspruch zu Uy N U = 0. O

SATZ 22.9. Sei
V. ) =0 flo)@...&Us, f|u,)
ein direkte Zerlegung des Moduls (V, f). Sei B; eine Basis von U; und A; die Darstellungs-
matriz von f |y, bzgl. B; (i=1,...,s).
(1) B=B1U...UDB; eine Basis von V.
(2) Es ist

Ay

Az

Mp(f) =

As

von Blockdiagonalgestalt.

BEWEIS. (1) DaV =U;®...®Us eine direkte Summe ist, folgt leicht, dass B, U. . .UB;
eine Basis von V ist.
(2) Dies folgt dann auch sofort wegen der f-Invarianz der Unterrdume U;. |

SATz 22.10. Sei (V, f) ein Modul. (V' endlichdimensional). Dann gilt

(Vvaf) = (U17f |U1)@@(Usaf |Us)
mit unzerlegbaren Untermoduln (U, f |v,),- .., (Us, f

v.)-

BeEweEIs. Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 0 gilt die Aussage (mit s = 0). Ist
n =1, so ist (V, f) offenbar selbst unzerlegbar aus Dimensionsgriinden (die Aussage gilt
also mit s = 1). Sei nun n > 2. Entweder ist (V, f) selbst unzerlegbar (und dann gilt
die Aussage mit s = 1), oder man kann schreiben (V, f) = (U, f |v) ® (W, f |w), wobei
dim(U), dim(W) > 1 gilt, also dim(U), dim(W) < n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung
zerlegen sich sowohl der Untermodul (U, f |¢7) wie auch der Untermodul (W, f |w) in eine
direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln, und dann gilt dies auch fiir (V, f). O

Bei dem Beweis wurde im letzten Schritt ein Argument iiber direkte Summen ver-
wendet, das man sich leicht klar macht:

V=UeW, U=U,0U;, = V=U oUW
Durch die beiden vorigen Sétze, ist das Problem der Beschreibung der Struktur eines
Endomorphismus reduziert auf den unzerlegbaren Fall.

DEFINITION 22.11. Ein Endomorphismus f von V heiflt nilpotent, wenn es ein ¢ € N
gibt mit f¢ = 0. Entsprechend werden nilpotente (quadratische) Matrizen definiert.

SaTz 22.12 (Fittings Lemma). Sei (V, f) unzerlegbar. Dann ist jeder Endomorphismus
g von (V, f) bijektiv oder nilpotent.

BEWEIS. Fiir jedes i € N sei B; = Bild(g*) und K; = Kern(g*). Man bekommt damit
eine fallende bzw. eine aufsteigende Kette von f-invarianten Unterrdumen von V:
Bi2B;2...02B;2Bj;12...
KiCKyC...CK;CK;y1C...

Wegen dim(V) < oo muss es ein n € N geben mit B, = Bp41 = ... und mit K,, =
KnJrl — ...
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Behauptung: Es gilt V = B,, ® K,,. Beweis: Sei z € V. Wegen B,, = Bs, gibt es
ein y € V mit g"(z) = ¢*"(y). BEs folgt = = ¢"(y) + (x — ¢g"(y) € B, + K,,. Es folgt
also V=B, + K,. Sei z € B, N K,. Dann gibt es ein y € V mit x = ¢"(y), und es
gilt ¢"(z) = 0, und somit ¢*>"(y) = g"(x) = 0. Es folgt y € Ky, = K, also folgt schon
z = ¢g"(y) = 0. Dies zeigt B, N K,, = {0}.

Insgesamt folgt also V' = B, ® K,. Dies ist eine direkte Zerlegung in f-invariante
Unterrdume. Da (V, f) unzerlegbar is, folgt dann entweder B,, = {0} oder K,, = {0}. Im
ersten Fall folgt ¢" = 0, d. h. g ist nilpotent, im zweiten Fall folgt, dass ¢” injektiv ist;
dann ist aber g selbst injektiv, und dann als Endomorphismus des endlichdimensionalen
Vektorraums V' auch surjektiv. O

23. Die Jordansche Normalform

Fittings Lemma legt uns nahe, mit nilpotenten Endomorphismen anzufangen.

LEMMA 23.1. Sei f ein Endomorphismus von V, und es gelte f* =0, f"~1 #£0. Sei
S ein direktes Komplemente von Kern(fm"~1), es gelte also V = S @ Kern(f"~!). Dann
gilt
(1) Die FEinschrinkungen

sty L Lo

sind allesamt Isomorphismen.

(2) Die Summe (S) “s g F(S) & ...a frY(S) ist direkt und bildet einen f-

invarianten Unterraum von V.
(3) (S) besitzt ein f-invariantes Komplement in V', d. h. es gibt einen f-invarianten
Unterraum H von V mit V = (S) ® H.

BeEWwEIs. (1) Es geniigt zu zeigen, dass der Kern jeder dieser Einschrinkungen trivial
ist, dass also f(S) NKern(f) = 0 gilt (i = 0,...,n —2). Sei s € S und = = f¥(s) mit
f(x) = 0. Es folgt 0 = f*~*~1(z) = f*~1(s) (denn es ist der Exponent n —i—1 > 1), also
s € SNKern(f* 1) = {0}, also s = 0 und damit auch z = 0.

(2) Die f-Invarianz von (S) folgt wegen f™ = 0 unmittelbar aus der Definition von
(S). Zur Direktheit: Angenommen, es gibt eine Darstellung des Nullelements als f?(s;) +
oo " Y(sp—1) = 0 mit s; # 0. Anwendung von f*7! liefert 0 = f"~i"1(fi(s;)) =
7 1(si), also s; € SN Kern(f"~1) = {0}, Widerspruch.

(3) Induktion nach n. n = 1 bedeutet f = 0, und dann ist jeder Unterraum von V
f-invariant. Gelte nun f**t =0, f* # 0 und V = S @ Kern(f"). Schreibe Kern(f") =
T & Kern(f"1). Wegen f(S) N Kern(f"~1) = {0} (folgt aus (1)) kann man

(23.1) [ cT
annehmen. Die Induktionsvoraussetzung, angewandt auf Kern(f™), liefert einer Zerlegung
Ken(f") =T fT)&...0 [T eH

fiir einen f-invarianten Unterraum H von H von Kern(f™). Wegen (23.1) gibt es eine
Zerlegung (von Vektorrdumen)

T=/f(S)aU.
Es folgt
V = Se[fS)effG)e..affOelUefU)e...of'U)eH
= (S)a{U)s H.
Also ist (U) @ H ein f-invariantes Komplement von (S) in V. O
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SaTz 23.2 (Normalform fiir nilpotente Endomorphismen (unzerlegbarer Fall)). Sei
(V, f) unzerlegbar mit f* = 0, f*~* # 0. Dann gibt es eine n-elementige Basis von V,
bzgl. welcher f durch die Matriz

0 0 0
1 0 0
nO=[0 1 0
0 10

beschrieben wird.

BEWEIS. Sei S ein direktes Komplement von Kern(f™1), also V = S @ Kern(f"™1).
Aus dem vorigen Lemma folgt zusammen mit der Unzerlegbarkeit von (V] f), dass

V={(S)=SafS)o...a ()

gilt. Jede nichttriviale Zerlegung S = S’ @ S” (in Unterrdume) liefert damit eine Zerlegung
V =(S) = (58" @ (S”) in f-invariante Unterrdume. Da aber (V, f) unzerlegbar ist, muss
also S eindimensional sein, S = Ke fiir ein e € S. Es ist dann

e, fle),....f " (e)
eine Basis von V, und bzgl. dieser hat f offenbar die Darstellungsmatrix J,,(0). O
SaTz 23.3 (Jordansche Normalform (unzerlegbarer Fall)). Sei (V, f) unzerlegbar. Wir

nehmen an, dass f einen Eigenwert A € K besitzt. Dann gibt es eine Basis von V' (beste-
hend aus n = dim(V') Elementen) bzgl. welcher f durch die Matriz

A0 L. 0
1 A 0
L [0 0
0 1 A

beschrieben wird.
Wir nennen J, () ein Jordankdstchen (vom Format n) zum Eigenwert .

BEWEIS. Sei g = f—X-1y. Esgilt go f = fog, also ist g ein Endomorphismus
von (V, f). Wegen Kern(g) = Kern(f — A - 1y) = E(f, A) # {0} ist g nicht bijektiv, nach
Fittings Lemma also nilpotent. Nach dem vorigen Satz gibt es eine Basis B = (z1,...,x,)
mit Mp(g) = J,(0). Es folgt dann

Mg(f) = Mp(g+A-1v) = Mp(g) + Mp(A-1y) = J,(0) + A+ By = Jn(N).

U
DEFINITION 23.4. Sei n € N.
(1) Eine Folge n = (nq,...,ns) mit natiirlichen Zahlen ny > ny > ... > ng > 1
heifit Partition von n, falls ny +ny + ... +ng = n gilt.
(2) Das Young-Diagramm einer Partition n = (ny,...,ns) von n ist ein Schema,

dass aus s Zeilen besteht. Die i-Zeile besteht aus n; Késtchen, an den Positionen
(i, 1)7 (Zv 2)7 AR (Zv nz)

Beispiel: Ist n = (5,2,2,1), so ist das Young-Diagramm von n gegeben als
[ 1]

I
[
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(3) Ist n = (ny,...,ns) eine Partition von n, so ist die duale Partition n* diejenige
Partition von n, deren Young-Diagramm man aus dem Young-Diagramm von n
durch “Transponieren” erhélt.

Beispiel: Zu (5,2,2,1) ist (4,3,1,1,1) dual:
11
[ 11
L]
— wird durch Transponieren zu

[
l

SaTz 23.5 (Normalform fiir nilpotente Endomorphismen (allgemeiner Fall)). Sei V
ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f ein nilpotenter Endomorphismus von V. Dann
gibt es eine Basis B von V und eine Partition n = (nq, dots,ns) von n, so dass

In, (0)

Jn, (0)
Mg(f) = N, ... ,ns)

In. (0)

s

gilt. Ferner gilt:

(1) xp =17, =T

(2) dim E(f,0) = s. (Dies ist die geometrische Vielfachheit von A =0.)

(3) n = (n1,...,ns) ist die zur Partition m = (ma,...,m,) duale Partition von n,
wobei

m; I dim Kern(f") — dim Kern(f*™1)

und f1 = 0, f9=1 # 0 gilt. (Es gilt ¢ = ny.) Die Kistchengréfien sind al-
so eindeutig durch f bestimmt (sofern absteigend angeordnet; sonst nur bis auf
Reihenfolge).

BEWEIS. Der Modul (V;, f) zerlegt sich in eine direkte Summe unzerlegbarer Moduln,
V)=V, f1)®...®(Vs, fs). Als Einschrinkungen von f sind alle f;: V; — V; nilpotent.
Ist dim(V;) = n,, so gibt es nach Satz 23.2 eine Basis B; von V; mit Mg, (f;) = Jn,(0).
Fiir die Basis B = B; U...U B gilt dann

Mp = diag(Jy, (0), Jy(0), ..., J5,(0)),

wobei man ohne Einschrankung ny > ... > n, annehmen kann.

Zur Aussage (1): xy = T™ ist klar. Ist A = diag(J,, (0), Jn,(0),...,J5,(0)), so gilt
offenbar A* = diag(Jy, (0)*, J,,,(0), ..., J,, (0)%) fiir jede natiirliche Zahl k. Da n; das
maximale Format ist, folgt J,,(0)" = 0 fiir i = 1,...,s, aber J,, (0)"*~! # 0. Daher ist
T" das Minimalpolynom von f.

Zur Aussage (2): Es gilt offenbar rang( s (0)) =
man sieht, dass sich fiir diag(Jy, (0), J,,(0),. ..,

n; — 1 fir jedes i = 1,...,s, und
o In, ) die Rénge aufaddieren, d. h.

rang(f) = Z:(nz —1)=n-—s.

Mit dem Rangsatz folgt
dim E(f,0) = dim Kern(f) = dim(V) —rang(f) =n— (n — s) = s.
Zur Aussage (3): Gelte f¢9 =0 und f9=! # 0. Dann gilt
{0} = Kern(f°) € Kern(f') € ... € Kern(f7 ') € Kern(f?) = V.
Wir werden weiter unten zeigen, dass fiir jedes i € {1,..., ¢} gilt:

(23.2) Kern(f*) = Kern(f*~') @ W; mit f |w,: W; — W;_ ist injektiv.
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Setzt man m; = dim(W;) = dim Kern(f*) — dim Kern(f*~1), so folgt daraus

q q
> = 3 (dimern(f)  dimern( )
i=1 =1
— dim Kern(f°) + dim Kern( f9)
= dim(V) =n,

und auflerdem m; > mg > ... > m, > 1. Esist alsom = (mq,... 7mq) eine Partition von
n.

Ferner gilt nach dem Rangsatz

me = rong(f!) - rang(f)
(;) Z(rang(Jnj (O)iil - rang(J"f (O)Z)
j=1

= #{j|1<j<s n; >4}

(Gleichung () ist klar; vgl. auch nachstehendes Lemma.) Denn mit jeder héheren Potenz
fallt der Rang eines Jordankistchens um 1, sofern nicht vorher schon die Nullmatrix

erreicht war. Diese Gleichheit sagt aber nichts anderes, als dass m = (m1,...,m,) die zu
n = (ny,...,ns) duale Partition ist, d. h. m = n*, was aber auch n = m* bedeutet.
Es ist also noch (23.2) zu zeigen: Es werden die Unterrdume W,, W,_1,..., W7 in-

duktiv definiert. Zunéchst sei W, irgendein Unterraum von V mit V = Kern(f9=1) & W,.
Gelte 2 < i < g und sei W; mit Kern(f?) = Kern(f~!) @ W; schon geeignet definiert.
Offenbar gilt

(a) f(Kern(f?)) € Kern(f*1).
(b) f |w,: Wi — Kern(f*~!) ist injektiv. (Denn Kern(f) C Kern(f*~!), und Kern(f*=1)n
W; = {0}.)
(c) f(W;)NKern(f~2) = {0}. (Folgt aus (b).)
Also gibt es eine Zerlegung Kern(f*~1) = Kern(f*=2) & W;_1 mit f(W;) C W,_1, und
hiermit gelten die gewiinschten Eigenschaften wie in (23.2). (]

LEMMA 23.6. Sei (V. f)= V1, f1)® ... (V,, fr) eine direkte Zerleqgung des Moduls
(V, f) in Untermoduln. Dann gilt

(1) Kern(f) = Kern(f1) @ ... ® Kern(f,).
(2) Bild(f) =Bild(f1) ® ... ® Bild(f,).

BEWEIS. Jedes x € V lédsst sich eindeutig schreiben als x =z + ...+ 2, mit x; € V;
(¢=1,...,r). Ferner gilt

f@)=flz) +...+ fl2) = filz1) + ... + fr(z0),
mit f;(x;) € V;. Daraus folgt einerseits die Aussage fiir das Bild und andererseits
fz)=0 & fi(x;))=0furallei=1,...,r,

und damit auch die Aussage fiir den Kern. |

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist nun der folgende Satz:

Satz 23.7 (Jordansche Normalform (allgemeiner Fall)). Sei f ein Endomorphimus
eines n-dimensionalen K-Vektorraums V. Es gelte, dass f trigonalisierbar ist, etwa

Xp = (T =A% . (T = A"
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mit paarweise verschiedenen A1,..., A\ € K, und e1,...,e,. > 1. Dann gibt es eine Basis
B von V', so dass

J1
Jo
(23.3) Mp(f) =
Iy
gilt, wobei fiir jedesi=1,...,r
(1) J; = diag(Jngn (Ai)s--oy Jnﬁ.j.) (A\i)) € M(e;; K) fiir eine Partition n(®) = (ngi), ce ng’))
von e;. gilt.

Hieraus ergeben sich automatisch die folgenden Eigenschaften:
(2) Die geometrische Vielfachheit von A; ist dim(E(f, \;)) = s;.
(3) n® = (ngz), e ,ngi)) ist die zu m(") = (mgz), e ,mt(l?) duale Partition von e;,
wobei

m;i) =dimKern((f — \; - 1y)?) — dim Kern((f — A; - 1y)? 1)

und q; = ngi) gilt.
(4) Fir das Minimalpolynom gilt

n® (™
pp=(T =)™ - (T=A)" .

Die (bis auf Reihenfolge der Bestandteile Ji, ... J,. zu den Eigenwerte A1,..., A, ein-
deutig bestimmte) Matrix in (23.3) heifit die Jordansche Normalform von f. Generell
nennen wir eine Matrix der Form (23.3), die der Bedingung (1) geniigt, eine Jordan-
Matriz.

BEWEIS. Man zerlegt (V, f) in unzerlegbare Bestandteile,

V.hH=W,)e...e (Vi f)

Da f trigonalisierbar ist, gilt dies auch fiir jedes fi: Vi — Vi (denn xy, | xs), jedes fi be-
sitzt also einen Eigenwert \; und Vi hat nach dem Satz iiber die Jordansche Normalform
im unzerlegbaren Fall eine Basis, so dass fj bzgl. dieser Basis durch ein Jordankéstchen
zum Eigenwert A; dargestellt wird. Es wird nun die direkte Summe aller V; zum selben
Eigenwert \; zusammengefasst, und dies ergibt einen f-invarianten Unterraum H; von
V. Setzt man die Teilbasen der jeweiligen Vi zu einer Basis von H; zusammen, so lie-
fern Satz 22.9 und Satz 23.3 die Darstellungsmatrix J; = diag(]ngn M)y ‘]ng".)(/\i)) €

M(e;; K), wobei man (nach evtl. Umnummerierung der Basiselemente) ngi) > ... > ngl)
annehmen kann. Die Aussage (1) ist somit klar. Wegen

V=H&...®H,

bekommt man wiederum mit Satz 22.9 eine Basis B von V mit Mp(f) = diag(Jl, ceey JT).

Zu den Aussagen (2) und (3): Seii € {1,...,r}. Setze g; = f — A;-1y. Die Unterrdume
Hy,...,H, sind allesamt g;-invariant. Offenbar ist g; |pg,: H; — H; nilpotent. Nach dem
Normalformensatz fiir nilpotente Endomorphismen ergibt sich die Késtchengréfien inner-

halb der Matrix J; durch Betrachtung der Differenzen
Hz)J) — dim Kern((gi Hi)jil)‘

Diese Zahlen stimmen aber nach dem vorigen Lemma mit dim Kern((g;)?)—dim Kern((g;)? 1)
iiberein, da g; |, : H; — Hj fiir j # i (also A; # A;) ein Isomorphismus ist (A; — A; # 0

dim Kern((g;
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stehen auf der Hauptdiagonalen) und die entsprechenden Kerne trivial sind. Es folgt al-
so (3). Aussage (2) folgt ganz analog, denn

dim E(f, A;) = dim Kern(g;) ) dim Kern(g; |m,) = i,

wobei bei (%) wie zuvor das vorige Lemma benutzt wurde und (*x) aus dem Normalfor-
mensatz fiir nilpotente Endomorphismen folgt.
Zur Aussage (4): Definiere p = (T — )\1)"51) (T - )\T)"gT). Fiir jedes i € {1,...,r}
ist
()
(Ji = Ai - 1y)™ =0,

und daher gilt p(J;) = 0. Es folgt
p(diag(Jl, ceey JT)) = diag(p(Jl), - 7p(J,,)) =0.
(i)—1

Damit folgt pu¢ | p. Fiir jedes i € {1,...,r} ist aber andererseits (J; — A; - 1y)™ # 0,
und daraus folgt, dass in py keine kleineren Exponenten als in p auftreten kénnen, also
pf =D- O

Um explizit Basen zu bestimmen, ist die folgende Feststellung niitzlich.

BEMERKUNG 23.8 (Hauptriume). Die im vorigen Beweis zu den verschiedenen Ei-
genwerten Aq, ..., A, konstruierten Rdume Hi, ..., H, nennt man die Hauptriume von f,
schreibt auch H; = H(f, A;), und nennt dementsprechend V = Hy ® ... ® H, bzw.

Vof)=Hy, f )@@ (Hy, f |a,)

die Hauptraumzerlegung. Fiir jedes i € {1,...,r} gilt (mit den Bezeichnungen des vorigen

Satzes)

= Kern((f = A 1y)) = Kemn((f = A, 1)),

BEWEIS. Setze g; = f — \; - 1yy. Wegen ngi) < e; und (g; \Hi)”(li) =0 gilt

H, = Kern((g: [1,)") = Kern((g; |i,)*").

Da g; |u,: Hj — Hj fiir j # i wegen \j # A; ein Isomorphismus ist, folgt die Aussage aus
dem vorigen Lemma. O

FOLGERUNG 23.9. Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus eines n-dimensionalen
K-Vektorraums. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (V, f) ist unzerlegbar.
(2) f hat nur einen Eigenwert A € K, und es gilt x5 = py.

Bewels. (V, f) ist unzerlegbar genau dann, wenn in der Jordanschen Normalform
nur ein Jordankéstchen Ji(A) auftaucht. O

FOLGERUNG 23.10. Mit den Bezeichnungen aus dem Satz (insbesondere sei [ trigo-
nalisierbar) gilt die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(1) f ist diagonalisierbar.
(2) Die Jordansche Normalform von f ist eine Diagonalmatriz.
(3) si=¢; firallei=1,...,r.
(4) ngl) =1firalei=1,...,r.
BEMERKUNG 23.11. (1) Die Jordansche Normalform eines trigonalisierbaren En-

domorphismus f von V bzw. einer quadratischen Matrix A € M(n; K) bestimmt
man wie folgt:
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(a) Zundchst wird das charakteristische Polynom bestimmt, und daraus die
Eigenwerte A1, ..., A, € K. (Letzteres kann eine nicht-triviale Aufgabe sein
und u. U. numerische Methoden erforden.) Zerfillt das charakteristische
Polynom, so ist f trigonalisierbar, sonst nicht. Falls f trigonalisierbar ist,
féhrt man fort:

(b) Zu jedem Eigenwert \; berechnet man die Zahlen

dimKern((f — \; - 1y)?) — dimKern((f — \; - 1) 1)
rang((f — A - 1v)’ 1) — rang((f — A - 1v)?)

fir j =1, 2,..., bis man das erste mal Null erhélt. Zu der daraus definierten
Partition m® bildet man die duale Partition und die daraus resultierende
Jordan-Matrix J; zum Eigenwert ;.
(¢) Schliellich bildet man diag(Jy,...,J,).
Vgl. Besipiel 23.12.
(2) Das Minimalpolynom gy eines trigonalisierbaren Endomorphismus wird man
iiblicherweise anhand der Jordanschen Normalform wie in Satz 23.7 bestimmen.

m® =

BEISPIEL 23.12. Sei f: R® — R® die lineare Abbildung, deren Darstellungsmatrix
bzgl. der Standardbasis von R® gegeben ist durch

1 0 2 -1 1 -1 -1 =3
2 -1 3 -1 1 -2 -2 =5
3 -1 5 -2 1 -3 -3 -8
1 0 2 -1 0 -1 -1 -3
A=l 1 41 -1 2 3 7 |SMER.
3 -1 6 -2 2 -3 —4 -10
1 0 1 -1 0 -1 0 -1
o 0o o O o0 0 O 0
Man findet: x; = T8, d. h. f ist nilpotent. Wir berechnen die Potenzen von A:
o 0 -1 0 0 0 1 2
-2 1 -4 1 -1 2 3 7
0 0 -1 0 0 0 1 2
e |2 -1 3 -1 1 =2 2 -5
o o o o0 o o o0 o]
o 0 -1 0 0 0 1 2
0 0 -1 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0
-2 1 -4 1 -1 2 3 7
0o 0 0 0 O 0 00
-2 1 -4 1 -1 2 3 7
o221 4112807
0 0 0 00 0O0°O0
-2 1 -4 1 -1 2 3 7
-2 1 -4 1 -1 2 3 7
0o 0 0 0 O 0 00
und schlieBlich A* = 0. Man rechnet: rang(A) = 4, rang(A4?) = 2, rang(A?) = 1. Es ergibt
sich
m; = rang(AY) —rang(A) =8 —4 =4,
my = rang(A') —rang(A?) =4-2=2,
ms = rang(A?) —rang(A®)=2-1=1,
my = rang(A3) —rang(A*)=1-0=1,



108 6. EEGENWERTTHEORIE

[ 1]

also m = (4,2,1,1), und das Young-Diagramm dazu ist

Offenbar ist in diesem Beispiel (1) m zu sich selbst dual, d. h. die Késtchengrofen

sind gegeben durch n = m* = m = (4,2,1,1). Es folgt, dass die Jordansche Normalform
von f gegeben ist durch die Matrix

—= O
= O
i)

N(4,2,1,1) =

0

Man liest hieraus auch noch ab (hat dies aber vorher schon gesehen), dass pua = T* gilt.

BEMERKUNG 23.13. Oftmals ist man nicht nur an der Jordanschen Normalform an
sich interessiert, sondern auch an einer Basis B, bzgl. welcher Mp(f) eine Jordan-Matrix
ist, bzw. an einem P € GL(n; K), so dass P~ AP eine Jordanmatrix ist. Der Beweis von

Satz 23.2 gibt eine Idee, wie man eine solche Basis bestimmen kann. Fiir jeden Eigenwert

A = \; betrachtet man g = f—AX-1y, und mit den Unterrdumen Uj et Kern(g’) die

aufsteigende Kette
(23.4) {0}=Uy QU1 C...C U1 CU, =H(f, N,

zum Hauptraum von f zum Eigenwert A. (Wir unterdriicken dabei durchweg den Index
i, um nicht zu viele Indizes zu haben.) Man bestimmt Basen B; all dieser Unterrdume
U; (§ < q). Man ergénzt (mit dem Verfahren 10.4) dann B,_; mit v%l), . ,vg) zu einer
Basis von Uy, = H(f, ). Uy—1. In 23.2 geniigte hier ein einziger Vektor, da es sich um
den unzerlegbaren Fall handelte. Allgemein kénnen hier aber mehr Vektoren notig sein.
Auf die ergéinzenden Vektoren wendet man nun f an: die Bildvektoren g(vgl)), ce g(vg))
bilden (wegen (23.2)) zusammen mit der Basis B,_2 eine freie Teilmenge von U,_1, die
man ggfs. durch 1152), cee vgf) zu einer Basis von U, ergénzt (sp kann = 0 sein). Auf die
schon gebildeten Bildvektoren wendet man erneut g an und auch auf die neu ergénzten
Vektoren, und diese Bildvektoren bilden dann (wegen (23.2)) mit B,_3 eine freie Teilmenge
in Uy—2, u.s.w. Auf diese Weise arbeitet man sich durch sukzessive Anwendung von ¢ von
rechts nach links durch die Kette (23.4) bis man links angelangt ist. SchlieBlich sammelt

man alle Vektoren in der folgenden Form Zeile fiir Zeile auf:

ol oY), g elY),
o, g, e g0,
o, g®), g2,
@ g0®). . 0,
wobei aber einige der Zahlen so, s3,... auch = 0 sein konnen.

Dies wird fiir jeden Eigenwert A von f durchgefiihrt, und anschlieend werden die so
konstruierten Basen der einzelnen Hauptrdume zu einer Basis von V' zusammengesetzt. —
Dies wird am folgenden kleinen Beispiel illustriert.
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BEISPIEL 23.14. Sei

3 5 -1 0 0 -7
0 -2 0 0 0 10
0O 0 3 0 0 1

A=10 7 32 3 15 —77| €EMe(®):
0 1 —10 0 -2 16
o0 0 0 0 3

Sei f: RS — RS, x — Az die zugehorige lineare Abbildung. Wir berechnen eine Basis
B von V = RS (bzw. ein P € GLg(R)), so dass Mz(f) (bzw. P~LAP) eine Jordansche
Normalform ist.

Man berechnet das charakteristische Polynom:
Xr(A) = A% — 8A% + 10A* 4+ 600 — 13502 — 108\ + 324 = (A 4+ 2)2(\ — 3)*.
Damit zerféllt x ¢, also ist f trigonalisierbar. Ay = —2 und Ay = 3 sind die Eigenwerte von
I
Da hier 2 die algebraische Vielfachheit von A; und 4 die algebraische Vielfachheit von
Ao ist, berechnet man die Unterrdume

H(f,—2) =Kern((f — A1 - 1)?)

und
H(f,3) =Kern((f — A2 - 1)%).

Es gilt RS = H(f,—2)® H(f,3), und H(f,—2) und H(f,3) sind f-invariante Unterriume
von R® (Hauptraumzerlegung).

Seien f1: H(f,—2) = H(f,=2), z + f(z) bzw. fo: H(f,3) = H(f,3), x — f(x) die
Einschrankungen von f auf die Hauptrdume.

Es ist

25 25 =10 0 0O =21
0 0 0 0 0 50
0 25 0 O 10

50 170 25 75 —428
0 -50 0 O 80
0 0 0 0 25

(A+2E) = | |
0
0

Die dazu gehorige Treppenmatrix ist

100 -3 =320
010 12 32 0
001 0 0 0
000 0 0 1
000 0 0 0
000 0 0 0
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Es ist somit
H(f,—2) Kern((f+2-1)?)
= {2 eR[(f+2 1)%*(x) =0}

= {2 €RS|(A+2E,)%x =0}

O O~ ONFN-

O = O OoOnjwaolw

= {zeRS|z=r

_|_
»

mit r, s € R}

Wir multiplizieren die beiden Vektoren jeweils mit —2 und erhalten

1 3

-1 -3

= (2) und vy = 8
0 2

0 0

Somit ist Bys := (v1,v2) eine geordnete Basis von H(f, —2). Wegen

-2

0 1 1
fl('Ul) = f(vl) = AU1 = 1 = —51)1 — 51/2

0 9 7
fl(’l)z) = f(UQ) = A’l)2 = 9 = 5'01 — 5’02

ist
_1 9
Ay = M (f2) = (_% _27) .

Sei g1 = f1 — A1+ 1: H(f,—2) — H(f,—2). Offenbar ist 0 der einzige Eigenwert von gy,
und daher ist g; nilpotent. Damit

3 9
Cl = Al +2E2 = MB12(91) = (_21 _23> :
2

2 (00
a- (0 9)
Man berechnet Uy; = Kern(g}) und Basen davon:
{0} =UypCUp; CUpa= H(f, _2)'
Die Treppenmatrix zu C7 ist
1 3
0 0

Es ist
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Wir erhalten hieraus den Koordinatenvektor <

0

—i) ) Hieraus erhilt man den Vektor

v:=3v; — lvg = als Basis By; von Uzj.

O N oYy OO

Nun ergénzt man Bi; z. B. mittels v; zu einer Basis von Ujs. Desweiteren ist

gi(v1)) = (fi+2-(v1) = (f+2-1)(v1) = (A+2E,)v; =

O = Wo oo

{g1(v1)} ist in Uyy linear unabhingig und wegen dimU;; = 1 eine Basis von Uy;. Es ist
also keine Ergiinzung mehr notwendig. Insgesamt folgt also, dass By = (v1, g1 (v1)) wieder
eine Basis von H(f, —2) ist. Bzgl. dieser wird g1 (bzw. f1) dargestellt durch

(0 0) o (32 5))

Wir haben noch H(f,3) zu behandeln: Es ist

0 —625 0 0 0 1250
0 625 0 0 0 —1250
B 4 |0 0 0 0 0 0

(A= 3Eq)" = 0 250 —=3750 0 —1875 7000

0 —500 1250 O 625 —1500

0 0 0 0 0 0

Die zugehorige Treppenmatrix ist

01 00 0 -2

0010 % -2

0000 0 O

0000 0 O

00000 O

00000 O
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1 0 0 0
0 0 0 2
Sei . | | dwg = | 2 | Esist Boy =
elen wp = 0 , W 1= 1 , W3 = 0 una wyg = 0 . S 1S 23 —
0 0 1 0
0 0 1
(w1, wa, w3, wy) eine geordnete Basis von H(f,3). Wegen
3
0
0
fg(wl) = f(wl) = Aw; = 0 = 3wy + Ows + Ows + Owy
0
0
0
0
0
fg(wz) = f(’w2> = Awg = 3 = Owq 4+ 3ws + Ows + Owy
0
0
1
2
0
_3 1
fg(’wg) = f(w;),) = Aw3 = _21 = iwl - 1w2 + 3’11)3 + 011)4
3
0
1
6
7
fg(w4) = f(’LU4) = Awy = 1 = 1wy + 1wy — 2ws + 3wy
—2
3
ist
30 12 1
0 3 -1 1
Ay = Mg, (fQ) “lo o 3 -9
0 0 O 3

Sei go = fo— Ao+ 1: H(f,3) — H(f,3). Offenbar ist 0 der einzige Eigenwert von go, und
daher ist go nilpotent. Damit

00 4 1
00 -1 1
CQ.—A2—3E4—MB23(92)— 0 0 0 _9
0 0 O 0
Es ist
000 —1
> |00 0 2
¢ = 0 0 0 O
0 00 O
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und

o O O
o OO

0
0
0
0

o O o o

00
Man berechnet Us; = Kern(gs) und Basen davon:
{0} =Usp C Uy C Uap C Uaz = H(f,3).

Die Treppenmatrizen zu Co und C? sind

0 010 0 0 01
0 0 01 brw 0 0 0O
0 0 0 O 10 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0O

Daher erhilt man als Basen Bay := {wy,wa} von Uy sowie Bay := {wy, we, w3} von Uss.

Man ergédnzt nun Bys z. B. mittels wy zu einer Basis von Uss.

Dann ist

g2(wg) = (fo =3 - 1y)(ws) = (f =3 1v)(wa) = (A~ 3Ey)wy =

SN~ R O

Bao1 U {ga(w4)} ist dann ein linear unabhiingiges System in Usy und wegen dim Usy = 3
eine Basis von Uss.

Desweiteren ist

g5 (wa) = (f2 = 3-1)(wa) = (f = 3 1)(ws) = (A~ 3Ey)*wy =

O O O

0

und Bag U {g5(w4)} = {g3(w4)} ist linear unabhiingig in Us;. Da dim Uz = 2 ist, miissen
wir {g3(w4)} mittels eines hierzu linear unabhéngigen Vektors aus Uy ergiinzen. Z. B. ist
dann {g3(w,), w1} eine Basis von Us;.

Insgesamt erhalten wir hieraus die geordnete Basis

By := (wy, ga(wa), g5 (ws), w1),

beziiglich welcher go (bzw. f2) dargestellt wird durch die Matrix
0 0 0 O 3 0 00
1 0 0 O 1 3 0 0
01 0o |01 3 0]
0 0 0 O 0 0 0 3

Setzt man nun die gefundenen Basen By von H(f,—2) und Bz von H(f,3) zu einer
Basis B zusammen, so erhiilt man: Bzgl. der Basis

B = (Uhgl(vl),w4792(w4),9§(w4),w1)
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wird f dargestellt durch die Matrix

-2
1 -2

_ W

3

Setzt man die Basisvektoren als Spalten zu einer (invertierbaren) Matrix P zusammen, so
erhdlt man

1 0O 0 1 -1 1

-1 0 2 0 0 O

0 0 2 1 0 O
P= 2 3 0 1 2 o0}’

o -1 0 -2 0 O

0 0 1 0 0 O

damit

0o -1 0 0 0 2

0o 0 -2 0 -1 4

4 oo 0o 0o 0o 1

P= 0 O 1 0 0 =2
0 1 5 1 3 _7
1 2 31 3 4

2 2 2
und
-2
1 -2
I 3
P AP = 1 3
1 3
3
BEMERKUNG 23.15. (1) Die Voraussetzung in Satz 23.7, dass f trigonalisier-

bar ist, ist iiberfliissig bzw. gilt automatisch, wenn der Koérper K algebraisch
abgeschlossen ist, also z. B. fir K = C.

(2) Satz 23.7 (und die anderen) haben wir nur in der Version fiir Endomorphismen
formuliert. Es gilt natiirlich auch die Matrixversion.

23.16. (1) Ausfiihrliche Wiederholung und Zusammenfassung der Ergebnisse. |...]

Von Interesse: f-invariante Unterrdume. Fiihrt zum Modulbegriff.

Idee: Basis mit Bestandteilen der Form z, f(z), f?(x),... finden.

Reduktion auf unzerlegbaren Fall.

Im unzerlegbaren Fall: Fittings-Lemma.

Dies fiithrt zur Untersuchung des nilpotenten Falls.

Der allgemeine Fall wird auf den nilpotenten zuriickgefiihrt.

Statt die (theoretische Zerlegung) in Unzerlegbare konkret zu berechnen, ver-
wendet man die Hauptrédume.

(2) Ein (abstraktes) Fallbeispiel. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Sei dim(V') =
10. Es sei f trigonalisierbar, und wir nehmen an, dass f nur einen Eigenwert A\ € K hat.

Wir nehmen weiter an, dass fiir U, = Kern((f — A~ 1y)?) folgendes gilt:
0 =UyCU, CU, CUs CUs =V

dim(Ul) = 3, dlm(Ug) = 6, dlm(Ug) =38
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gilt. Daraus folgt

my = 3 0= s
mo = 6—3 N
ms = 8§—6= 5
my = 10—-8=2
]
m = (3,3,2,2) ist eine Partition von 10, dessen Young-Diagramm I wird durch
Transponieren zu % } . Die duale Partition ist also n = m* = (4,4, 2). Es folgt damit,

dass die Jordansche Normalform von f die folgende Form hat:

A

1 A
1 A

1 A

—_
[l
— >

A
1 A

Wir demonstrieren nochmal (abstrakt) das Verfahren, wie man eine Basis B von V be-
stimmt mit Mg(f) = J:

Setze G % F— X1y

Man berechnet jeweils Basen von Uy, Us, Us und Uy (Berechnung der Basis eines
Kerns). Us ist 8-dimensional im 10-dimensionalen Raum Uy. Man ergéinzt die berechnete
Basis von Uz (mit dem Verfahren aus 10.4) durch zwei Elemente x, y zu einer Basis von
V.

Nun wendet man f an: Es liegen dann g(z), g(y) in Us, und bilden zusammen mit den
6 Elementen der berechneten Basis von U, eine freie Teilmenge von Us. Wegen 6 + 2 = 8
ist dies dann schon eine Basis von Us, es ist also keine Basiserginzung notig.

Man wendet wieder g an. Wir bilden also g?(z), g?(y). Diese liegen in Us und bilden
zusammen mit den 3 Elementen der berechneten Basis von U; eine freie, 5-elementige
Teilmenge von Us. Dies folgt aus dem Beweis der Aussage (23.2) im Beweis von Satz 23.5.
Wir ergéinzen diese mit einem Element z zu einer Basis von Us.

Nun wenden wir erneut g an. Nicht nur auf die Elemente g*(z) und g¢%(y), sondern
auch auf den weiteren erginzenden Vektor z: Wir bilden also ¢3(z), ¢%(y), g(z). Diese
Elemente liegen in U; und bilden dort (zusammen mit der Basis () von Uy = {0}) ein freie
Teilmenge, und wegen dim(U;) = 3 schon eine Basis von U;. Es ist keine Ergénzung notig.

Da wir bereits “links” angelangt sind, endet das Verfahren. Wir sammeln nun die
ergdnzenden Vektoren und deren Bilder auf, und ordnen sie wie folgt an:

z, 9(x), 9*(2), ¢° (@), v, 9), ° (W), ° (W), 2 9(2),
und bzgl. dieser Basis ist (offenbar) J die Darstellungsmatrix.

Man sieht hierbei auch, wie die duale Partition zustande kommt.

Ordnet man die Teile z, g(z), g*(z), ..., g%(x) einer solchen Basis umgekehrt an (was
durch eine Permutation zustande kommt), so sieht man, dass ein Jordankéstchen J,(X)
zu '(J4 (X)) dhnlich ist, und daraus folgt, dass jede Jordanmatrix J zu *.J dhnlich ist. Weil
Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist, folgt daraus sofort:

SATZ 23.17. Ist A € M(n; K) trigonalisierbar (etwa: K = C), so ist A dhnlich zu *A.
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BEWEIS. Nach dem Satz iiber die Jordansche Normalform gibt es ein P € GL(n; K),
so dass P"1AP = J eine Jordanmatrix ist. Es folgt Q7 1AQ = tJ, mit Q = {(P~?) €
GL(n; K). Also ist A #hnlich zu J, *A #hnlich zu *J, und nach der Vorbemerkung folgt
die Behauptung. O

Wir zeigen noch eine Anwendung der Hauptraumzerlegung;:

23.18. Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V. Es gelte

Xr = (T =A™ (T = A\
mit paarweise verschiedenen A1, ..., A\, € K, und eq,...,¢e,. > 1. Sei
Vof)=Hy, f )@@ Hy, f |m,)
die Hauptraumzerlegung. Fiir jedes ¢ € {1,...,7} sei P;: V — V der Endomorphismus

mit P(z) = z; fur jedes ¢ = x1 + ... + x,, wobei z; € H; gilt. Es gilt dann offenbar

f=Y foPi=) Pof
=1 1=1

Dies nennt man auch die Spektralzerlegung von f.
Es ist

g E>Y v v
i=1
diagonalisierbar, und es ist
def "
W= f—g=> (f=Xi-1lv)oP
i=1
nilpotent. Letzteres muss man nur auf den Hauptraumen H; nachpriifen, aber hierauf ist
Z;:l (f—=Aj-1y)oP; gleich f—A;-1. (Man muss dann das Maximum der Nilpotenzindizes
iiber alle ¢ nehmen.)
Wegen fo P, = P;o f firallei =1,...,r, gilt fog = go f, daher auch hog =
(f=g9)eg=go(f—g)=goh
Man erhélt:

SaTz 23.19 (Jordan-Zerlegung). Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V.
Dann gibt es eindeutig bestimmte g, h € Endg (V) mit:
(1) f=g+h.
(2) g ist diagonalisierbar und h nilpotent.
(3) goh=hog.

Man nennt g den diagonalisierbaren und h den nilpotenten Bestandteil von f.

BeEweEIls. Die Existenz von g und h wurde gerade zuvor gezeigt. Es ist noch die
Eindeutigkeit zu zeigen. Seien auch ¢', A’ € Endg (V), die obige Bedingungen erfiillen.
Aus (3) folgt, dass ¢’ und A’ mit f vertauschen und sich daher auf die Hauptriume
H; einschrinken lassen, und diese Einschrénkungen erfiillen ebenfalls (2). Auf H; gilt
g—Xi-1=f—h'"—X\;-1=h—h'".Nunist A’ mit ¢’ — ;- 1, also auch mit h vertauschbar.
Aus dem binomischen Lehrsatz (der sich auf h und h’ (eingeschrinkt auf H; anwenden
lasst), folgt leicht, dass auch h — b’ auf H; nilpotent ist. Es ist also ¢’ — X; - 1 auf H;
nilpotent und diagonalisierbar, also Null auf H;, also ¢’ = \; - 1 auf H;, und es folgt
g =>'_; \iP; = g. Dann folgt aber auch b/ = (f — ¢') = (f — g) = h. O



KAPITEL 7

Euklidische und unitire Vektorriume

24. Skalarprodukte
Wir nehmen nun an, dass K = R oder K = C gilt.

DEFINITION 24.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung V x V — K, (z,y) —
(x| y) heiBt eine hermitesche Form, wenn fiir alle z, 2/, y und « € K gilt:
(1) (w42 |y)=(z]y) + [y
(2) {az|y) = ofz | y)
3) (wlz)=(z]y).
Im Fall K = R vereinfacht sich die dritte Bedingung zu (y | ) = (z | y), und man sagt
dann, dass (— | —) symmetrisch ist.

BEMERKUNG 24.2. Sei (— | —) eine hermitsche Form auf dem K-Vektorraum V. Dann
gilt fiir alle x, y, ¥’ und 8 € K:
(1) (zly+y) =(x|y) +{=]y)
(2) (x| By) = B(=z | y).
(4) (x]x)eR
(5) (0fy) =0=(z]0).
BeEwels. (1’) Es ist

(ly+y) = +ylaz)=lz)+{y |z

= (Wla)+ @ z)=(z]y) + (= ]y)

(2’) Es ist

(x|By) = (Bylz)=5

Bly | x) = Blz | y).
€R.

Ok

(4) Wegen (z | z) = (x| ) ist (x|
(5) Es ist (0 [ y) = (0x - Ov | v)
OK . Ov> = OK<$ | Ov> = OK.
DEFINITION 24.3. (1) Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
VXV =K, (z,y) = (z]y)

heifit Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf V, falls gilt:
(SP 1) (— | —) ist eine hermitesche Form.
(SP 2) (— | —) ist positiv definit, d. h. fiir jedes x € V mit = # 0 gilt (z | =) > 0.
(2) Ein R-Vektorraum V' mit Skalarprodukt heifit euklidischer Vektorraum.
(3) Ein C-Vektorraum V mit Skalarprodukt heifit unitirer Vektorraum.

)
= 0x(0v | y) = Ok, und ebenso (z | 0) = (z |
O

SATZ 24.4 (Ungleichung von Cauchy und Schwarz). Sei (V,(— | —)) ein K- Vektorraum
mit Skalarprodukt. Fir alle x, y € V gilt

o [9)]* < (x| 2) - (y]y),

und es gilt Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

117



118 7. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME
BEWEIS. Fiir y = 0 haben wir offenbar Gleichheit. Also nehmen wir nun y # 0 an.
Fiir alle o, g € K gilt
0 < ({azx + By | ax + By) = aa(z | ) + BBy | y) + aB{z | y) + faly | ).
Ist speziell a = (y | y), so dividiert man durch « > 0 und erhélt
0< (a|a)(yly) +BB+Bx|y) + By ).
Setzt man weiter = —(x | y), so folgt

0<(z|a)yly) —(@|y@|y = (@|z)y |y — [z |y

und dies zeigt die behauptete Ungleichung.
Fiir die Frage, wann Gleichheit gilt, kénnen wir wieder y # 0 annehmen. Gilt die
Gleichheit, so folgt mit den oben definierten «, 5 € K die Gleichung

0= (ax + By | ax + By)

und damit ax + By = 0.
Sind umgekehrt z und y linear abhéngig, so gibt es A € K mit x = Ay, und dann

eIyl = P IwlipP=XxX-Wly- Wy
= Wy ly) =@ |2)(y|y).
O

Satz 24.5. Sei (V,(— | =) ein K-Vektorraum mt Skalarprodukt. Fiir die Abbildung

V=R, ooz Y /e

gilt:
(1) Fiir jedes x € V gilt ||z|| > 0, und es gilt ||z|| = 0 genau fir x = 0.
(2) Fiir alle x € V und alle o € K gilt ||oz|| = |af - ||z]].
(3) Fir alle z, y € V gilt |(z | y)| < |[=]| - [lyl-
(4) Fir alle z, y € V gilt |z +y| < [|=| + llyll. (Dreiecksungleichung)
Man nennt || — || die zu {(— | —) gehorige Norm.

BEWEIS. (1) und (2) sind klar, und (3) ist gerade die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung.
Zu (4). Es ist

lz+yl* = (e+ylaty)=(o|z)+(@|y)+ylz)+yly
9 9 klar 9 9
= |l + Iyl* +2Re((z | 9) < Nz +llyll* + 2/ | y)|
(3)
< M2l + Nyl + 2l -yl = (el + lyiD*.
O
FOLGERUNG 24.6. Sei (V,(— | —)) ein euklidischer Vektorraum. Wir kénnen fir
x,y €V mitx,y#0 durch
cosa = E19)
[l - 1lyll

im Intervallbereich 0 < a < 7 liegenden Winkel « = <t(x,y) zwischen x und y erkldiren.
Ferner gilt:

Ua,y)=7/2 & (z]y) =0.

Auf dieses Konzept von Orthogonalitit werden wir im néchsten Abschnitt eingehen.
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BEWEISs. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 24.5 (3) gilt

i< Y
]l - [yl
Der Rest ist dann klar. O

BEISPIEL 24.7 (Der R™ mit dem Standardskalarprodukt). Es sei K = R und V = R™.

Seien

T U1
T2 Y2

T = ,y=1| . | ER"
Tn Yn

Definiere
(l"|y):zl‘i'yz’:t$'y€R-
i=1
Man priift leicht nach, dass dadurch ein Skalarprodukt auf R™ definiert wird, und dies
heif3t das Standardskalarprodukt. Fiir die zugehorige Norm gilt

Man nennt dies auch die euklidische Norm auf R™.
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung wird zu

=(54) ()

BEISPIEL 24.8 (Der C" mit dem Standardskalarprodukt). Essei K = Cund V = C™.
Seien

T 1
€2 Y2

T = ,y=1.1€ecC”
Ty Yn

Definiere
(@|ly)=> @ F="z-geC.
i=1
Man priift leicht nach, dass dadurch ein Skalarprodukt auf C™ definiert wird, und dies
heiflt das Standardskalarprodukt. Fir die zugehorige Norm gilt

Man nennt dies auch die euklidische Norm auf C".
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung wird zu

n 2 n n
e < (zw) - (zw) .
=1 =1 =1

BEISPIEL 24.9. Sei V = R3. Sei
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Fiir x, y € V definiere
(x]y) ="zAy.
Dies definiert ein Skalarprodukt auf R3. (Beweis als Ubung.)

BEISPIEL 24.10. Sei V = C([0, 1]) der R-Vektorraum der stetigen Funktionen f: [0, 1] —
R. Fiir alle f, g € V setzt man

(g def/f

Dies definiert ein Skalarprodukt auf V: (SP 1) folgt leicht aus der Linearitit der Integral-

bildung. Zu (SP 2): Es ist
1
— 2d
10 = [ s aa

Sei f # 0, d. h. nicht die Nullfunktion. Es gibt also (wegen der Stetigkeit) ein zg €]0, 1],
ein @ > 0 und ein b > 0, so dass [xo —a,zo+a) in [0,1] liegt in und f(z)? > b gilt fiir alle
x € [xo — a,zo + al. Esfolgtfo z)*dx > 2ab > 0.

Hier lautet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

< ([ rera) ([ swra).

25. Orthogonalitéit

Sei K =R oder K =C.

DEFINITION 25.1. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Es heiflen
z, y € V zueindander orthogonal, wenn (z | y) = 0 gilt.

DEFINITION 25.2. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein System
von Vektoren z1,...,zs € V heifit
(1) Orthogonalsystem, falls (x; | x;) =0firallei # jund x; #0 firallei=1,...,s
gilt;
(2) Orthonormalsystem, falls (x; | x;) = 0 fiir alle ¢ # j gilt und ||z;|| = 1 gilt fir
allei =1,...,s. Kurz: (z; | ;) = d;;.
Satz 25.3. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und x1,...,xs ein
Orthogonalsystem. Dann sind x1,...,xs linear unabhdngig.
BEWEIS. Seien aq,...,as € K mit Y ;_, a;x; = 0. Fiir jedes j =1,...,s gilt

S

0=(0]z;) = O oumi | z;) = > ailws | ;) = a;(w; | z5),
=1

i=1
und wegen (z; | z;) # 0 folgt o; = 0. O
DEFINITION 25.4. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt, und es gelte
n dim(V) < o0.
(1) Ein Orthogonalsystem 1, ...,z mit s = n heifit eine Orthogonalbasis von V.
(2) Ein Orthonormalsystem x1, ..., 2s mit s = n heiit eine Orthonormalbasis (ONB)
von V.

BEISPIEL 25.5. Im R"™ bildet die Standardbasis ey, ..., e, bzgl. des Standardskalar-
produkts (— | —) eine ONB:

€Z|€J Z e]k_z(szk 6k_613

k=1 k=1
Entsprechendes gilt fiir C”.
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DEFINITION 25.6. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Sei X C V
eine Teilmenge. Definiere
XJ‘déf{vGV|<v|x>:0fﬁrallex€X}.
Ist U C V ein Unterraum, so heit U+ das orthogonale Komplement von U in V.

BEMERKUNG 25.7. Sei (V,{(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Sei X C V
eine Teilmenge. Dann ist X+ ein Unterraum von V mit X N X+ C {0}.

BEwEIS. Es gilt (0 | ) = 0 fiir alle € X, also ist 0 € X*. Sind v, v € X+, so gilt
(w+v' |z)y=(w|z)+ @ |2) =0+0=0fiiraller € X, alsov+v € Xt. Ist v e Xt
und « € K, so gilt (av | ) = a(v | z) = a-0 = 0 fiir alle z € X, also av € X*. Sei
r € X N X+, Dann gilt (z | #) = 0, und aus (SP 2) folgt = = 0. O

Alternativer Beweis der Unterraumeigenschaft: Es ist offenbar

Xt = ﬂ Kern(p,)
reX
als Durchschnitt von Unterrdumen selbst ein Unterraum, wobei fiir jedes x € X die lineare
Abbildung ¢, gegeben ist durch (— | z), also durch ¢, (v) = (v | x) fiir jedes v € V.

SATZ 25.8 (Projektionslemma). Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Sei U C V ein Unterraum mit einer Orthonormalbasis u1,...,u,. Dann lisst sich jedes
v € V eindeutig schreiben als

v=u+w mit ueU, weU" .
Es gilt dabei u =Y ;_, (v | w;)u,.
BEWEIS. Ewistenz. Setze u < iy (v | ui)u; und w “ » — u. Dann gilt v =u+w,
u € U, und es gilt
(wlu) = (v—ulu) = (v—(v]uu; |w)=(v|uw)—={v]u)u; |u)=0
fir alle s = 1,...,7, und es folgt w € U~L.
Eindeutigkeit. Gelte
v=u+t+w=u+w mit u v eU, w,w eU".
Es folgt
u—u =w —weUnU* = {0},
also u = v und w = w'. O
Es wird nun die Frage beantwortet, inwieweit Orthonormalbasen existieren. Das Pro-
jektionslemma spielt dabei die Rolle des Induktionsschritts.

SATz 25.9. Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine Or-
thonormalbasis.

BEWEIS. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Sei x1, ..., z, eine Basis
von V. Induktion nach n = dim(V).

Sei n = 1. Dann bildet ¢; x1/|z1]| eine Orthonormalbasis von V.

n—1 — n. Nach Induktionsvoraussetzung bildet besitzt der von x4, ..., x,_1 erzeugte
Unterraum U von V eine Orthonormalbasis ey, .. ., e,_1. Mit dem Projektionslemma kann

man x, schreiben als x,, = v+ w mit v € U und w € UJ-7 wobei u = Z?;ll (T | €;)e;

gilt. Es ist z,, &€ U, also w # 0. Normieren von w liefert einen weiteren Einheitsvektor
-1
o def Tn— Doy (Ta | ei)es
n = 1 .
lzn = 3221 (@n | ea)eill
Fiir jedes j =1,...,n—1 gilt (e, | e;) = 0. Also bildet ey, ..., e,_1, €, ein Orthonormal-
system von V aus n = dim(V') Vektoren. O
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BEMERKUNG 25.10. Explizite Durchformung des Induktionsarguments liefert das so-
genannte Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, welches konstruktiv aus einer vor-
gegebenen Basis z1,...,x, von V eine Orthonormalbasis e, ..., e, von V macht.

SaTz 25.11. Sei (V,(— | —)) ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt.
Sei U CV ein Unterraum. Dann gilt:
1) V=U+U+, UNnUL={0}, (U|U) =0.
(2) (UHt=U.
Man sagt in der Situation von (1), dass U die orthogonale Summe von U und U+ ist
und schreibt V = U LU+,

BeEwEIs. (1) Mit V ist auch U endlichdimensional, besitzt also nach Satz 25.9 eine
Orthonormalbasis. Also kann man auf U das Projektionslemma anwenden, und es folgt
damit V = U + U*. Der Rest ist klar.

(2) Nach Definition gilt U C (U+)L. Sei v € (U+)L. Wegen V = U + U+ kann man
schreiben v = u + w mit v € U und w € U+. Es folgt

0=([w)=(utw|w)=(u|w)+(w|w)=(w|w),
also w = 0, und damit v =u € U. O

BEMERKUNG 25.12. Sei (V, (— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Seien U, W C
V' Unterrdume mit
(1) V=U+W, und
(2) (U|W)=0,d. h. (u]| w) =0 fiir alle u € U und alle w € W.
Dann gilt W =U+ und V =ULW.
BewEers. BEWEIS ALS UBUNG.
Sei w € W. Dann gilt (u | w) = 0 fiir alle u € U, also w € U~. Sei umgekehrt v € U+,
Schreibe v = u 4+ w mit w € U und w € W. Dann gilt 0 = (v | u) = (u +w | u) = (u |
u) + (w | u) = (u | u), und es folgt u = 0. Damit v = w € W. Insgesamt W = U-~. O

SATz 25.13. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und eq, ..., ey eine
ONB von V. Dann gilt:
(1) Fiir jedes x € V gilt x =Y 1 (x| €;)e;.
(2) HZ?:l aiei” = +V Z?:l |ovi 2. o
(3) (imy e | 2oiy Bies) = 205y il

BEWEIS. Direktes Ausrechnen. Ubung. |

26. Der adjungierte Endomorphismus

Sei K = R oder K = C. Sei im folgenden (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarpro-
dukt der endlichen Dimension n. Im Fall K = R ist also V' ein euklidischer Vektorraum,
im Fall K = C ein unitérer Vektorraum. Sei K — K, = — T die komplexe Konjugation
im Fall K = C und die identische Abbildung im Fall K = R.

LEMMA 26.1. Sei f: V — K eine lineare Abbildung. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes a € V mit f(x) = (x | a) fir jedes x € V.

BEWEIS. Ezistenz. Sei ey, ..., e, eine ONB von V. Setze
n
def —
I Zf(ei)ei.
i=1

Fiir jedes z € Vist x = > | (x| e;)e; nach Satz 25.13, und es folgt

n

fla) = (x|e)fle) = (o] ZW@ = (z]a).

i=1
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Findeutigkeit. Ist auch o’ € V mit f(z) = (z | ') fiir alle 2 € V, so folgt 0 = (z |
a — a’), insbesondere 0 = (a — o’ | a — a’), und daher a —a’ =0, d.‘h. a = a'. O

SATZ 26.2. Zu jedem f € Endg (V) gibt es ein eindeutig bestimmtes f* € Endg (V)
mit
(f(@) [y) = (= | f"(¥)

fir alle x, y € V.

f* heifit der zu f adjungierte Endomorphismus von V.

BEWEIS. Sei f € Endg (V). Sei y € V. Dann ist die Abbildung V' — K, = — (f(z) |
y) linear, und daher gibt es nach dem vorigen Lemma ein eindeutig bestimmtes y* € V

mit (f(z) | y) = (x| y*) fir alle x € V. Definiere f*: V — V durch f*(y) = y* fiir jedes
y € V. Nach Konstruktion erfiillt f* die behauptete Formel fiir das Skalarprodukt. Es ist
f* linear: Seien y, z € V, sei a € K. Dann gilt
(| ffly+2) = (f@)|y+2)={f(x)y)+{f(z)]2)
@] W)+ @ | [ (2) = | )+ [ (2))

und

(] fay)) = (f(2)|ay) =a(f(2)|vy)
= alx [ f(y) = (= af (),
und es folgt f*(y + 2) = F*(y) + f*(2) sowie f*(ay) = af*(y).
Zur Eindeutigkeit: Sei auch f € Endg (V) mit (f(x) | y) = (x| f(y)) fiir allex, y € V.
Dann gilt (z | (f* — f)(y)) = 0 fiir alle z, y € V, und es folgt (f* — f)(y) = 0 fiir alle
yEV,alsof*:f. O

BEMERKUNG 26.3. Fiir den adjungierten Endomorphismus gelten folgende Eigen-
schaften:

(1) (1y)* = 1y.
(2) Fiir (fog)* =g o f*.
(3) Fiir alle f € Endg (V) gilt (f*)* = f.

Beweris. (1) ist klar.
(2) Fiir alle z, y € V gilt

(fogl@)|y) = (flg(x))|y) =" (g9(z) | f"(v))
= (z|g"(f* W) =(x|g o f )
(3) Fiir alle z, y € V gilt

(@[ ()W) = (@) [y) =y | [*(@) = (Fy) [ 2) = (= | f(y))-

SATZ 26.4. Sei f € Endg (V).

(1) Es ist Kern(f*) = Bild(f)* und Bild(f*)) = Kern(f)*.
(2) Ist U ein f-invarianter Unterraum von V, so ist U ein f*-invarianter Unter-
raum von V.

BEWEIS. (1) Sei y € V. Dann gilt
yeBild(f)t & (fx)|y)=0 VzeV
& (@[ ffy)=0VeeV < f(y) =0
< y € Kern(f").
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Wendet man dies nun auf f* statt f an, so folgt Bild(f*)* = Kern((f*)*) = Kern(f),
und damit

Bild(f*) = (Bild(f*)*)* = Kern(f)*.
(2) Sei € U*. Dann gilt (u | f*(x)) = (f(u) | ) = 0 fiir alle u € U, also f*(z) €
U+t. ]
SATZ 26.5. Sei B = (e1,...,e,) eine ONBvonV. Sei f € Endg (V). Ist A= Mp(f) €
M(n; K), so gilt
M) = A 7
BEWEIS. Fiir jedes z € V gilt z = > (x | e;)e;, insbesondere f(z) = > (f(z) |

i=1 i=1
e;)e;. Wendet man das auf = e; an, so erhiilt man f(e;) = Y1 (f(e;) | ei)e;, und
damit A = ((f(e;) | eZ-))i ;- Bs folgt

M(f*) = (/" (ej) | ), =

J

(e | fe)), , = (e Te), , = TA = A"

FOLGERUNG 26.6. Seien f, g € Endg(V), sei a € K. Dann gilt

(1) (f+9)=f"+g"
2) (af)” =af*.

BEWEIS. Dies folgt einerseits genau wie in 26.2, andererseits aber auch durch Be-
trachtung der darstellenden Matrizen bzgl. einer ONB. |

FOLGERUNG 26.7. Sei f € Endg (V). Dann gilt:

(1) rang(f*) = rang(f).
(2) Ist f bijektiv, so ist f* bijektiv, und es gilt (f*)~1 = (f~1)*.

BEWwEIs. (1) folgt sofort aus Satz 26.5. Der erste Teil von (2) folgt sofort daraus, der
zweite Teil folgt mit 26.2. (]

27. Isometrien

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt.
DEFINITION 27.1. (1) f € Endg (V) heiit Isometrie, falls

{(f(2) [ f(y)) = (= [ y)

fiir alle z, y € V gilt. (f ist “winkeltreu”)
(2) Gilt K = C, so nennt man eine Isometrie f auch unitdre Abbildung.
(3) Gilt K =R, so nennt man eine Isometrie f auch orthogonale Abbildung.

BEMERKUNG 27.2. (1) 1y ist eine Isometrie.
(2) Sind f, g € Endg (V) Isometrien, so auch f o g.

)
BEWEIS. (1) ist klar. Zu (2). Fir alle z, y € V gilt
(fog(@) | fogly)) = {flg(x)) [ flg()) = (f(x) [ f(y)) = (x [y).

LEMMA 27.3. Sei f € Endg (V). Aquivalent sind:

(1) f ist Isometrie.
(2) Es gilt || f(x)| = ||=|| fir alle x € V. (f ist “lingentrew”)
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BEWEIS. (1)=(2): Fiir alle z € V ist ||f(2)||*> = (f(z) | f(z)) = (z | z) = ||z|]>.
(2)=(1): Es gelte K = R: Fiir alle z, y € V gilt

1
(@l y) =5 (e + vl =l = lyl1?).

Dann ist klar, wie (1) aus (2) folgt.
Es gelte K = C. Es gilt

1
Re((@ | 9)) = 5 (I +yl2 = ll2]1* - 1y]1*)
und Im((z | y)) = Re(—i(z | y)), und auch in diesem Fall folgt dann (1) aus (2). O

SATZ 27.4. Sei f € Endg (V) eine Isometrie. Dann gilt:
(1) f ist bijektiv.
(2) f~1 ist eine Isometrie.
(3) Es gilt f*= f~1.
BEWEIS. f ist injektiv: Denn gilt f(z) = 0, so ist 0 = || f(z)|| = ||z||, also auch x = 0.
Wegen dim(V') < oo folgt, dass f: V — V auch surjektiv ist. Weiter folgt fiir alle z, y € V'

@) L) = FUETH @) LA @) = (@ ]y,

also ist auch f~' Isometrie, und ferner

(@ [y) = {f2) [ f(y)) = & | [ (F ),

was f* o f = 1y impliziert. Damit folgt weiter
ffr=foly=fo(fof )= of)oft=1yoft=f"
O

Satz 27.5. Sei f € Endg (V). Sei B = (e1,...,en) eine ONB von V. Sei Sei A =
Mg(f) € M(n; K). Aquivalent sind:
) f ist eine Isometrie.
) f ist bijektiv und es gilt f~1 = f*.
) Es gilt f*o f =1y.
) Es gilt fof*=1y.
) (f(e1),..., f(en)) ist eine ONB von V.
) Esist A€ GL(n; K) mit A~ = A*.
) Es gilt A*- A= E
) Es gilt A- A* =
) Die Spalten von A bzlden eine ONB von (K™, (— | —)).
(10) Die Zeilen von A bilden eine ONB von (M(1,n; K),(— | —)) (analog definiert).

DEFINITION 27.6. (1) A € M(n;C) heifit unitar, falls A* - A = E,, gilt.
(2) A € M(n;R) heiit orthogonal, falls *tAA = E,, gilt.

FOLGERUNG 27.7. (1) Fir eine unitire Matriz A € M(n;C) gilt | det(A)| = 1.
(2) Fiir eine orthogonale Matriz A € M(n;R) gilt det(A) = £1.

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
10

BeEweEis. Klar. O

BEWEIS VON SATZ 27.5. Die Aquivalenz von (1), (2), (3), (4), (6), (7), und (8) ist
zusammen mit dem zuvor gesagten klar. Auch ist klar, dass (5) aus (1) folgt.

Gelte (5). Seien x = >0 | aies, y = Yy Bie;. Nach 25.13 gilt (x| y) = >0, ;s
AuBerdem gilt f(z) = > 1, a; f(ei), f(y) = >y Bif(e;), und wiederum aus 25.13, nun
angewandt auf die ONB f(e1),... f(en), folgt (f(z) | f(y)) = Yory iBi = (x| y). Also
ist f Isometrie.

(9) folgt aus (5), angewandt auf die Standardbasis ey, ..., e,. Analog folgt (10) aus
(5). Ebenso folgt (5) aus (9) bzw. aus (10). O
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SATZ UND DEFINITION 27.8. (1) Die Menge der unitiren Matrizen bildet eine
Untergruppe von GL(n;C), die mit U(n) bezeichnet wird. “Unitire Gruppe vom
Gradn”.

def

(2) SU(n) = {4 € U(n) | det(A) = 1} ist eine Untergruppe von O(n). Deren
Elemente heiflen spezielle unitire Matrizen. “Spezielle unitire Gruppe vom Grad
n”.

(3) Die Menge der orthogonalen Matrizen bildet eine Untergruppe von GL(n;R), die

mit O(n) bezeichnet wird. “Orthogonale Gruppe vom Grad n”.

(4) SO(n) = {A € O(n) | det(A) = 1} ist eine Untergruppe von O(n). Deren

Elemente heiffen speziell orthogonale Matrizen. “Spezielle orthogonale Gruppe
vom Grad n”.

BEWEIS. Das ist nun klar. |

BEMERKUNG 27.9. Analog bildet die Menge der Isometrien f von V eine Gruppe, die
im Fall K = C mit U(V) (bzw. SU(V), falls det(f) = 1), und im Fall K = R mit O(V)
(bzw. SO(V), falls det(f) = 1) bezeichnet wird.

SATZ 27.10. Sei f € Endg (V) eine Isometrie. Sei A € K ein Figenwert von f. Dann
gilt |\| = 1.

BEWEIS. Sei z ein zu A gehoriger Eigenvektor. Dann gilt
(@|z) = (f(2) ]| f(2)) = Az | Az) = A\(z | @),
und wegen (z | ) # 0 folgt [A\|> = A\ = 1. O

Unitdre Endomorphismen. Wir behandeln zunéchst den Fall K = C, was wir nun
voraussetzen.

Satz 27.11. Sei f € U(V). Dann gibt es eine ONB bestehend aus Eigenvektoren von
I

BeEwEIs. Induktion nach n = dim(V).
Sei n = 1. Es existiert ein Eigenwert A € C, und normiert man einen zugehorigen
Eigenvektor, so liefert dieser eine ONB von V bestehend aus Eigenvektoren.

Sei nun n > 2. In C existiert ein Eigenwert von f (Fundamentalsatz der Algebra), und

(nach Normierung) ein zugehoriger normierter Eigenvektor e; € V. Sei U et Span(ey ).

Dann gilt V = U LU, und es ist dim(U+) = n — 1. Es ist U offenbar f-invariant, also ist
(wegen f* = f~1) offenbar auch U+ ein f-invarianter Unterraum. Nach Induktionsvoraus-

setzung hat U+ eine ONB ey, ..., e, bestehend aus Eigenvektoren von f |y.: U+ — U™,
Dies sind dann auch Eigenvektoren von f, und wegen V = U_LU> ist ey, eg, ..., e, eine
ONB von V, bestehend aus Eigenvektoren von f. |

FOLGERUNG 27.12. Sei A € U(n). Dann gibt es ein S € U(n), so dass STLAS =
S*AS eine Diagonalmatriz ist.

Man sagt auch, A sei unitdir-diagonalisierbar.

Orthogonale Endomorphismen. Wir behandeln jetzt den etwas komplizierteren
Fall K = R, was wir nun voraussetzen.

Zunichst schauen wir uns fiir kleine n = dim(V) die orthogonalen Endomorphismen
auf V' an.

27.13 (n=1). Fiir jedes x € V ist nur f(x) = +2 moglich, und es folgt f(z) = x fiir
alle x € V oder f(z) = —z fiir alle z € V.
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27.14 (n = 2). Es geniigt, die orthogonalen Matrizen A € M(2;R) zu bestimmen. Sei

A= (‘CL Z) € M(2;R)

orthogonal, d. h. es gilt A -*A = E,. Dies bedeutet
aA2+02=1,+d*=1, ac+bd=0.
Die ersten beiden Bedingungen bedeuten, dass es a, 8 € [0, 27| gibt mit
a=cosa, b=sina und ¢ =sin 3, d = cos .
ZEICHNUNG (Einheitskreis)

Aus der dritten Bedingung folgt sin(a + /) = cosasin 8 + sin awcos 8 = 0, und daher
ist a + B ein ganzahliges Vielfaches von 7, d. h. entweder ein geradzahliges oder ein
ungeradzahliges Vielfaches von 7. Es folgt:

(1) entweder ¢ =sin 8 = —sina und d = cos 8 = cos a,
(2) oder c=sinf8 =sina und d = cos f = — cos a.

Es gibt also ein eindeutiges a € [0, 27| mit

A cosa —sina
sinae  cos«

A [cosa sina \ fcosa —sina 1
sina —cosa sina  cosa -1/

Ferner gilt: Ist det(A) = 1 (oberer Fall), so hat A nur dann reelle Eigenwerte, wenn
a = 0oder a = 7 gilt. Denn es ist x4 = T?—2cos(a)T+1, und die (komplexen) Nullstellen
sind cos o £ v/cos2 a — 1, also reell genau dann, wenn cos? a = 1, d. h. cosa = +1 gilt.

Ist hingegen det(A) = —1 (unterer Fall), so hat A die Eigenwerte +1 und —1, und
die zugehorigen Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander. Denn es ist x4 =72 — 1 =
(T — 1)(T + 1); ist = Eigenvektor zum EW +1 und y Eigenvektor —1, so gilt (z | y) =
(Az | Ay) = (x| —y) = — (z | y), also (z | y) = 0.

Geometrische Interpretation: Es ist

cosa —sino 1\  [cosa
sina  cosa 0 sina )’

und man sieht, dass dadurch eine Drehung in R? um den Nullpunkt um den Winkel o
durchgefiihrt wird. Hingegen beschreibt

(-)-6)-C)
-1 Yy -y
eine Spiegelung an der z-Achse, und damit beschreibt (CQSO[ sma ) eine “Drehspie-

sina —cosa
gelung”, d. h. eine Spiegelung gefolgt von einer Drehung (oder auch umgekehrt).

oder

27.15 (n = 3). Sei (V,(— | —)) ein dreidimensionaler euklidischer Vektorraum. Sei
f:V — V orthogonal. Das charakteristische Polynom xy € R[T] hat nach dem Zwi-
schenwertsatz aus der Analysis mindestens eine reelle Nullstelle A\;. Nach Satz 27.10 gilt
A1 = £1. Sei 2 ein Eigenvektor zu A;. Ohne Einschridnkung gelte ||z1]] = 1. Man kann
x1 zu einer ONB B = {1, x2, 23} von V ergénzen. Es ist dann

A0 O
Mg(f)=A=1| 0
0 A’

Mit A ist offenbar auch A’ € M(2; R) eine orthogonale Matrix, d. h. A" € O(2). Zwei Fille:
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(1) det(f) = det(A) = +1. Ist Ay = —1, so muss det(A’) = —1 sein. Wie in der
Behandlung des Falls n = 2 ersichtlich, kann man x5, x3 so wihlen, dass Ao = +1
und A3 = —1 gilt, und dann

-1
A= 1
-1

Dies ist eine Drehung mit Achse Rey und Winkel 7. (Hierbei ist eq, eq, e3 die
Standardbasis von R3.)
Gilt aber A\ = +1, so muss det(A’) = 41 sein, also gibt es ein (eindeutiges)
a € [0, 27| mit
1
A= cosa —sina
sina  cosa

Dies ist eine Drehung mit Achse Re; und Winkel a.
(2) det(f) = det(A) = —1. Analog zum vorigen Fall gibt es nach geeigneter Wahl
von xy, rz die Moglichkeiten

1
A= 1
-1
(Spiegelung an der ej-ea-Ebene) und
-1 -1 -1
A= cosa —sina | = cosa —sina | - 1 ,
sina  cosa sina  cosa 1

eine Drehspiegelung, hier eine Spiegelung an der es-es-Ebene gefolgt von einer
Drehung mit Achse Re; und Winkel . (Als Spezialfall & = 7 erhélt man A =
—FE3, eine Punktspiegelung am Nullpunkt.

SaTz 27.16 (Normalform orthogonaler Endomorphismen). Sei (V,{(— | —)) ein n-
dimensionaler euklidischer Vektorrau. Sei f € O(V). Dann gibt es eine ONB B, so dass
+1
+1
-1
Mp(f) =
-1

mit r > 0 vielen +1, mit s > 0 vielen —1, mit t >= 0 mit r + s + 2t = n, und zu jedem
ie{l,...,t} gibt es a; € [0,27[, a; # 0, ™ und

A, = ( COS (v; —sinai> € 50(2).

sina;  cosaqy
Zum Beweis verwenden wir folgendes

LEMMA 27.17. Sei f € Endg(V) ein orthogonaler Endomorphismus, wobei dim(V') >
1 gelte. Dann gibt es einen f-invarianten Unterraum U von V mit 1 < dim(U) < 2.
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BEWEIS VON SATZ 27.16. Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 1 ist die Sache klar.
Gelte nun n > 2. Nach dem Lemma gibt es einen f-invarianten Unterraum U von V', mit
dim(U) = 1 oder dim(U) = 2. Es gilt V = U @ U+. Wegen f* = f~!ist UL auch ein
f-invarianter Unterraum von V, und f |yo: U+ — U~ ist orthogonal, so dass man auf
f |y+ die Induktionsvoraussetzung anwenden kann: Es gibt eine ONB B’ von U+, so dass
die diesbzgl. Darstellungsmatrix die behauptete Form hat. Wir miissen uns noch um U
selbst kiimmern.

Ist dim(U) = 1, so enthilt U einen normierten Eigenvektor zu einem Eigenwert A; =
+1 oder Ay = —1. Mit diesem Eigenvektor ergéinzt man B’ zu einer ONB B von V.

Ist dim(U) = 2, so hat U eine ONB eq, es, so dass f |y: U — U bzgl. dieser Basis
dargestellt wird durch eine Matrix der Form

+1 cosa —sina .
< il) oder (sina cosa> mit o # 0, 7.

Mit ey, ez ergéinzt man B’ zu einer ONB von V mit den gewiinschten Eigenschaften. O

BEWEIS DES LEMMAS. Sei A € M(n;R) die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer
gewihlten ONB. Es geniigt zeigen, dass es einen Unterraum U von R"™ gibt mit A-U C U
und mit dim(U) =1 oder dim(U) = 2.

Wir “komplexifizieren”: Definiere g: C* — C™ durch g(z) = Az (fiir z € C™). Bagl.
der Standardbasis wird g dargestellt durch A, ist also unitédr. Es gibt einen Eigenwert
A € C, also dazu ein z € C™ mit z # 0 und g(z) = Az. Auflerdem gilt, da A reell ist,

(27.1) Az = Az =Xz = )z
Also ist Z ein Eigenvektor zu . Daraus werden nun zwei reelle Vektoren definiert, durch
ef 1 ef 1
e 5(z+2)y o 5?2 eR™

Es gilt z = x + dy. Sei U def Span(z, y) € R™. Dann gilt 1 < dimg(U) < 2. Schreibe
A =a+ bi, mit a, b € R. Dann folgt

1 _
Az = %(Az + Az) = 5()\2 + AZ) = Re(Az) = ax — by,
1 1 —
Ay = 2—(/12 — A7) = 2—()\2 —AzZ) = Im(\z) = bz + ay.
i i
Es folgt A-U C U. ]

FOLGERUNG 27.18. Sei A € O(n). Dann gibt es S € O(n), so dass S~'AS = tSAS
eine Matriz wie in Satz 27.16 ist.

Rechenbeispiele.

LEMMA 27.19. Sei f € U(V) oder f € O(V). Sind z, y € V Eigenvektoren zu ver-
schiedenen Eigenwerten A, u € K, so gilt (x| y) = 0.

BEeEweEs. Es gilt
(@) = {f(2) [ f(¥)) = Az | py) = Nz | y).

Nimmt man (z | y) # 0 an, so folgt At = 1. Wegen |u| = 1 folgt aber 7 = g, und damit
A= p. |

1

27.20. Sei A unitdr. Dann ist A diagonalisierbar. Man berechnet Basen aller FEi-
genrdume und normalisiert diese (einzelnen) Basen mit dem Schimdtschen Orthonorma-
lisierungsverfahren. Nach dem vorigen Lemma erhélt man damit eine ONB eq,..., e,
von C™. Sei S = (e1,...,e,) € M(n;C) die aus den Spaltenvektoren ey, ...,e, zusam-
mengesetzte Matrix. Diese ist unitér, und es ist S*AS eine Diagonalmatrix, bei der die
Eigenwerte von A (entsprechend ihrer Vielfachheit) auf der Hauptdiagonalen stehen.
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BEISPIEL 27.21. Sei

2/V/5 i/vV5 0
A={i/V5 2//5 0] €M(3;C).
0 0 1

Offenbar bilden die Spalten eine ONB von (C3, (— | —)), daher ist A unitér. Es gilt
Xa = ((T=2/V5)(T = 2v5) + 1/5))(T — 1) = (T? = 4/V5T + 1)(T - 1).
Eigenwerte sind also 1, 2/\/5 + z/\/g Man rechnet:

0
E(A1) = (|0])
1
1 1/V2
E(A2/V5+i/V5) = ([1])=([1/v2])
0 0
1 1/v/2
BE(A2/V5—i/V5) = ([-1])=(|-1/v2 )
0 0
Nach dem Lemma bilden die normierten Vektoren zusammen eine ONB von C". Es ist
also
0 1/vV2 1/V2
1 0 0
und es gilt
1
S*AS = 2/V5 +i/V5
2/v5 —i/\/5
27.22. Sei A € O(n). Wir fassen A als komplexe Matrix auf. Dann gilt A € U(n).
Es gibt also eine ONB von C™ bestehend aus Eigenvektoren ey, ..., e, von A. Seien ohne
Einschréinkung ey, ..., e, die Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten Aq,..., A\, € {1}, die

restlichen Basiselemente seien Eigenvektoren zu den komplexen, nicht-reellen Eigenwerten,
und wegen (27.1) sowie dem vorigen Lemma kann man ohne Einschrinkung annehmen,

dass diese Basiselemente von der Form e, i1, &11,...,€rt+k, ér1% sind (r + 2k = n). Fiir
j=r+1,...,n setzt man dann
def 1 _ def 1 _
zj = lej+&), v = (e — &) €R™

24
Offenbar gilt ||z;|| = 1/v2 = ||y;||. Man sieht:

(1) e1,..ser, V201, V2Urits - - -, V220, V24, ist eine ONB von R™.
(2) Die aus deren Spaltenvektoren zusammengesetzte Matrix S € M(n; K) ist folg-
lich orthogonal, und es ist tSAS eine Matrix wie in Satz 27.16.

BEISPIEL 27.23. Sei
/2 -1//(2) 1/2
A=11/1/(2) 0 —-1/4/(2) | € M(3;R).
1/2 1/1/(2) 1/2
Es ist
XA=T>—T*+T 1= (T—-1)(T?+1) = (T —1)(T —i)(T +1).
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Die komplexen Eigenwerte sind also 1, 4, —i = 7. Man rechnet: Es wird F(A, 1) durch den

1 1/v2
0

Vektor v1 = | 0 | erzeugt, und daher auch durch den normierten Vektor e; =
1 1/V2
-1 —1/2
Rechnet man in C", so ergibt sich, dass F(4,i) = (| iv/2 |) = (e2) mit es = | i/v/2
1 1/2
~1/2
Es folgt E(A, —i) = (e3) = (| —i/v/2 | ). Man bildet
1/2
1 —1/2 1 0
55225(62-&-@): 0 7y2=Z(€2—@)= 1/V/2
1/2 0

und multipliziert diese noch mit V2. Man erhilt die orthogonale Matrix

1/vV2 —1/v/2 0
S = [61, \@332, \/iyg] = 0 0 1 s
1/vV2 1/vV2 0

und damit gilt

'SAS = = cos3m/2 —sin3m/2

sin3w/2  cos3m/2

28. Selbstadjungierte Endomorphismen
Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt.

DEFINITION 28.1. (1) f € Endg (V) heilit selbstadjungiert, falls f* = f gilt.
Gilt K = R, so nennt man f auch symmetrisch.
(2) A € M(n; K) heiit hermitesch, wenn A* = A gilt. Im Fall K = R bedeutet dies
gerade A = A, und A heiit symmetrisch.

BEMERKUNG 28.2. Sei f € Endg (V). Sei B = (ey,...,e,) eine ONB von V. Sei
A = Mg(f) € M(n; K). Aquivalent sind:
(1) f ist selbstadjungiert (bzw. symmetrisch).
(2) Esgilt (f(z) |y) = (z| f(y)) fir alle z, y € V.
(3) A ist hermitesch (bzw. symmetrisch).

Satz 28.3. Sei f € Endg (V) selbstadjungiert. Dann hat das charakteristische Poly-
nom x s reelle Koeffizienten und zerfdllt in R[T] vollstandig in Linearfaktoren.

BEWEIS. Sei zundchst K = C. Sei A € C ein Eigenwert von f, und z € V ein
zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

Ma | z) = (x| z) = (f(2) | 2) = (2 | f(2)) = (& | \z) = Mz | 2),

und wegen (x | x) # 0 folgt A = ), also A € R. Da C algebraisch abgeschlossen ist
(Fundamentalsatz der Algebra), zerfillt x ¢ in C[T] in Linearfaktoren. Da die Nullstellen
von x5 wie gezeigt alle reell sind, folgt x; € R[T].

Sei nun K = R. Sei A die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer ONB von V. Dann gilt
A* ='A = A. Definiere nun g: C* — C”, z — Ax. Ist C" mit dem Standardskalarprodukt
ausgestattet, so ist g offenbar ein selbstadjungierter Endomorphismus, denn bzgl. der
Standardbasis wird g dargestellt durch die Matrix A. Da aber x; = x4 = X, gilt, folgt
die Aussage nun aus dem ersten Teil des Beweises. |
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FOLGERUNG 28.4. (1) Eine hermitesche Matrix A € M(n; C) hat nur reelle Ei-
genwerte.
(2) Eine reelle symmetrische Matriz A € M(n;R) hat auch als Matriz aufgefasst in
M(n; C) nur reelle Eigenwerte.

SATZ 28.5 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen). Sei f € Endg (V)
ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gibt es eine ONB von V, die nur aus Fi-
genvektoren von f besteht.

Bewels. Induktion nach n = dim(V).

n = 1. Da f selbstadjungiert ist, besitzt f einen (reellen) Eigenwert A. Normiert
man einen zugehorigen Eigenvektor z, so bildet dieser eine ONB von V, die nur aus
Eigenvektoren von f besteht.

Sei nun n > 2. Da f selbstadjungiert ist, existiert ein (reeller) Eigenwert von f, und

(nach Normierung) ein zugehoriger normierter Eigenvektor e; € V. Sei U def Span(ey).
Dann gilt V = U LU, und es ist dim(U+) = n — 1. Es ist U offenbar f-invariant, also
ist (wegen f* = f) auch U+ ein f-invarianter Unterraum. Nach Induktionsvoraussetzung

hat UL eine ONB ey, ..., e, bestehend aus Eigenvektoren von f |y1: U+ — U*. Dies
sind dann auch Eigenvektoren von f, und wegen V = U _LU" ist ey, ea, ..., e, eine ONB
von V', bestehend aus Eigenvektoren von f. |

Das folgende ist eine etwas ausfiihrlichere Formulierung des Spektralsatzes.

SATZ 28.6. Sei f € Endi (V). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f st selbstadjungiert.
(2) f hat nur reelle Eigenwerte und V' hat eine ONB bestehend aus Eigenvektoren
von f.
(3) Es gibt eine ONB B, so dass Mp(f) eine Diagonalmatriz mit reellen Eintrigen
15t.

BEWEIS. (1)=-(2) folgt aus den vorigen Sétzen, (2)=-(3) ist klar. Gelte nun (3). Sei
B eine ONB, so dass A = Mpg(f) eine Diagonalmatrix mit reellen Eintriigen ist. Dann gilt
A* = A, und daher ist f* = f selbstadjungiert nach obiger Bemerkung. O

FOLGERUNG 28.7. Sei A € M(n; K) eine Matriz mit A* = A (also hermitesch oder
symmetrisch). Dann gibt es eine unitire bzw. orthogonale Matriz S € GL(n; K), so dass
S—1AS = S*AS eine Diagonalmatriz mit reellen Eintrigen ist.

Konkrete Berechnungen werden genau wie im unitédren Fall durchgefithrt. Man be-
rechnet Basen der einzelnen Eigenrdume und orthonormalisiert diese. Auch hier gilt:

LEMMA 28.8. Sei f ein selbstadjungierter Endomorphismus von V. Sind z,y € V
FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \ bzw. p, so gilt (x| y) = 0.

Beweis. UBUNG.

Mz [y) =z |y ={f@)|y) =(z | fy) = (x| ny) =up|y), und aus A # u
folgt (z | y) = 0. O

29. Symmetrische Bilinearformen

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt. (Zu Beginn kann
der Kérper ganz beliebig sein; spiter werden wir nur K = R betrachten.)

DEFINITION 29.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung s: VxV — K| (z,y) —
s(x,y) heifdt eine Bilinearform oder bilinear, falls sie linear in der linken und in der rechten
Komponenten ist, d. h. falls also fiir alle z, 2/, y, ¥’ € V und «, 8 € K gilt:

(1) s(z+2',y) = s(z,y) + s(2',y), s(az,y) = as(z,y),
(2) s(z,y+y) =s(z,y) +s(x,y), sz, By) = Bs(x,y),
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Eine Bilinearform s heifit symmetrisch, falls fiir alle z, y € V' gilt s(x,y) = s(y, x).

BEISPIEL 29.2. (1) Ein Skalarprodukt auf einem euklidischen Vektorraum ist
eine symmetrische Bilinearform. Dies gilt nicht fiir unitdre Vektorrdume.
(2) Sei A € M(n; K). Durch s(z,y) = !z Ay wird eine Bilinearform auf K™ definiert.
Genau dann ist s symmetrisch, wenn A es ist.
(3) Betrachte konkret n = 2 und A = —F5. Dann definiert s(x,y) = tx Ay = —tzy
kein Skalarprodukt, denn wegen s(x,z) = —txz < 0 liegt hier keine positive
Definitheit vor.

DEFINITION 29.3. Sei s: V x V' — K eine Bilinearform. Sei B = (vy,...,v,) eine
Basis von V. Dann heifit die Matrix

Mis(s) = M((— | -)) = <s<vi,vj>) € M(n; K)

i,
die Darstellungsmatriz zu s.

SATZ 29.4. Ist die Basis B = (v1,...,v,) von V fiziert, so definiert die Zuordnung
s — A = Mg(s) eine bijektive Abbildung von der Menge der Bilinearformen auf V und
M(n; K). Die Umkehrabbildung wird durch die Zuordnung A — s gegeben, wobei s(v, w) =
ty Ay fiir alle v, w € V gilt, wobei z, y € K™ die Koordinatenvektoren von v bzw. w bzgl.
B sind.
Ferner gilt:
s ist symmetrisch < A ist symmetrisch.

BEWEIS. Sei s eine Bilinearform und A = Mpg(s). Seien v = Z?:l av; und w =
2?21 Biv;. Dann gilt

n n n 51

s(v,w) = S(Z ;v;, Zﬁwi) = ZaiZﬁjs(vi,vj) =(a1,...,0p) A-

i=1 i=1  j=1 5n

Also ist “s — A +— s” die identische Abbildung. Ist umgekehrt A = (a;;) € M(n; K) und
s definiert durch die Formel ‘zAy wie im Satz beschrieben, so gilt sv;v; = fe;Aej = vy,

wobei ey, ..., e, die Standardbasis von K" ist. Es ist also auch “A — s — Mpg(s)” die
Identitat.
Der Zusatz ist unmittelbar klar. O

DEFINITION 29.5. Eine symmetrische Matrix A € M(n;R) heifit positiv definit, wenn
fiir alle z € R™ mit o # 0 gilt 'z Az = (2 | Az) > 0.

BEMERKUNG 29.6. Ist K = R, so gilt unter obiger Bijektion offenbar, dass eine
Bilinearform s genau dann ein Skalarprodukt ist, wenn deren Darstellungsmatrix bzgl.
einer (aller) Basis (Basen) positiv definit ist. Wir werden dafiir noch ein anderes Kriterium
angeben.

Satz 29.7 (Transformationsformel). Seien B und B’ zwei (endliche) Basen von V.

Seir T = Tg/ die zugehorige Ubergangsmatriz. Fir jede Bilinearform s auf V. gilt dann
MB/(S) = tT . MB(S) -T.

BEWEIS. Seien v, w € V und seien z, y € K™ bzw. 2/, ¢y € K™ die Koordinatenvek-
toren von v bzw. w bzgl. der Basis B bzw. B'. Es gilt © = T2’ und y = T%’. Setze noch
A = Mpg(s) und A’ = Mp/(s). Dann gilt

L' Ay = s(v,w) ="z Ay = (T2 ) A(Ty) = "2’ ("TAT)y/,
und weil das fiir alle 2/, ¥ € K™ gilt (nehme insbesondere die Standardbasisvektoren),
folgt A" =T AT. O
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Die Gestalt der Transformationsformel fiir Bilinearformen erméglicht dem Spektral-
satz Zugang im symmetrischen Fall:

SaTz 29.8 (Hauptachsentransformation). Sei (V,(— | —)) ein (endlichdimensionaler)
euklidischer Vektorraum. Sei s eine symmetrische Bilinearform auf V.

(1) Dann gibt es eine ONB B von V', so dass

Ay
A2
Mp(s) =
An
mit reellen Zahlen A1, ..., A\, gilt.
(2) Es gibt eine Basis B' von V, so dass
Ey,
MB/ (8) = —Eg
0

mit Einheitsmatrizen Ey, Ey gilt.

BeEwels. (1) Sei A die Darstellungsmatrix von s bzgl. irgendeiner ONB von V. Es
ist A symmetrisch, und daher gibt es nach Satz 28.5 ein S € O(n), so dass 'SAS =
diag(A1,...,Ay) ist mit den Eigenwerten Aj,...,\, von A, die allesamt reell sind. Ist
dann aber B = (by, ..., b,) die Basis, so dass S = T ist, so ist (da S orthogonal ist) auch
B eine ONB und es folgt die Formel in (1) aus der Transformationsformel.

(2) Mit den Bezeichnungen aus (1) seien die Aq, ..., A, ohne Einschrinkung so ange-
ordnet, dass A1,..., Ay > 0 sind, Agt1,..., Apqpe < 0, und Agqp41 = ... = Ay = 0 sind.
Man setzt

_1 - b ] —
y et | T b i=1,....k+¢

Dann ist B’ = (b}, ..., b)) eine Basis von V, es gilt offenbar

s(biab%) D VI ;) —

ot ey M T E
S(bl’bl): W:p\zlzfl Z:k+1,...,k+€

0 sonst

und daher folgt, dass Mg (s) von der behaupteten Gestalt ist. O

BEMERKUNG 29.9. Es folgt aus dem Trdgheitssatz von Sylvester, dass die Anzahlen
k und ¢ in (2) durch s (und nicht nur durch A) eindeutig definiert sind.
Sarz 29.10 (Positiv-Definitheits-Kriterium). Sei A = (a;5) € M(n;R) symmetrisch.
Aquivalent sind:
(1) A ist positiv definit;
(2) Alle Eigenwert von A sind positiv (> 0).
(3) Fiir alle k =1,...,n gilt fir Ag = (aij)i<ij<k € M(k;R), dass det(Ag) > 0
181.

BEWEIS. (1)&(2): Seien Ay,..., A\, die Eigenwerte von A. Es gibt S € O(n) mit
tSAS = diag(A1, ..., \p). Fiir x = Y(2q,...,2,) € R™ gilt daher

n
trxAx = Z \iy?
i=1

mit y et ¢Sz, und dieser Ausdruck ist fiir alle 2 # 0 genau dann positiv, wenn alle \;
positiv sind.
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(1)=(3): Ist A positiv definit, so gilt det(A) > 0. Denn es gibt S € O(n) mit
tSAS = diag(A1,..., ), und wie in “(1)&(2)” gezeigt wurde, gilt Ay,..., A, > 0. Es
folgt det(A) = det(A) - det(S)?> = A1 -...- A, > 0.

Sei k € {1,...,n}. Sei # € R¥, & # 0. Sei 2/ € R™ der Vektor, dessen erste k-
Komponenten aus x bestehen und die restlichen = 0 sind. Dann gilt 'z Ayx = ta’ Az’ > 0.
Es ist also Ay, positiv definit, und daher gilt det(Ay) > 0.

(3)=(2): Sei A € M(n;R) symmetrisch, so dass det(Ay) > 0 gilt fir k =1,...,n. Wir
zeigen per Induktion nach n, dass dann alle Figenwerte von A positiv sind per Induktion
nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei nun n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dass
Ap—1 € M(n — 1;R) nur positive Eigenwerte hat. Es gibt also ein 7' € O(n — 1) mit
'TA, 1T = diag(ay,...,an_1), wobei aq,...,a,_1 > 0 gilt. Setze

s
Dann gilt
o 0 b1
LSAS = : | =B
0 Qp—1 ﬂnfl
Bl . 571,—1 ‘ Bn
Setzt man noch
71
(29.1) pY En : € GL(mR) mit ‘< 5,
Tn—1 ;i
0 0 1
so folgt
aq
tPBP = =D (='SP)A(SP)).
an

Nach Voraussetzung gilt det(A) = det(4,) > 0, damit auch det(B) = det(A) > 0, und
aus W folgt, dass auch «,, > 0 gilt. Also sind alle sy, ..., ay, positiv. Es folgt, dass
mit D auch A ='QDQ (mit Q = (SP)™!) positiv definit ist, und aus “(1)=(2)” folgt,
dass alle Eigenwerte von A positiv sind. (Das letzte Argument folgt auch einfacher aus
dem Sylvesterschen Trigheitssatz). O

DEFINITION 29.11. Sei s: V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Die Abbildung
q: V — K , die durch ¢(x) = s(z, z) definiert ist, nennt man eine quadratische Form bzw.
die zu s gehorige quadratische Form.

BEISPIEL 29.12. Sei V = R?. Sei A die symmetrische Matrix 4 = <g g) € M(2;R).

Esist x4 = (T—a)(T—a)— 3% = T? —2aT +(a?— 3?), und es ergeben sich die Eigenwerte
A1 = a4+ f und Ay = a — . Normierte Eigenvektoren dazu sind

(1) e (1)

Sei s die zu A gehorige symmetrische Bilinearform. Die zu s gehorige quadratische Form

ist gegeben durch
q(z) = q(x1,22) = aa? + 2Bx179 + ax’.
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Bzgl. der neuen Koordinaten e, es hat sie die Form
q(2) = q(z1,22) = (a + B)27 + (= B)73.

Es sind also die gemischten Terme x5 verschwunden.
Betrachte die Kurve C' = {x € R? | ¢(z) = 1}. Es gelte A\; > 0 und Ay # 0. Setzt man
a =1/v/A1 und b = 1/4/|A2|, so lautet die Gleichung in den z-Koordinaten:

2 2
AL, % g
a? = b2
Im Fall 4+ beschreibt dies eine Ellipse, im Fall — eine Hyperbel. Es sind a und b die sog.
Hauptachsen.
ZEICHNUNG

BEMERKUNG 29.13. (1) Eine Abbildung f: K™ — K™ heift affin, wenn eseinb € K™
und ein A € M(m, n; K) gibt mit

f(z) =Az+b firallex € K".
Es ist dabei f genau dann bijektiv, wenn (m = n) und A € GL(n; K) gilt. In dem Fall
gilt f~(y) = A=ty — A= fiir alle y € K™ Man nennt dann f ein Affinitdt.
29.14 (Quadriken). Wir behandeln hier beispielhaft nur den Fall n = 2. Sei V = R?,
sei
P(z,y) = 0112 + @122y + a22y” + ao1 + agzy + oo

mit reellen Koeffizienten. Die Nullstellenmenge

cz{ (;) 6R2|P(x,y):O}

nennt man eine (ebene) Quadrik (eben wegen n = 2). Wir kénnen dabei das Polynom
ohne Einschrinkung in der Form
P(z,y) = 0112 + 20122y + a22y” + 2001 + 20002y + Q00
schreiben. Setzt man noch
def def def
alp = a1, a1 = aiz und agy = apz,

SO ist

A (ay;) € M(3;R)

eine symmetrische Matrix. Sei v = <Z) Man erweitert v zu

~d
v lef z | e R3.

Y
Damit gilt offenbar
1
AT = (1,2,9) - A- | x| = P(x,y).
Y

Behauptung: Ist f: R? — R? eine Affinitit, so ist f(C) auch eine Quadrik.
Denn wird f durch w = f(v) = Pv + b beschrieben (P € GL(2;R), b = <bl) € R?),

ba
und sind ¥, w € R3 wie oben beschrieben die (um 1) erweiterten Vektoren und
. 110 0
P | € GL(3;R),

bo P
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so lésst sich f beschreiben durch @ = P und fiir Q = P! ist

- 1 0 0
Q=1 —-Qbh € GL(3;R);
—Qby Q

es folgt v = Qu und damit
w=f) e f(C) & velC = 0="7A0="0('QAQ)w.

Es wird also die Quadrik f(C') beschrieben (in den w-Koordinaten) durch die quadratische
Gleichung '@ (*QAQ)w = 0. —

Wir klassifizieren die Quadriken nun bis auf eine Affinitdt, durch die wir die Quadrik
durch eine einfache Gleichung beschreiben wollen. Es ist

@00 ‘ Qo1 (p2
A= Qo1 )
a2 A/

wobei A" € M(2;R) symmetrisch ist. Es gibt, wie im Beispiel zuvor, ein S’ € O(2) mit
tS'A'S" = diag(\1, A2). Setzt man

110 O
S=10 ,
0 S’
dann ist S € O(3) und es gilt
des Boo | Bor Boz
B'="'SAS=| Bo| M 0 )
Boz | 0 Ao

was bedeutet, dass nun der “gemischte” Term xy verschwunden ist. Wir wollen nun noch
die linearen Terme vereinfachen. Sicherlich ist der Fall Ay = Ay nicht von Interesse, denn
in dem Fall tauchen keine quadratischen Terme auf.

1. Fall: A1, A2 # 0. Man kann dann ohne Einschrinkung A; > 0 annehmen. Ferner
kénnte man statt S € O(3) wie oben S € GL(3;R) wihlen, so dass sogar

def Boo | Bor Boz
BYtsas— B 1 0
Bo2 | 0 £1

gilt. Man bildet nun P € GL(3;R) analog zu in (29.1):

4 1 0 0
PY | =Bn |1 0
Fho2 |0 1
Es folgt dann
Yoo |0 O
tPBP = 0|1 O
0|0 =+1

Ist dabei v9g = 0 so erhalten wir die Quadriken
22 4+9%> =0 ein Punkt

bzw.

22 —y?> =0 zwei sich schneidende Geraden.
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Ist 700 # 0, so kann man (nach evtl. Multiplikation der gesamten Gleichung mit —1)
annehmen, dass ygo < 0 gilt. Eine weitere Transformation mit der invertierbaren Matrix

wer [ |0 0
= 0| V=0 0
0 0 Vv —700

und anschliefender Division der gesamten Gleichung durch 7gg fithrt dann zu den Qua-
driken

z24+9%> =1 Ellipse,
2> —y?> =1 Hyperbel,
man muss aber auch den Fall
22 4+19°4+1=0 leere Quadrik

zulassen (da obige Bedingung, dass eines der \; > 0 ist, verletzt worden sein kann).
2. Fall: Ay # 0, Ay = 0. Wie oben erhilt man S € GL(3;R) mit

def Boo ‘ Bo1  Boz
B'="'SAS=| Bn |+l 0
Boz| O O
gilt. Man bildet nun
des 1 0 0
€
P=1 F8o1 |1 O
0 0 1

Es folgt dann

also eine Gleichung

+22 + 2701y + Y00 = 0.

Eine weitere Analyse liefert dann nach evtl. weiterer Transformation die moglichen Félle

22 = 2ay (a > 0) Parabel

22 = a*(a #0) Paar paralleler Geraden
2% = —a’(a #0) leere Quadrik
z2=0 Doppelgerade

Fazit: Jede ebene Quadrik ist ein Kegelschnitt.
ZEICHNUNG, Begriindung...

30. Normale Endomorphismen

Es gelten die Voraussetzungen wie in den Abschnitten iiber Isometrien und selbstad-
jungierten Endomorphismen.

LEMMA 30.1. Sei f € Endg (V). Dann gilt

Xf* = Xif'a

d. h. die Koeffizienten von x ¢ werden konjugiert. Insbesondere: Ist A € K FEigenwert von
f, so ist A Eigenwert von f*.
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BEWEIS. Sei A Darstellungsmatrix von f bzgl. einer ONB. Dann ist ‘A Darstellungs-
matrix von f* bzgl. derselben Basis. Es folgt

X = det(TE, —"'A) =det(TE, — A)

DEFINITION 30.2. f € Endg (V) heiit normal, falls f o f* = f* o f gilt.

BEISPIEL 30.3. (1) Jede Isometrie ist normal.
(2) Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal.

LEMMA 30.4. Sei f € Endg (V). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist normal.

(2) (f(2) [ f(v)) = (f*(x) | f*(y)) fir allez,yeV.
@) @) = [lf* @) fir alle z € V.

BewEss. Als Ubung. O

FOLGERUNG 30.5. Sei f € Endg (V) normal. Dann gilt Kern(f*) = Kern(f) und
Bild(f*) = Bild(f).

BEwWEIS. Es gilt
z €Kem(f*) & [ (z)=0 < [[f*(2)]|=0
< |f@l=0 <« fl)=0
<z € Kern(f).
Weiter folgt
Bild(f*) = Kern(f)* = Kern(f*)* = (Bild(f)*)* = Bild(f).
O

FoLGERUNG 30.6. Sei f € Endg (V) normal. Dann gilt fir jedes A € K fir die
FEigenrdume

E(f,\) = E(f",\).
def

BEWEIS. Setze ¢ = f — A-1y. Esist g* = f* — X - 1y. Man rechnet leicht nach,
dass g o g* = g* o g, also auch g normal ist. Es folgt E(f,A) = Kern(g) = Kern(g*) =
E(f*, ). 0

FOLGERUNG 30.7. Sei f € Endg (V) normal. Sind x,y € V Eigenvektoren zu ver-
schiedenen FEigenwerten A\, p € K, so gilt (x| y) = 0.

BEWEIS. Mit der vorigen Folgerung und dem Lemma gilt

Ale |y) = Qx| py) = (f(2) | f(y)
{<x | £ f W) = e | y) und
(7 f@) )=z ly)
und aus (x | y) # 0 wiirde folgen Az = pfi = A\, und damit A\ = pu. O
Satz 30.8. Sei (V,{— | —)) ein (endlichdimensionaler) unitirer Vektorraum. Sei

f € End¢(V). Dann sind dquivalent:

(1) f ist normal.
(2) FEs gibt eine ONB von V bestehend aus Eigenvektoren von f.
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BEWEIS. (2)=-(1): Seiey,...,e, eine ONB bestehend aus Eigenvektoren von f. Seien
A1, ..., Ay € C die zugehorigen Eigenwerte. Bzgl. dieser ONB wird f dargestellt durch die
Diagonalmatrix D = diag(\1,...,\,) und f* durch D* = diag(\1,...,\,). Offenbar gilt
D - D* = D*- D, und daher auch fo f* = f*o f, d. h. f ist normal.

(1)=(2): Man fiihrt einen Induktionsbeweis nach n = dim(V') wie fiir unitére oder
selbstadjungierte Endomorphismen: Ist e; ein normierte Eigenvektor zum Eigenwert \; €
C (Existenz nach dem Fundamentalsatz der Algebra), so gilt f*(e1) = Ajeq, also ist (e;)
ein f*-invarianter Unterraum, und daher ist U =4 {e1)* ein f-invarianter Unterraum. Da
auBerdem U ein f*-invarianter Unterraum und daher f |y : U — U normal ist, ergibt sich

die Behauptung nun per Induktion. O

SATz 30.9. Sei (V,(— | =) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Sei f €
Endg(V). Dann sind dquivalent:

(1) f ist normal.
(2) Es gibt eine ONB B von V, so dass

At

As

Mp(f) =

gilt, wobein = s+ 2t, A\y,..., A\s € R und

a; b )
M, = <bi a) € M(2R)

mitb; #0 gilt (i=1,...,t).

B.EWEIS. Beweis als Ubungsaufgabe. (Vgl. die Beweise von Satz 27.16, Lemma 27.17
und Ubungsaufgabe X1.4.) O
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Dualitét

31. Dualrdume

Es sei jetzt K wieder ein beliebiger Korper.

DEFINITION 31.1. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit der Vektorraum

V* Y Homp (V,K) = {¢ | ¢: V — K linear}

der Dualraum von V. Die Elemente von V* heiflen Lineare Funktionale oder Linearformen

auf V.

BEMERKUNG 31.2. Sie V' endlichdimensional. Dann gilt dim(V*) = dim(V). (Vgl.
12.3.)

BEIspIEL 31.3. (1) Seis: VxV — K eine Bilinearform auf dem K-Vektorraum
V. Dann ist fiir jedes a € V die Abbildung x — s(x,a) ein lineares Funktional.
(Ebenso x +— s(a,x).)

(2) Sei K =Roder K = Cund V ein endlichdimensionaler Raum mit Skalarprodukt
(— | —). Dann ist jedes lineare Funktional ¢ € V* von der Form ¢ = (— | a) fiir
ein eindeutig bestimmtes a € V. (Dies ist gerade Lemma 26.1.) Es gilt, im Fall
K =R, sogar, dass die Abbildung V' — V*, a — (— | a) ein Isomorphismus von
K-Vektorrdumen ist.

(3) Sei V=0C([0,1])) ={f:[0,1] = R | f stetig}. Dann ist die Abbildung

1
C(0,1]) > R, £ / f() da

ein lineares Funktional.

BEMERKUNG 31.4. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Zu jedem i € {1,...,n}
gibt es nach Satz 11.13 genau eine lineare Abbildung bf: V — K mit bf(b;) = d;;.

SATZ UND DEFINITION 31.5. Sei B = (b1,...,b,) eine Basis von V. Dann ist b3, ..., b}
eine Basis von V*. Sie heifst die Dualbasis zu B.

BEWEIS. Seien ay,...,a, € K mit ) ., a;bf = 0. Das bedeutet, es gilt > | a;bf(z) =
0 fiir alle x € V. Fiir © = b; erhélt man insbesondere

0=" " aibj(b;) = a
=1

fir j = 1,...,n. Also gilt oy = a3 = -+ = a,, = 0. Damit sind b7,...,b} linear un-
abhéngig. Wegen dim(V*) = dim(V) = n folgt, dass dies eine Basis ist. Wir zeigen aber
die Erzeugungseigenschaft nochmal direkt:

141
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Sei ¢ € V*. Fiir jedes i € {1,...,n} sei §; Lf w(b;) € K. Sei © € V, schreibe
z =73, a;b. Dann gilt

p(x) = o> aibi) = aip(bi)
i=1 i=1
= Y afi=) B
i=1 i=1
= > Bib; (Z Oéjbj)
i—1 =1

= S i),
i=1
und es folgt ¢ = > | B;br. O
FOLGERUNG 31.6. Zu jeder Basis B = (by,...,b,) von V gibt es einen Isomorphismus

bt V = V* mit vg(b) =bF (i=1,...,n).

FOLGERUNG 31.7. Sei V' endlichdimensional. Zu jedem v € V. mit v # 0 gibt es ein
v € V* mit p(v) # 0.

BEWEIS. Sei 0 # x = Y " | a;b;. Sei etwa ay, # 0. Dann gilt b (z) = b}, (37 agb;) =
Qi 7é 0. U

DEFINITION 31.8. Seien f: V' — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen.

Definiere f*: W* — V* durch f*(p) def po f (fiir jedes p € W*). Es heifit f* die zu f
duale Abbildung.

BEMERKUNG 31.9. (1) Esist f*: W* — V* wieder linear: Sind ¢, ¢ € W* und
a € K,sogilt f*(p+v) =(p+y)of=pof+iof=[f"(p)+ f () und
frlap) = (ap)o f =alpo f) = af*(p).

(2) Esgilt (1y)* = 1y-.
(3) Sind f: V — W und g: W — U linear, so gilt

(go f) = frog"
Denn fiir jedes ¢ € U* gilt (go f)*(p) = po(go f)=(pog)of=[f"(poyg) =
[ (g7(9)).
(4) Sind f, g: V — W linear und « € K, so gilt
(f+9)"=f"+g" uwd (af)" =af"
Mit anderen Worten: Die Abbildung
Hom(V,W) — Hom(W*,V*), f— f*

ist linear.
(5) Trotz selber Bezeichnung ist die duale Abbildung von der adjungierten Abbil-
dung eines Endomorphimsus aus dem vorigen Kapitel zu unterscheiden.

SaTz 31.10. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis
von V und C = (wi,...,wy) eine Basis von W. Seien B* = (bj,...,b}) und C* =
(wi,...,ws,) die zugehérigen Dualbasen von V* bzw. W*. Ist A = ME(f) € M(m,n; K),
so gilt

ME (f*) =tA e M(n,m; K).
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BEWEIS. Sei A = (a;;). Es gilt also f(v;) = Y v, aijw;. Es folgt

£ (W) (v)) = w0 f(v;) = w (Y anjwr) = .

k=1
Ist andererseits B = (8;;) = ME (f*), so gilt

Frwp) =" Brivy,
k=1

und es folgt
fr(wi)(v;) = Bji,

insgesamt «;; = B;;, damit B = tA. 0

DEerINITION 31.11. Eine Folge von zwei linearen Abbildungen U LV 4 W heit
exakt, wenn Bild(f) = Kern(g) gilt.
BEMERKUNG 31.12. (1) Bild(f) C Kern(g) ist gleichbedeutend mit go f = 0.

(2) Sei f: V — W linear. Es ist f injektiv genau dann, wenn die Folge 0 — V' Lw
exakt ist.

(3) Sei f: V — W linear. Es ist f surjektiv genau dann, wenn die Folge V' Lw S0
exakt ist.

SATZ 31.13. Sei U 5 V% W eine exakte Folge linearer Abbildungen. Dann ist die
Folge W* %5 V* I U™ exakt.

BEWEIS. Aus go f = 0 folgt 0 = 0* = (go f)* = f* o g*, und daher Bild(¢g*) C
Kern(f*).

Sei umgekehrt ¢ € Kern(f*), d. h. mit ¢ o f = 0, was mit Bild(f) C Kern(y)
gleichbedeutend ist, und wegen Bild(f) = Kern(g) mit Kern(g) C Kern(y). Zu zeigen
ist, dass es ein ¢ € Hom(V, K) gibt mit ¢ = ¢g*(¢)) = ¥ o g. Sei g1: V — Bild(g) die
Einschriankung von g auf sein Bild. Definiere ¢ : Bild(g1) — K durch v (g(z)) = o(z).
Dies ist wohldefiniert, denn ist g1(z) = g1(z’), so gilt © — 2’ € Kern(g1) = Kern(g) C
Kern(p), und es folgt ¢(x) = ¢(x'). — Nach Konstruktion folgt ¥ o g1 = ¢. Indem man
Y1 zu ¥ € Hom(W, K) auf ganz W beliebig fortsetzt, erhilt man 1o g = . |

FOLGERUNG 31.14. Sei f: V — W linear. Es gilt:

(1) f injektiv = f* surjektiv.
(2) f surjektiv = f* injektiv.
BeEwels. (1) Es gilt
f injektiv < 0>V L W exakt
= WL v 50 exakt
< f* surjektiv.
(2) geht analog. O

SATZ 31.15. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume. Dann ist
Hom(V, W) — Hom(W*,V*), f— f*
ein Isomorphismus.
BEWEIS. Gelte f* = 0. Dann gilt ¢ o f =0 fiir alle ¢ € W*. Ist f # 0, so gibt es ein
x € V mit f(z) # 0. Aber dann gibt es nach Folgerung 31.7 ein ¢ € W* mit ¢(f(z)) # 0,

Widerspruch. Also ist die Abbildung injektiv. Da beide Hom-R&dume gleiche Dimension
haben, folgt auch die Bijektivitét. O
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DEFINITION 31.16. Fiir jeden K-Vektorraum V bezeichne
Ve E (1) = Homge (V*, K)
den Dualraum des Dualraum von V', den Bidualraum von V.
SATZ 31.17. Sei V' ein K-Vektorraum. Die Auswertungsabbildung
e VoaV™ a0 (o))

ist linear und injektiv. Ist V endlichdimensional, so liefert e einen natiirlichen Isomor-
phismus V 5 V**,

BEWEIS. Seien x, y € V und o € K. Dann gilt fiir alle p € V*:

e(z+y)p) = wl@+y)=ep) +ey)
e(@)(p) +e(y)(p)

und

elaz)(p) = olazr) = ap(z)
(ae(z)) (),
und es folgt e(z + y) = e(x) + e(y) sowie e(ax) = ae(x).

Sei © € Kern(e). Es gilt also e(z) = Oy, d. h. o(z) = e(z)(p) = 0 fiir alle ¢ € V*.
Aus Folgerung 31.7 ergibt sich x = 0. Also ist e injektiv.

Ist V endlichdimensional, so auch V* (mit dim(V*) = dim(V)), und es folgt dim(V**) =
dim(V*) = dim(V'). Aus den Folgerungen des Rangsatzes folgt, dass e bijektiv, also ein
Isomorphismus ist. O



Literaturverzeichnis

[1] Siegfried Bosch: Lineare Algebra, Springer 2008.

[2] Gerd Fischer: Lineare Algebra, Vieweg 2000.

[3] Klaus Jénich: Lineare Algebra (Mit 110 Testfragen), Springer 2008.
[4] Serge Lang: Linear Algebra, Addison-Wesley 1972.

[5] Falko Lorenz: Lineare Algebra, Spektrum Akademischer Verlag 2003.

145



	Kapitel 1. Grundbegriffe
	1. Mengen und Abbildungen
	2. Gruppen
	3. Körper
	4. Die komplexen Zahlen
	5. Der binomische Lehrsatz

	Kapitel 2. Matrizen
	6. Das Rechnen mit Matrizen
	7. Der Algorithmus von Gauß

	Kapitel 3. Vektorräume und lineare Abbildungen
	8. Vektorräume
	9. Erzeugendensysteme und Basen. Lineare Unabhängigkeit
	10. Praktische Rechenverfahren
	11. Lineare Abbildungen
	12. Lineare Abbildungen und Matrizen
	13. Lineare Gleichungssysteme

	Kapitel 4. Determinanten
	14. Der Begriff einer Determinantenfunktion
	15. Die Formel von Leibniz
	16. Der Entwicklungssatz von Laplace und die Regel von Cramer
	17. Die Determinante eines Endomorphismus
	Ausblick auf das 2. Semester

	Kapitel 5. Ringe und Polynome
	18. Ringe
	19. Polynomringe

	Kapitel 6. Eigenwerttheorie
	20. Eigenwerte und Eigenvektoren
	21. Minimalpolynom und charakteristisches Polynom
	22. Endomorphismen als Moduln
	23. Die Jordansche Normalform

	Kapitel 7. Euklidische und unitäre Vektorräume
	24. Skalarprodukte
	25. Orthogonalität
	26. Der adjungierte Endomorphismus
	27. Isometrien
	28. Selbstadjungierte Endomorphismen
	29. Symmetrische Bilinearformen
	30. Normale Endomorphismen

	Kapitel 8. Dualität
	31. Dualräume

	Literaturverzeichnis

