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Einleitung

In vielen Bereichen der modernen Mathematik, wie etwa der Algebra oder der Topolo-
gie, hat es sich als sehr fruchtbar herausgestellt, mit dem Konzept von Kategorien und
einer universellen, kategoriellen Betrachtungsweise zu arbeiten. Als eine relativ einfach
zugängliche Klasse von Kategorien stellen sich hierbei die so genannten einreihigen Ka-
tegorien heraus. Diese sind dadurch charakterisiert, dass sich die Unterobjekte jedes ih-
rer unzerlegbaren Objekte durch Inklusion total ordnen lassen. In dieser Arbeit werden
wir uns mit den Eigenschaften einreihiger Kategorien beschäftigen, welche in der Dar-
stellungstheorie beim Studium einer bestimmten Klasse von Algebren, und zwar den so
genannten zahm-erblichen Algebren, auftreten. Es stellt sich heraus, dass eine wesentli-
che Komponente der Modulkategorie modA einer endlichdimensionalen, zahm-erblichen
k-Algebra A in ein Produkt von einreihigen Kategorien zerfällt, welche in diesem Kontext
auch

”
Röhren“ genannt werden. Jede Röhre ist wiederum als eine Erweiterungskategorie

einer bestimmten Familie einfacher Objekte darstellbar.

Es gibt viele Resultate, welche Röhren mit anderen mathematischen Objekten in Ver-
bindung setzen. So konnte Crawley-Boevey in [3] zeigen, dass sich die Gesamtheit aller
Röhren einer vorgegebenen zahm-erblichen Algebra durch eine projektive Kurve parame-
trisieren lässt. Ein weiterer Zusammenhang ist in [19] zu finden. In diesem Paper zeigt
Ringel, dass für eine spezielle Klasse von Algebren ein gewisser Schief-Potenzreihenring
mit Ableitung bereits die Gesamtheit aller Röhren mit einer Ausnahme charakterisiert.
Ein für die vorliegende Arbeit wesentliches Resultat wurde von Ringel in [20] angege-
ben. Es ist in der Tat so, dass eine Röhre aus der Modulkategorie einer zahm-erblichen
k-Algebra äquivalent ist zur Modulkategorie eines gewissen Rings, der sich wiederum aus
den Endomorphismenringen der Objekte in der Röhre selbst konstruieren lässt.

Am Beginn dieser Arbeit stand die Frage danach, ob sich für eine konkret gegebene
Röhre die genaue Struktur dieses von Ringel konstruierten Ringes bestimmen lässt. Hier-
bei werden wir uns auf so genannte homogene Röhren einschränken. Dies sind Röhren,
welche sich als Erweiterungskategorie eines einzigen einfachen Objektes ergeben. Im Fall,
dass der zugrunde liegende Skalarkörper k algebraisch abgeschlossen ist, ist eine Antwort
auf die Frage bereits bekannt gewesen. Es ist dann so, dass der Ring, welcher eine homo-
gene Röhre beschreibt, der Ring k[[T ]] der formalen Potenzreihen über k ist. Es lag die
Vermutung nahe, dass auch im allgemeinen Fall ein gewisser modifizierter Potenzreihen-
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2 Einleitung

ring auftritt. Hierfür kamen insbesondere so genannte Schief-Potenzreihenringe in Frage,
welche als formale Potenzreihenringe gesehen werden können, für die es eine zusätzliche
Vorschrift dafür gibt, wie die Koeffizienten mit den Variablen vertauschen (vgl. Defini-
tion 4.1). Da eine homogene Röhre wie oben erwähnt als Erweiterungskategorie eines
einzelnen einfachen Objektes entsteht, ging der Ansatz in die Richtung, dass sich der
Schief-Potenzreihenring allein aus Informationen gewinnen lassen sollte, die aus diesem
einfachen Objekt abgeleitet werden können. Es hat sich im Laufe der Arbeit herausge-
stellt, dass sich die Endomorphismenalgebra des einfachen Objekts und die Wirkung der
Auslander-Reiten-Translation τ auf diese als die geeigneten Größen herausstellen. Unter
der Zusatzannahme, dass der Körper k ein vollkommener Körper ist, konnte folgendes
Resultat bewiesen werden:

Hauptresultat. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra über einem vollkommenen
Körper k und T eine homogene Röhre in Γ(modA). Seien weiter S[1] der einfach re-
guläre Modul aus T , D seine Endomorphismenalgebra, und τ wie in (4.5). Ist H der
inverse Limes des Systems (3.11), so gibt es einen Isomorphismus

H ∼= D[[T ; τ−1]]

von k-Algebren.

Hierbei ist H gerade der von Ringel in [20] konstruierte Ring, welcher die homogene
Röhre T charakterisiert, und τ ist die Auslander-Reiten-Translation unter der Identifi-
kation von S[1] mit τS[1]. Dieses Ergebnis weitet das bekannte Resultat für algebraisch
abgeschlossene Körper k auf die wesentlich größere Klasse der vollkommenen Körper aus.

Wir werden im ersten Kapitel einen kurzen Abriss zu den zahm-erblichen Algebren lie-
fern. Insbesondere werden wir den Begriff der Darstellung einführen, welcher im letzten
Kapitel noch einmal eine wichtige Rolle einnehmen wird. Weiterhin sammeln wir einige
wichtige Definitionen und Standardresultate. Wir werden eine kombinatorische Invarian-
te einer k-Algebra kennen lernen, welche uns die Charaktierisierung der Algebren vom
zahm-erblichen Typ ermöglicht.

Das zweite Kapitel soll eine kurze Einführung in die Auslander-Reiten-Theorie darstel-
len, wobei wir die wesentlichen Notationen einführen werden und auch die Auslander-
Reiten-Formeln (Theorem 2.8) wiederholen, welche für die Arbeit von zentraler Bedeutung
sind. Im Abschnitt 2.2 werden wir eine wichtige Formel ableiten, welche die Auslander-
Reiten-Translation in Verbindung bringt mit dem Ext1-Raum gewisser unzerlegbarer Mo-
duln. Diese Formel wird sich als wichtig erweisen für die Berechnungen, welche wir in
Abschnitt 4.2 des letzten Kapitels tätigen werden. Abgeschlossen wird das zweite Kapitel
von einem kurzem Abriss zum Begriff des Auslander-Reiten-Köchers einer k-Algebra.

Im dritten Kapitel werden wir zunächst den Begriff der Röhre einführen und einige we-
sentliche Eigenschaften dieser Objekte kennen lernen. Es wird ein bekanntes Theorem



Einleitung 3

folgen, welches die Struktur des regulären Teils des Auslander-Reiten-Köchers einer zahm-
erblichen k-Algebra als ein Produkt von Röhren charakterisiert. Dem folgend werden wir
uns eine homogene Röhre herausgreifen und die Eigenschaften der Endomorphismenal-
gebren der unzerlegbaren Moduln dieser Röhre herausarbeiten. Anschließend wird die
Konstruktion von Ringel erläutert, und wir werden die wesentlichen Eigenschaften der
Algebra H, welche im Hauptresultat auftritt, untersuchen. Zum Abschluss dieses Kapi-
tels gehen wir kurz auf so genannte Torsionsmoduln ein.

Im finalen vierten Kapitel werden wir schließlich das Hauptresultat beweisen. Dazu werden
wir die Algebra H mit einer konkreten Tensoralgebra vergleichen und einen Isomorphis-
mus konstruieren, welcher das angegebene Resultat liefert. Als eine konkrete Darstellung
der Moduln der Algebra H werden wir im Anschluss die so genannten kleinen Darstellun-
gen kennen lernen und studieren. Hierbei wird sich auf natürliche Weise die Algebra H
aus deren Endomorphismenalgebren zurückgewinnen lassen.
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Kapitel 1

Erbliche Algebren und Gattungen

Im ersten Kapitel werden wir einen kurzen Überblick über erbliche Algebren und Gattun-
gen liefern. Die erblichen Algebren bilden in einem gewissen Sinne nach den halbeinfachen
Algebren die nächstkomplizierte Klasse von Algebren und sie wurden und werden umfang-
reich studiert. Von besonderem Interesse werden im Laufe der Arbeit die sogenannten
zahm-erblichen Algebren sein, die unendlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Mo-
duln besitzen, welche sich aber durch eindimensionale Kurven parametrisieren lassen.

Wir beginnen damit, grundlegende Bezeichnungen zu vereinbaren und einige wichti-
ge Resultate der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren zu wiederholen. Diese
können in Standardwerken wie [1] nachgeschlagen werden. Im folgenden bezeichnet k stets
einen (nicht notwendigerweise algebraisch abgeschlossenen) Körper und A bezeichnet eine
assoziative, endlichdimensionale k-Algebra mit 1. Wenn wir im Folgenden von Moduln re-
den, wird es sich (wenn nicht explizit anders formuliert) stets um rechte Moduln handeln.
Mit ModA bezeichnen wir die Kategorie der A-Moduln und mit modA bezeichnen wir die
Kategorie der endlich erzeugten A-Moduln. Nach einem Standardresultat ist ein Modul
einer endlichdimensionalen k-Algebra A genau dann endlich erzeugt, wenn er als Vektor-
raum über k endlichdimensional ist (vgl. [1, I.2]), weshalb wir modA auch als Kategorie
der über k endlichdimensionalen A-Moduln verstehen können.

Sind weiter M und N zwei A-Moduln, so bezeichnen wir mit HomA(M,N) den Raum
der A-Modulhomomorphismen f : M // N . Weiter sei EndA(M) := HomA(M,M).
Mit diesen Bezeichnungen wird HomA(M,N) mit der üblichen Verkettung von Abbil-
dungen auf natürliche Weise zu einem EndA(N)-EndA(M)-Bimodul. Mit Ext1

A(M,N)
bezeichnen wir den Raum aller Erweiterungen zwischen den A-Moduln M und N . Auch
dieser kann durch Pushout- bzw. Pullbackkonstruktionen auf natürlich Weise zu einem
EndA(N)-EndA(M)-Bimodul gemacht werden. Mit radA bezeichnen wir das Jacobson-
Radikal der Algebra A. Dieses wird sich als wichtiges Hilfsmittel dazu erweisen, einer
erblichen Algebra A einen Graphen zuzuordnen, welcher gewisse Invarianten der Algebra
sofort ablesbar macht und welcher fast die gesamte Darstellungstheorie dieser Algebra
beschreibt.
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6 Kapitel 1. Erbliche Algebren und Gattungen

Eine entscheidende Rolle in der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren
spielen die unzerlegbaren Moduln. Wir erinnern daran, dass ein von Null verschiedener
A-Modul M unzerlegbar heißt, wenn aus M ∼= M1 ⊕M2 schon M1 = 0 oder M2 = 0
folgt. In diesem Zusammenhang steht folgendes zentrale Resultat:

Theorem 1.1. (Krull-Remak-Schmidt). Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Dann
besitzt jeder von Null verschiedene Modul M aus modA eine Zerlegung M ∼= M1 ⊕ · · · ⊕Mn,
wobei M1, · · · ,Mn unzerlegbare Moduln mit lokalen Endomorphismenringen sind. Ist fer-
ner M ∼= M ′

1 ⊕ · · · ⊕M ′
m eine weitere Zerlegung von M in Unzerlegbare, so gilt m = n

und es gibt eine Permutation π ∈ Sn, sodass Mi
∼= M ′

π(i) für i = 1, · · · , n gilt.

Dieses Theorem wirft sofort die Frage danach auf, ob es für eine gegebene k-Algebra
A nur endlich viele oder unendlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer A-Moduln gibt.
Im ersten Fall nennen wir die Algebra A darstellungsendlich, im zweiten Fall darstel-
lungsunendlich. Wir werden uns in dieser Arbeit ausschließlich mit darstellungsunend-
lichen Algebren beschäftigen.

Eine k-Algebra A heißt basisch, wenn A/ radA das direkt Produkt von Schiefkörpern
ist. Ist A/ radA selbst ein Schiefkörper, so nennen wie die Algebra A lokal.

Weiterhin wird eine Algebra A zusammenhängend genannt, wenn aus A ∼= A1×A2

mit k-Algebren A1 und A2 folgt, dass A1 = 0 oder A2 = 0 ist. Wir werden bis zum Schluss
der Arbeit unter einer k-Algebra stets eine basische und zusammenhängende Algebra
verstehen.

Abschließend wollen wir noch festhalten, dass mit D := Homk(−, k) die Standard-
dualität bezeichnet sei. Diese überführt rechte A-Moduln in linke (und umgekehrt) und
der Funktor D : modA // modAop liefert sogar eine Äquivalenz von Kategorien (vgl.
[1, I, 2.9]).

1.1 Erbliche Algebren

Im folgenden Abschnitt werden wir einen kurzen (und unvollständigen) Überblick über
erbliche Algebren liefern. Diese bilden nach der Klasse der halbeinfachen Algebren in
gewissem Sinne die

”
nächstkomplizierte Klasse von Algebren“ und wir werden uns im

Verlauf dieser Arbeit ausschließlich mit diesen befassen. Am Anfang steht folgendes be-
kannte Resultat:

Theorem 1.2. Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Dann sind folgende Bedingun-
gen äquivalent:

• Jeder Untermodul von AA ist projektiv.

• Jeder Untermodul eines projektiven A-Moduls ist projektiv.

• Jeder Untermodul eines endlich erzeugten, projektiven A-Moduls ist projektiv.
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• Das Radikal jedes unzerlegbaren, endlich erzeugten, projektiven A-Moduls ist pro-
jektiv.

• Jeder Quotient eines injektiven A-Moduls ist injektiv.

• Jeder Quotient eines endlich erzeugten, injektiven A-Moduls ist injektiv.

• Der Quotient jedes unzerlegbaren, endlich erzeugten, injektiven A-Moduls durch sei-
nen einfachen Sockel ist injektiv.

• Für jeden A-Modul M gibt es eine exakte Sequenz 0 // P1
// P0

//M // 0
mit P0 und P1 projektiv.

• Für jeden A-Modul M gibt es eine exakte Sequenz 0 //M // I0
// I1

// 0
mit I0 und I1 injektiv.

• gl. dimA ≤ 1.

• Der Funktor Ext2
A(−,−) : (ModA)op ×ModA //Mod k verschwindet.

Für den Beweis dieses Resultats sei der Leser verwiesen auf [1, VII.1. und A.4].

Eine endlichdimensionale k-Algebra A, welche die in Theorem 1.2 genannten Bedingungen
erfüllt, heißt erbliche Algebra. Im nachfolgenden Abschnitt werden wir eine kombinato-
rische Struktur kennen lernen, die den erblichen Algebren zugrunde liegt, und mit deren
Hilfe wir einen Zugang zu den sogenannten zahm-erblichen Algebren finden können, wel-
che uns dann im weiteren Verlauf der Arbeit beschäftigen werden.

Nachfolgend wollen wir zwei nützliche Folgerungen aus Theorem 1.2 ableiten.

Folgerung 1.3. Sei A eine erbliche Algebra und P1 sowie P2 seien zwei unzerlegbare,
projektive A-Moduln. Dann ist jedes von Null verschiedene f ∈ HomA(P1, P2) ein Mono-
morphismus.

Beweis. Sei f : P1
// P2 ein von Null verschiedener Homomorphismus. Nach

Theorem 1.2 ist Im(f) ⊆ P2 ebenfalls projektiv, und wir erhalten eine kurze exakte Se-
quenz der Gestalt 0 // Ker f // P1

// Im f // 0 , welche wegen der Projektivität
von Im f spaltet. Da nun aber P1 unzerlegbar und f nicht Null ist, folgt P1

∼= Ker f⊕Im f
nebst Im f 6= 0, woraus wir Ker f = 0 folgern. Das bedeutet, dass f ein Monomorphismus
ist.

Hiermit erhalten wir unmittelbar:

Folgerung 1.4. Sei A eine erbliche Algebra und P ein unzerlegbarer, projektiver A-Modul.
Dann ist EndA(P ) ein Schiefkörper.

Beweis. Da der unzerlegbare, projektive Modul P isomorph zu einem direkten Summan-
den der regulären Darstellung AA ist, und die Algebra A über k endlichdimensional ist,
folgt sofort, dass auch dimk(P ) < ∞ ist. Sei nun f ∈ EndA(P ) von Null verschieden.
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Da f nach Folgerung 1.3 ein Monomorphismus ist, und P endlichdimensional über k
ist, ist f sofort auch ein Epimorphismus und damit ein Isomorphismus. Dies liefert die
Behauptung.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispiel abschließen:

Beispiel 1.5. Seien F und G endlichdimensionale k-Divisionsalgebren und sei ferner FMG

ein F -G-Bimodul, welcher ebenfalls endlichdimensional über k sein soll. Dann können wir
die k-Algebra

A :=

(
F M
0 G

)
betrachten. Dabei werden Addition und Multiplikation induziert durch die gewöhnliche
Addition bzw. Multiplikation von Matrizen. Da sowohl F , G, als auch M endlichdimen-
sional über k sind, wird A zu einer endlichdimensionalen k-Algebra. Weiter sehen wir
unschwer, dass A auch eine erbliche Algebra ist, und zwar wie folgt:

Wir haben folgende Zerlegung der Eins aus A:

1A :=

(
1F 0
0 1G

)
=

(
1F 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1G

)

Da nun aber F undG k-Divisionsalgebren sind, bilden

(
1F 0
0 0

)
und

(
0 0
0 1G

)
ein vollständiges

System primitiver, orthogonaler Idempotenten für A und wir erhalten somit folgende Zer-
legung von A in eine direkte Summe unzerlegbarer Projektiver:

AA :=

(
F M
0 0

)
⊕
(

0 0
0 G

)
.

Mit P1 :=

(
F M
0 0

)
und P2 :=

(
0 0
0 G

)
erhalten wir damit ein vollständiges System von

Repräsentanten der unzerlegbaren, projektiven, rechten A-Moduln. Wir zeigen nun, dass
die Untermoduln von AA gerade von der Gestalt(

F ′ M ′

0 G′

)
(1.1)

sind. Dabei sind F ′ ∈ {0, F} und G′ ∈ {0, G}, sowie M ′ ein rechter G-Untermodul von
M , welcher im Falle F ′ = F mit M zusammenfällt.

Einerseits ist klar, dass jede Menge dieser Gestalt ein Untermodul von AA ist. Sei

umgekehrt J ein beliebiger Untermodul von AA, und

(
f m
0 g

)
sei ein Element aus J .

Dann gehören auch
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f m
0 g

)(
1F 0
0 0

)
=

(
f 0
0 0

)
und

(
f m
0 g

)(
0 0
0 1G

)
=

(
0 m
0 g

)

zu J . Dies liefert uns eine Zerlegung J = J1 ⊕ J2, wobei J1 = J ∩
(
F 0
0 0

)
und

J2 = J ∩
(

0 M
0 G

)
sind. Damit ist J1 ein Rechtsideal in dem Ring

(
F 0
0 0

)
und dies

impliziert, dass J1 ∈
{(

0 0
0 0

)
,

(
F 0
0 0

)}
gilt, da wir F als k-Divisionsalgebra vorausge-

setzt haben.

Wir sehen außerdem, dass J2 ein rechter

(
0 0
0 G

)
-Untermodul von

(
0 M
0 G

)
ist.

Da ferner die Inklusionskette

J1

(
0 M
0 0

)
=

(
J ∩

(
F 0
0 0

))(
0 M
0 0

)
⊆ J ∩

(
0 M
0 0

)
⊆ J ∩

(
0 M
0 G

)
= J2

gilt, muss im Falle J1 =

(
F 0
0 0

)
die Inklusion

(
0 M
0 0

)
⊆ J2 gelten.

Dies liefert uns, zusammen mit der Tatsache, dass auch G eine k-Divisionsalgebra ist,
dass J gerade von der behaupteten Gestalt (1.1) ist.

Um nun nachzuweisen, dass A eine erbliche Algebra ist, sei J ein beliebiger Untermodul
von AA. Nach vorigen Überlegungen ist J von einer Gestalt wie in (1.1), d. h.:

J =

(
F ′ M ′

0 G′

)
mit den entsprechenden Bedingungen an F ′, G′ und M ′. Wir unterscheiden 2 Fälle:

1. Fall: F’=F

In diesem Fall haben wir sogar J =

(
F M
0 G′

)
. Damit ist J für G′ = 0 gleich dem

unzerlegbaren Projektiven P1, und für G′ = G gleich der regulären Darstellung AA, d. h.,
in beiden Fällen projektiv.

2.Fall: F’=0

Beim Vorliegen dieses Falles haben wir J =

(
0 M ′

0 G′

)
mit einem rechten G-Untermodul

M ′ von M . Da G eine k-Divisionsalgebra ist, ist M ′ isomorph zu einer direkten Summe von

Kopien von Moduln GG, sagen wir M ′
G
∼=

t⊕
i=1

GG. Da ferner die A-Moduln

(
0 G
0 0

)
und(

0 0
0 G

)
isomorph sind, zerfällt J in eine direkte Summe von Kopien des unzerlegbaren
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Projektiven P2, und ist somit selbst projektiv.

Wir haben hiermit gezeigt, dass jeder Untermodul von AA projektiv ist, wonach aus der
Bemerkung nach Theorem 1.2 die Erblichkeit der Algebra A folgt.

1.2 Bewertete Graphen und k-Gattungen

Wir werden nachfolgend ein wichtiges kombinatorisches Hilfsmittel zum Studium erblicher
Algebren und gewisser Kategorien einführen, und zwar so genannte bewertete Graphen
und k-Gattungen. Es wird sich herausstellen, dass diese bereits wesentliche Invarianten
der zugehörigen erblichen Algebra in sich speichern. So lassen sich beispielsweise sofort
alle darstellungsendlichen, erblichen Algebren vollständig über ihre k-Gattung klassifizie-
ren. Am Ende dieses Abschnittes werden wir auf den Begriff der Zahmheit von erblichen
Algebren eingehen und eine Charakterisierung dessen mithilfe der zu der Algebra assozi-
ierten k-Gattung angeben. Für eine detailliertere Beschreibung all dieser Begriffe sei der
Leser beispielsweise verwiesen auf [5].

Wir starten damit, zu definieren, was wir unter einem bewerteten Graphen verstehen
wollen und werden diesen Begriff dann in Beziehung zu erblichen Algebren setzen.

Definition 1.6. Unter einem bewerteten Graphen (Q, d) verstehen wir eine endliche
Menge Q, die Menge der Ecken, zusammen mit einer Familie {di,j}i,j∈Q nichtnegativer
ganzer Zahlen, wobei folgende Bedingungen gelten sollen:

1. di,i = 0, ∀i ∈ Q.

2. Es gibt natürliche Zahlen {fi}i∈Q, sodass fidi,j = fjdj,i, ∀i, j ∈ Q, gilt.

Der bewertete Graph (Q, d) heißt zusammenhängend, wenn es für beliebige i, j ∈ Q
eine Folge von Ecken i = l0, l1, · · · , lm = j gibt, sodass dlk−1, lk 6= 0, ∀k ∈ {1, · · · ,m}, gilt.
Wir werden Paare {i, j}, für welche di,j 6= 0 gilt, im Folgenden als Kanten des Graphen

(Q, d) bezeichnen, und diese kurz in der Form •i
(di,j ,dj,i)•j schreiben. Gilt hierbei zusätzlich

di,j = dj,i = 1, so schreiben wir einfach •i •j für diese Kante.

Wir erhalten eine Orientierung Ω des bewerteten Graphen (Q, d), indem wir für jede

Kante {i, j} eine Richtung vorgeben. Diese deuten wir durch einen Pfeil, etwa •i
(di,j ,dj,i)// •j

an. Unter einem gerichteten Kreis eines orientierten, bewerteten Graphen verstehen
wir eine Folge von Ecken (i1, · · · , it) aus Q, sodass i1 = it gilt, und die Kanten die
Orientierung •ik // •ik+1

für k ∈ {1, · · · , t − 1} besitzen. Einen gerichteten Kreis der

Gestalt i•
xx

nennen wir Schlaufe. Schließlich heißt ein orientierter, bewerteter Graph
zykelfrei, wenn er keine gerichteten Kreise besitzt. Die zugehörige Orientierung Ω heißt
in diesem Fall zulässig.
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Wir bemerken abschließend zu dieser Definition noch, dass aufgrund der zweiten Be-
dingung an einen bewerteten Graphen für ein Paar von Ecken {i, j} genau dann di,j 6= 0
ist, wenn dj,i 6= 0 gilt. Damit ist es bei obiger Definition einer Kante ausreichend, nur
di,j 6= 0 zu fordern, da diese Bedingung symmetrisch bezüglich i und j ist.

Bevor wir nun konkret auf die Bedeutung der bewerteten Graphen für erbliche Alge-
bren eingehen, werden wir in einer weiteren Definition die Begriffe der Modulation und
der Realisierung eines bewerteten Graphen (Q, d) eingehen. Diese stellen eine Verbindung
her zwischen der kombinatorischen Struktur der Graphen und der algebraischen Struktur
gewisser Schiefkörper und Bimoduln.

Definition 1.7. Unter einer ModulationM eines bewerteten Graphen (Q, d) verstehen
wir eine Familie {Di}i∈Q von Schiefkörpern zusammen mit einem Di-Dj-Bimodul iMj und
einem Dj-Di-Bimodul jMi für jede Kante {i, j} von (Q, d), sodass folgende Bedingungen
erfüllt sind:

1. dimDi(iMj) = di,j.

2. Es gibt Dj-Di-Bimodulisomorphismen jMi
∼= HomDi(iMj, Di) ∼= HomDj(iMj, Dj).

Eine Gattung (M,Ω) eines bewerteten Graphen (Q, d) ist eine ModulationM zusammen
mit einer zulässigen Orientierung Ω dieses Graphen.

Wir bemerken noch, dass mit den Bezeichnungen aus Definition 1.7 für eine Modula-
tion M eines bewerteten Graphen (Q, d) folgende Gleichheit gilt:

dj,i = dimDj(jMi)
2.
= dimDj(HomDj(iMj, Dj))

= dimDj

dim(iMj)Dj⊕
k=1

HomDj(Dj, Dj)


= dim(iMj)Dj

Hierbei haben wir die Additivität des HomDj(−, Dj)-Funktors und die Tatsache, dass iMj

als rechter Dj-Modul in eine direkte Summe von Kopien von Dj zerfällt, genutzt.
Wir definieren noch zwei letzte Begriffe, die in den folgenden Kapiteln von zentralem

Interesse sein werden. Hierbei geht es um die Begriffe der Darstellung einer Gattung eines
bewerteten Graphen und des Morphismus zwischen zwei Darstellungen einer Gattung.

Definition 1.8. Eine Darstellung V = (Vi, iφj) einer Gattung (M,Ω) eines bewerteten
Graphen (Q, d) ist eine Familie {Vi}i∈Q von endlichdimensionalen rechtenDi-Vektorräumen

Vi zusammen mit Dj-linearen Abbildungen iφj : Vi ⊗Di iMj
// Vj für jede orientierte

Kante •i // •j .

Unter einem Morphismus α : V // V ′ von einer Darstellung V = (Vi, iφj) in eine
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Darstellung V = (V ′i , iφ
′
j) versteht man eine Familie α = {αi}i∈Q von Di-linearen Ab-

bildungen αi : Vi // V ′i , sodass für jede orientierte Kante •i // •j die Gleichheit

iφ
′
j (αi ⊗ 1) = αj iφj gilt.

Es lässt sich zeigen, dass die Darstellungen einer Gattung (M,Ω) stets eine abelsche
Kategorie bilden.

Jetzt werden wir eine Konstruktion angeben, die es uns erlaubt, einer zusammen-
hängenden, basischen, erblichen k-Algebra A eine Gattung eines bewerteten Graphen
zuzuordnen. Diese wird auch k-Gattung der Algebra A genannt. Wir werden ein Resul-
tat angeben, mit dessen Hilfe wir anhand der k-Gattung einer erblichen Algebra sofort
ihren Darstellungstyp ablesen können. Dies wird uns auch unmittelbar auf den Begriff
der Zahmheit führen, in deren Kontext wir uns im weiteren Verlauf der Arbeit bewegen
werden.

Sei uns also eine zusammenhängende, basische, erbliche k-Algebra A gegeben und
sei {P1, · · · , Pn} ein vollständiges System von Repräsentanten der Isomorphieklassen der
unzerlegbaren, projektiven A-Moduln. Da A basisch ist, sind die unzerlegbaren direkten

Summanden von AA paarweise nicht isomorph und wir haben AA ∼=
n⊕
k=1

Pk. Nach einem

klassischen Resultat der Darstellungstheorie ist für dimk A < ∞ die Algebra A/ radA

halbeinfach. Dies liefert uns eine Zerlegung A/ radA =
n∏
k=1

Dk in ein direktes Produkt

von k-Divisionsalgebren Dk
∼= EndA(Pk/ radPk) ∼= EndA(Pk). Die letzte Isomorphie ist

hierbei eine Konsequenz aus Folgerung 1.4. Weiterhin wird der A-Modul radA/(radA)2

durch radA von beiden Seiten annuliert, sodass radA/(radA)2 eine natürliche (A/ radA)-
(A/ radA)-Bimodulstruktur besitzt. Damit erhalten wir eine Zerlegung

radA/(radA)2 =
n⊕

i,j=1

iMj (1.2)

mit Di-Dj-Bimoduln iMj. Man beachte, dass A/ radA =
n∏
k=1

Dk auf iMj von links über

Di und von rechts über Dj operiert.
Wir definieren die k-Gattung von A als die Familie (Di, iMj)

n
i,j=1. Den zugehörigen

bewerteten Graphen (Q, d), seine ModulationM und seine Orientierung erhalten wir wie
folgt:

1. Setze Q := {1, · · · , n}.

2. Setze eine orientierte Kante •i // •j zwischen i und j, falls iMj 6= 0 gilt.

3. Ordne der Ecke i ∈ Q den Schiefkörper Di zu.

4. Setze di,j := dimFi(iMj) und dj,i := dim(iMj)Fj .
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Wir werden diese Gattung im Folgenden mit GA, und den zugrunde liegenden bewerteten
Graphen mit (QA, dA) bezeichnen. Auf den Nachweis, dass dies tatsächlich eine Gattung
im Sinne von Definition 1.7 ist, wollen wir an dieser Stelle aus Platzgründen verzichten.
Eine besonders wichtige Rolle beim Studium erblicher Algebren spielen bestimmte, zu
der k-Gattung der jeweiligen Algebra assoziierte, quadratische Formen. Sei dazu A eine
erbliche k-Algebra wie oben. Dann sind sämtliche zuvor definierten k-Divisionsalgebren
{Di}ni=1 sowie die Di-Dj-Bimoduln {iMj}ni,j=1 endlichdimensionale k-Vektorräume. Wir

erhalten aus diesen eine quadratische Form qA : Rn // R durch die Vorschrift

qA(x1, · · · , xn) :=
n∑
i=1

(dimkDi)x
2
i −

n∑
i,j=1

(dimk(iMj))xixj . (1.3)

Es stellt sich heraus, dass eine gegebene erbliche k-Algebra A genau dann darstellungsend-
lich ist, wenn ihre so definierte quadratische Form positiv definit ist. Ist die quadratische
Form positiv semidefinit, aber nicht positiv definit, so ist A darstellungsunendlich und
von so genanntem zahmen Darstellungstyp. Ist hingegen q indefinit, so sagen wir,
dass A von wildem Darstellungstyp ist. Diese Begriffe leiten sich daraus ab, dass ei-
ne erbliche Algebra von zahmem Darstellungstyp (wir werden diese im Folgenden kurz
zahm-erbliche Algebra nennen) zwar unendlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer
Moduln besitzt, sich diese aber durch eindimensionale Kurzen parametrisieren lassen (vgl.
dazu [3]). Für eine Algebra A vom wilden Darstellungstyp existiert hingegen eine volle und
treue Einbettung der Kategorie mod〈X, Y 〉 der endlichdimensionalen Moduln der freien
Algebra in zwei nichtkommutierenden Veränderlichen in die Kategorie modA. Während
man prinzipiell die unzerlegbaren Moduln einer zahm-erblichen Algebra vollständig klassi-
fizieren kann, entziehen sich die Algebren vom wilden Typ bis heute einer systematischen
Untersuchung. Es wird sogar angenommen, dass es unmöglich ist, die Modulkategorie ei-
ner Algebra vom wilden Typ vollständig zu beschreiben. Wir werden uns im Weiteren
Verlauf der Arbeit daher auf Algebren vom zahm-erblichen Typ einschränken.

Bemerkung 1.9. Liegt ein algebraisch abgeschlossener Körper k zugrunde, so erhalten
wir für eine erbliche Algebra A sogar, dass sämtliche oben definierten k-Divisionsalgebren
Di isomorph zu k selbst sind. Wir können dann die zu A assoziierte Gattung GA als einen
Köcher verstehen, wobei wir die Zahlen di,j = dj,i als Vielfachheiten der zugehörigen
Pfeile interpretieren. Man kann dann zeigen, dass A isomorph ist zur Wegealgebra des so
erhaltenen Köchers (vgl [1, II.3. und VII.1.]).

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch eine Charakterisierung der darstel-
lungsendlichen und der zahm-erblichen Algebren durch ihre bewerteten Graphen angeben.
Hierzu sei bemerkt, dass sich diese aus dem Studium ihrer quadratischen Form q ergibt.
Man sieht insbesondere, dass in der Formel (1.3) die konkrete Orientierung der Gattung
GA keine Rolle spielt, und dass wegen der Bedingung 2. aus Definition 1.6 auch die k-
Dimensionen der k-Divisionsalgebren auf q (bis auf die Multiplikation mit einem Skalar)
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keinen Einfluss haben. Aus diesem Grund müssen wir lediglich den zugrunde liegenden
bewerteten Graphen (QA, dA) betrachten und erhalten folgendes Theorem (vgl. [4]):

Theorem 1.10. Sei A eine erbliche k-Algebra mit der Gattung GA und deren zugrunde
liegendem bewerteten Graphen (QA, dA).
A ist darstellungsendlich genau dann, wenn (QA, dA) einer der folgenden bewerteten Gra-
phen ist:

An : • • • · · · • • Bn : •(1,2)• • · · · • •

Cn : •(2,1)• • · · · • • Dn : •
• • · · · • •

•

E6 : •
• • • • •

E7 : •
• • • • • •

E8 : •
• • • • • • •

F4 : • •(1,2)• •

G2 : •(1,3)•

A ist darstellungsunendlich vom zahmen Typ genau dann, wenn (QA, dA) einer der fol-
genden bewerteten Graphen ist:

Ã11 : •(1,4)• Ã12 : •(2,2)•

Ãnpq : • • · · · • •
• •

• • · · · • •

B̃n : •(1,2)• • · · · • •(2,1)•

C̃n : •(2,1)• • · · · • •(1,2)• B̃Cn : •(1,2)• • · · · • •(1,2)•

B̃Dn : •
• • · · · • •(2,1)•

•

C̃Dn : •
• • · · · • •(1,2)•

•
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D̃n : • •
• • · · · • •

• •

Ẽ6 : •
•

• • • • •

Ẽ7 : •
• • • • • • •

Ẽ8 : •
• • • • • • • •

F̃41 : • • •(1,2)• • F̃42 : • • •(2,1)• •

G̃21 : • •(1,3)• G̃22 : • •(3,1)•

Es ist nun weiterhin so, dass sich die unzerlegbaren Moduln einer zahm-erblichen
Algebra A aus ihrer quadratischen Form und einer Gattung vom Typ Ã11 oder Ã12 ableiten
lassen (vgl. ebenfalls [4]). Dies legt es nahe, die zahm-erblichen Algebren, deren bewerteter
Graph von der Gestalt Ã11 bzw. Ã12 ist, näher zu untersuchen. Wir werden im nächsten
Kapitel auf ein wesentliches Hilfsmittel der Darstellungstheorie eingehen. Bevor wir dazu
übergehen, betrachten wir noch einmal die Algebra aus Beispiel 1.5:

Beispiel 1.11. Wir wollen für die erbliche Algebra A =

(
F M
0 G

)
aus Beispiel 1.5 die

k-Gattung und den zugehörigen bewerteten Graphen für den Fall M 6= 0 bestimmen.
Dazu benötigen wir das Radikal radA von A. Aus der Beschreibung (1.1) der rechten
Untermoduln von AA entnehmen wir sofort, dass AA genau zwei maximale Untermoduln
hat, und zwar: (

F M
0 0

)
und

(
0 M
0 G

)
.

Somit erhalten wir, dass das Radikal als Schnitt dieser beiden maximalen Untermoduln die

Gestalt radA =

(
0 M
0 0

)
besitzt. Wir erhalten damit insbesondere (radA)2 =

(
0 0
0 0

)
.

Somit ergibt sich A/ radA ∼= F × G und radA/(radA)2 ∼= FMG. Damit besitzt A die
k-Gattung ({F,G}, FMG) und (QA, dA) hat gerade zwei Ecken und ist von der Gestalt

• (d1,d2)// • ,

wobei d1 = dimF (FMG) und d2 = dim(FMG)G gelten. Insbesondere ist die Algebra A nach
Theorem 1.10 von zahmem Darstellungstyp genau dann, wenn
(dimF (FMG)) · (dim(FMG)G) = 4 gilt.
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1.3 Duale Formulierung des Begriffs der Darstellung

Wir haben in Definition 1.8 den Begriff einer Darstellung einer Gattung eingeführt und
wollen nun eine duale Variante angeben. Für einige weitere Ausführungen hierzu sei der
Leser auf [7] verwiesen.

Sei (M,Ω) die Gattung eines bewerteten Graphen (Q, d). Wir können eine Dar-
stellung V = (Vi, iψj) dieser Gattung nun definieren als eine Familie {Vi}i∈Q von end-
lichdimensionalen rechten Di-Vektorräumen Vi zusammen mit Di-linearen Abbildungen

iψj : Vi // Vj ⊗Dj jMi für jede orientierte Kante •i // •j .

In diesem Kontext ist ein Morphismus α : V // V ′ von einer Darstellung V = (Vi, iψj)
in eine Darstellung V = (V ′i , iψ

′
j) eine Familie α = {αi}i∈Q von Di-linearen Abbildungen

αi : Vi // V ′i , sodass für jede orientierte Kante •i // •j gilt, dass iψ
′
j αi = (αj⊗1) iψj

ist.

Um zu zeigen, dass es tatsächlich egal ist, welche der beiden Varianten man zur De-
finition einer Darstellung verwendet, werden wir nun angeben, wie man von der einen
Variante zur anderen und wieder zurück gelangt. Wir werden hierbei wesentlich den in
Definition 1.7 geforderten Bimodulisomorphismus jMi

∼= HomDj(iMj, Dj) benutzen, wel-
cher besagt, dass jMi einfach als Dualraum zum rechten Dj-Vektorraum iMj aufgefasst
werden kann. Wir werden diese Bimoduln im Folgenden miteinander identifizieren.

Seien Vi ein rechter Di-Vektorraum, Vj ein rechter Dj-Vektorraum, iMj ein

Di-Dj-Bimodul und f : Vi ⊗Di iMj
// Vj eine Dj-lineare Abbildung. Sei ferner

d := dim(iMj)Dj . Wir wählen uns nun eine (rechte) Dj-Basis {m1,m2, · · · ,md} von iMj

und bezeichnen die zugehörige (linke) Dualbasis in j(M)∗i = jMi mit {Φ1,Φ2, · · · ,Φd}.
Wir definieren die zu f duale Abbildung f : Vi // Vj ⊗Dj jMi durch

f(x) :=
d∑

k=1

f(x⊗mk)⊗ Φk . (1.4)

Ist uns umgekehrt eine Abbildung g : Vi // Vj ⊗Dj jMi gegeben und seien die Basen

{m1,m2, · · · ,md} und {Φ1,Φ2, · · · ,Φd} wie oben. Da jMi ein linker Dj-Vektorraum ist,
und Vj ein rechter Dj-Vektorraum ist, lässt sich jedes Element z ∈ Vj ⊗Dj jMi schreiben

als z =
d∑

k=1

zk ⊗ Φk mit eindeutigen zk ∈ Vj.

Seien nun x ∈ Vi und m ∈ iMj. Dann haben wir g(x) =
d∑

k=1

yk ⊗ Φk mit eindeutigen

yk ∈ Vj und m =
d∑

k=1

mkak mit eindeutigen ak ∈ Dj. Wir definieren nun die zu g duale
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Abbildung g : Vi ⊗Di iMj
// Vj durch

g(x⊗m) :=
d∑

k=1

ykak. (1.5)

Wir zeigen nun noch, dass diese Abbildungsvorschriften tatsächlich zueinander inverse
Bijektionen zwischen den beiden Darstellungsbegriffen etablieren:

Sei zunächst mit denselben Bezeichnungen wie oben f : Vi ⊗Di iMj
// Vj eine

Dj-lineare Abbildung. Dann ist nach (1.4) die Abbildung f : Vi // Vj ⊗Dj jMi gegeben

durch f(x) =
d∑

k=1

f(x ⊗mk) ⊗ Φk. Seien nun x ∈ Vi und m ∈ iMj gegeben. Dann haben

wir trivialerweise schon eine Zerlegung von f(x) in f(x) =
d∑

k=1

f(x⊗mk)⊗Φk und es sei

m =
d∑

k=1

mkak mit ak ∈ Dj. Es ergibt sich damit

f(x⊗m) =
d∑

k=1

f(x⊗mk)ak = f(x⊗
d∑

k=1

mkak) = f(x⊗m) ,

sodass tatsächlich f = f gilt.
Sei umgekehrt g : Vi // Vj ⊗Dj jMi eine Di-lineare Abbildung und seien x ∈ Vi und

m ∈ iMj mit g(x) =
d∑

k=1

yk ⊗ Φk sowie m =
d∑

k=1

mkak. Dann ist nach (1.5) die Abbildung

g : Vi ⊗Di iMj
// Vj gegeben durch g(x⊗m) :=

d∑
k=1

ykak. Wir erhalten für g somit

g(x) =
d∑

k=1

g(x⊗mk)⊗ Φk =
d∑

k=1

yk ⊗ Φk = g(x) ,

sodass auch in dieser Richtung g = g gilt und die Behauptung somit gezeigt ist.

Bemerkung 1.12. Wir haben im vorangegangenen Abschnitt den Begriff
”
dual“ be-

nutzt. Streng genommen muss jetzt noch gezeigt werden, dass die oben angegebenen
Konstruktionen auch verträglich sind mit Homomorphismen zwischen Darstellungen. Da
hier allerdings nur die Idee der Dualkonstruktion aufgezeigt werden sollte, wollen wir an
der Stelle darauf verzichten.
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Kapitel 2

Auslander-Reiten-Theorie

In der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren liegt besonderes Interesse auf
dem Studium unzerlegbarer Moduln, da sich nach Theorem 1.1 jeder endlichdimensionale
Modul eindeutig in eine direkte Summe solcher zerlegen lässt. Dabei sind insbesondere
auch die Homomorphismen zwischen den unzerlegbaren Moduln ein zentraler Gegenstand
der Untersuchung. In diesem Zusammenhang sind ein wichtiges Hilfsmittel die so ge-
nannten fast spaltenden Sequenzen, welche auch Auslander-Reiten-Sequenzen1

genannt werden. Diese enthalten in einem gewissen Sinne Informationen über Homomor-
phismen, welche in einem unzerlegbaren Modul starten bzw. enden.

Es werden uns für unsere Arbeit relevante Bezeichnungen sammeln und einige wichtige
Resultate auflisten. Für eine umfassende Einführung in die Auslander-Reiten-Theorie sei
der Leser verwiesen auf [1, IV].

2.1 Fast spaltende Sequenzen

Wir werden nachfolgend einen kurzen Abriss über die wichtigsten Formeln geben und
starten mit der Definition von irreduziblen Morphismen:

Definition 2.1. Ein Homomorphismus f : M // N in modA heißt irreduzibel, falls
folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. f ist kein spaltender Monomorphismus.

2. f ist kein spaltender Epimorphismus.

3. Sind f1 ∈ HomA(M,L) und f2 ∈ HomA(L,N), sodass f = f2f1 gilt, dann ist f1 ein
spaltender Monomorphismus oder f2 ein spaltender Epimorphismus.

1benannt nach Maurice Auslander und Idun Reiten

19
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Die irreduziblen Morphismen sind genau diejenigen Homomorphismen, welche keine
nichttriviale Faktorisierung zulassen. Dies legt es nahe, den irreduziblen Morphismen -
analog den unzerlegbaren Moduln - eine besondere Wichtigkeit einzuräumen. Folgende
Charakterisierung irreduzibler Morphismen stellt sich als besonders wichtig heraus:

Lemma 2.2. Seien M und N unzerlegbare A-Moduln. Ein Homomorphismus
f ∈ HomA(M,N) ist irreduzibel genau dann, wenn f ∈ radA(M,N)\ rad 2

A(M,N) gilt.

Beweis. Nachzulesen in [1, IV, 1.6].

Hierbei bezeichnen radA(M,N) die Menge der Nichtisomorphismen f ∈ HomA(M,N)
und rad 2

A(M,N) die Menge der Morphismen f ∈ HomA(M,N), für die ein A-Modul L
und Homomorphismen g ∈ radA(M,L) und h ∈ radA(L,N) existieren, sodass f = hg
gilt.

Irreduzible Morphismen hängen eng mit den fast spaltenden Sequenzen zusammen,
welche wir im Folgenden definieren.

Definition 2.3. Eine kurze exakte Sequenz

0 // N
f // E

g //M // 0 (2.1)

heißt fast spaltend, wenn M und N unzerlegbar sind und wenn f und g irreduzibel sind.

Es gibt für fast spaltende Sequenzen eine Reihe äquivalenter Formulierungen, wie sie
etwa [1, IV, 1.13] entnommen werden können. Man kann zeigen, dass eine fast spalten-
de Sequenz bereits durch ihren Startterm (bzw. Endterm) in folgendem Sinne eindeutig
bestimmt ist:

Lemma 2.4. Seien

0 // N1
f1 // E1

g1 //M // 0 und

0 // N2
f2 // E2

g2 //M // 0

zwei fast spaltende Sequenzen. Dann existiert ein kommutatives Diagramm

0 // N1
f1 //

u

��

E1
g1 //

v

��

M // 0

0 // N2
f2 // E2

g2 //M // 0

mit Isomorphismen u und v.
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Lemma 2.5. Seien

0 // N
f1 // E1

g1 //M1
// 0 und

0 // N
f2 // E2

g2 //M2
// 0

zwei fast spaltende Sequenzen. Dann existiert ein kommutatives Diagramm

0 // N
f1 // E1

g1 //

v

��

M1
//

w

��

0

0 // N
f2 // E2

g2 //M2
// 0

mit Isomorphismen v und w.

Beweis. Nachzulesen in [21, 11.4 und 11.9].

Die Frage danach, ob fast spaltende Sequenzen existieren, ist nicht trivial. Es lässt sich
jedoch zeigen, dass für jeden unzerlegbaren, nichtprojektiven Modul M eine fast spaltende
Sequenz der Form (2.1) mit Endterm M existiert. Dual existiert zu jedem unzerlegbaren,
nichtinjektiven Modul N eine fast spaltende Sequenz der Form (2.1) mit Startterm N . Sei
nun A eine erbliche k-Algebra. Die übliche Konstruktion einer fast spaltenden Sequenz
benutzt die Funktoren τ := DExt1

A(−, A) und τ−1 := Ext1
A(D(−), A), welche jeweils

von modA zurück nach modA operieren. Diese Funktoren werden auch Auslander-
Reiten-Translationen genannt. Diese Schreibweise suggeriert zunächst, dass die beiden
Funktoren zueinander quasi-invers sind, was aber im Allgemeinen nicht der Fall ist. Es
gilt folgende Aussage:

Theorem 2.6. Sei A eine erbliche k-Algebra. Dann sind τ und τ−1 ein Paar zueinan-

der quasi-inverser Funktoren, welche eine Äquivalenz von Kategorien modA
τ // modA
τ−1
oo

liefern.

Hierbei bezeichnet modA die projektiv stabile und modA die injektiv stabile Modulka-
tegorie. Diese erhält man aus modA dadurch, dass man das Ideal aller Morphismen, wel-
che über einen projektiven bzw. injektiven Modul faktorisieren, aus der Kategorie modA
herausteilt. Durch diesen Prozess werden gewissermaßen alle projektiven bzw. injektiven
Moduln zu Nullobjekten gemacht.

Mithilfe der beiden Funktoren τ und τ−1 lassen sich die fast spaltenden Sequenzen
zu einem gegebenen Start- bzw. Endterm konstruieren. Es ist in der Tat so, dass ei-
ne fast spaltende Sequenz der Form (2.1) korrespondiert zu einem von Null verschie-
denen Repräsentanten eines Elements des einfachen Sockels des EndA(M)-EndA(M)-
Bimoduls Ext1

A(M, τM) (bzw. analog zu einem nicht-Null-Element des einfachen Sockels
des EndA(N)-EndA(N)-Bimoduls Ext1

A(τ−1N,N)). Dies führt unmittelbar auf
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Theorem 2.7. (1) Sei M ein unzerlegbarer, nichtprojektiver A-Modul. Dann existiert
eine fast spaltende Sequenz 0 // τM // E //M // 0 .
(2) Sei N ein unzerlegbarer, nichtinjektiver A-Modul. Dann existiert eine fast spaltende

Sequenz 0 // N // E // τ−1N // 0 .

Beweis. Nachzulesen in [1, IV, 3.1].

Beim Beweis werden insbesondere die so genannten Auslander-Reiten-Formeln ge-
nutzt, welche eine herausragende Rolle spielen, da sie eine funktorielle Isomorphie zwischen
einem Ext-Funktor und zwei modifizierten Hom-Funktoren etablieren. Wir betrachten
wieder nur den erblichen Fall:

Theorem 2.8. Sei A eine erbliche k-Algebra und seien M und N zwei Moduln aus modA.
Dann existieren in beiden Variablen funktorielle Isomorphismen

Ext1
A(M,N) ∼= DHomA(τ−1N,M) ∼= DHomA(N, τM). (2.2)

Beweis. Nachzulesen in [1, IV, 2.13 und 2.14].

Wir wollen diese kurze Einführung mit einer Folgerung abschließen, die uns im Fall
einer erblichen k-Algebra A liefert, dass die Auslander-Reiten-Translationen eine funkto-
rielle Isomorphie auf den Morphismenräumen induziert.

Folgerung 2.9. Seien A eine erbliche k-Algebra und M und N zwei Moduln aus modA.
Dann gelten:
(1) Besitzt M keinen projektiven direkten Summanden, so gibt es einen in beiden Variablen
funktoriellen Isomorphismus HomA(M,N) ∼= HomA(τM, τN).
(2) Besitzt N keinen injektiven direkten Summanden, so gibt es einen in beiden Variablen
funktoriellen Isomorphismus HomA(M,N) ∼= HomA(τ−1M, τ−1N).

Es sei angemerkt, dass es ein Analogon zu Theorem 2.8 für beliebige (nicht notwendi-
gerweise erbliche) k-Algebren gibt. Bei diesem müssen dann allerdings wieder die projektiv
bzw. injektiv stabilen Morphismenräume betrachtet werden. Diese Unterscheidung entfällt
im erblichen Fall wegen gl. dimA ≤ 1.

2.2 Ein Resultat für unzerlegbare, nichtprojektive Mo-

duln

Wenn wir noch einmal Folgerung 2.9 betrachten, so fällt auf, dass der Funktor τ einen
Isomorphismus EndA(X) // EndA(τX) induziert, falls X ein unzerlegbarer, nicht-
projektiver Modul ist. Dies wirft unmittelbar die Frage danach auf, ob man eine Beziehung
zwischen einem Endomorphismus f ∈ EndA(X) und seinem Bild τ(f) ∈ EndA(τX) finden
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kann. Es stellt sich heraus, dass dies tatsächlich der Fall ist, wenn wir die Wirkung von f
bzw. τ(f) auf eine in X endende fast spaltende Sequenz betrachten.

Wir werden uns in diesem Abschnitt an den Bezeichnungen aus [16, 3.] halten. Sei A
eine erbliche k-Algebra und sei für jeden unzerlegbaren, nichtprojektiven A-Modul X aus
modA

µX : 0 // τX // E // X // 0

eine fixierte, fast spaltende Sequenz. Ferner sei κX : Ext1
A(X, τX) // k eine k-lineare

Abbildung mit κX(µX) 6= 0. Für zwei k-Vektorräume V und W heißt eine k-Bilinearform
〈−,−〉 : V ×W // k ein perfektes Paar, falls für jedes x ∈ V \{0} ein y ∈ W
existiert mit 〈x, y〉 6= 0, und falls analog für jedes y ∈ W\{0} ein x ∈ V existiert mit
〈x, y〉 6= 0.

Seien nun X und Y zwei Moduln aus modA, wobei X unzerlegbar, nichtprojektiv
sein soll. Setzen wir V := HomA(Y, τX) und W := Ext1

A(X, Y ), so erhalten wir nach
[16, 3.1 f.] ein perfektes Paar

〈−,−〉 : HomA(Y, τX)× Ext1
A(X, Y ) // k , (f, η) 7→ κX(fη). (2.3)

Das Element fη ∈ Ext1
A(X, τX) wird hierbei durch Pushout der Folge η durch f erzeugt,

d. h., fη ist auffassbar als die untere Zeile in folgendem kommutativen Diagramm mit
exakten Zeilen:

η : 0 // Y //

f

��

E1
//

g

��

X // 0

fη : 0 // τX // E2
// X // 0 .

Durch das perfekte Paar (2.3) wird ein in X und Y natürlicher Isomorphismus

ψX,Y : HomA(Y, τX) // DExt1
A(X, Y ) , f 7→ 〈f,−〉 (2.4)

induziert. Es sei angemerkt, dass man bei der Wahl der zu fixierenden fast spaltenden
Sequenz µX und der k-linearen Abbildung κX freie Wahl hat, solange κX(µX) 6= 0 gilt.

Wir schließen nun zwei bekannte Resultate an, die sich bei den folgenden Betrachtun-
gen als sehr wichtig herausstellen werden. Das erste geht bereits auf Wedderburn (vgl.
[23, Theorem 1]) zurück. Da der Beweis in der Orginalreferenz allerdings stellenweise sehr
vage ist, verwenden wir folgende Version dieses Satzes (vgl. [17, Proposition 4.6]):

Lemma 2.10. Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Sei ferner B ⊆ A ein multipli-
kativ abgeschlossener Untervektorraum von A, welcher von nilpotenten Elementen aufge-
spannt wird. Dann existiert ein n ∈ N mit Bn = 0.
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Dieses Resultat gilt trivialerweise im Fall, dass A eine kommutative Algebra ist. Al-
lerdings ist bemerkenswert, dass es zumindest für endlichdimensionale k-Algebren A auch
im nichtkommutativen Fall gültig ist. Sei nun D eine k-Divisionsalgebra. Wir definieren
den (additiven) Kommutatorunterraum

K(D) := spank{ab− ba | a, b ∈ D}

von D. Dann gilt (vgl. [11, Corollary]):

Lemma 2.11. Sei D eine k-Divisionsalgebra mit D = K(D). Dann ist jedes Element der
Matrixalgebra D2×2 eine Summe nilpotenter Elemente.

Es ist anzumerken, dass dieses Resultat sogar für beliebige Schiefkörper D gültig
ist. Mit Lemma 2.10, Lemma 2.11 und den anderen Vorbemerkungen können wir nun
folgendes beweisen:

Theorem 2.12. Sei A eine erbliche k-Algebra und sei X aus modA unzerlegbar und
nichtprojektiv, sodass EndA(X) eine k-Divisionsalgebra ist. Sei weiter

µX : 0 // τX // E // X // 0

eine fast spaltende Sequenz mit Endterm X. Dann gilt für alle f ∈ EndA(X) die Beziehung

τ(f) · µX = µX · f .

Beweis. Sei ψX,Y der zuvor angegebene, in X und Y natürliche, Isomorphismus. Dieser ist
insbesondere ein Isomorphismus von EndA(X)-EndA(Y )-Bimoduln. Damit erhalten wir
aus der EndA(Y )-Linearität sowie aus der EndA(X)-Linearität zunächst folgende Bezie-
hungen für η ∈ Ext1

A(X, Y ), g ∈ HomA(Y, τX), f ∈ EndA(X) und h ∈ EndA(Y ):

〈g, h · η〉 = 〈gh, η〉, 〈g, η · f〉 = 〈τ(f)g, η〉.

Sei nun im speziellen Y = τX und µX ∈ Ext1
A(X, τX) sei eine fast spaltende Sequenz.

Da nach Folgerung 2.9 und der Voraussetzung nun D = EndA(X) ∼= EndA(τX) eine
(endlichdimensionale) k-Divisionsalgebra ist, ist E := Ext1

A(X, τX) ein 1-dimensionaler
D-D-Bimodul und damit ist insbesondere D ·µX = E = µX ·D. Damit existiert für jedes
f ∈ D = EndA(X) ein eindeutiges f ′ ∈ D = EndA(τX) mit f ′ · µX = µX · f . Wir können
damit die Abbildung
σ : D // D , f 7→ σ(f), definieren, wobei σ(f) das eindeutig bestimmte Element aus
D ist mit σ(f) · µX = µX · f . Man beachte weiter, dass wegen E = D · µX und der
Tatsache, dass jedes von Null verschiedene Element aus D invertierbar ist, jedes von Null
verschiedene Element aus E eine fast spaltende Sequenz ist. Wir behaupten nun, dass mit
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den Bezeichnungen von zuvor D 6= K(D) gilt. Nehmen wir an, dass D = K(D) wäre.
Nach Lemma 2.11 ist jedes Element der Matrixalgebra

B :=

(
D D
D D

)
eine Summe nilpotenter Elemente. Da mit D aber auch B endlichdimensional über k
ist und da B, wie eben bemerkt, von nilpotenten Elementen aufgespannt wird, erhal-
ten wir aus Lemma 2.10 die Existenz eines n ∈ N mit Bn = 0. Insbesondere ist also
das Einselement von B nilpotent, was natürlich ein Widerspruch ist. Daher muss also
D 6= K(D) gelten. Da die Abbildung D // E , d 7→ d · µX , ein Isomorphismus von
k-Vektorräumen ist, erhalten wir unmittelbar, dass auch E = D · µX 6= K(D) · µX gilt.
Sei nun ν ∈ (E\K(D)) · µX eine beliebige fast-spaltende Sequenz. Dann existiert ein
Untervektorraum R von E, sodass E = spank{ν} ⊕ (K(D) · µX) ⊕ R (als Zerlegung
in k-Vektorräume) ist. Für ein beliebiges Element η ∈ E schreiben wir im Folgenden
η = α · ν + r mit α ∈ k und r ∈ (K(D) · µX) ⊕ R und definieren damit die k-lineare
Abbildung κX : E // k , η = α · ν + r 7→ α. Für das durch diese Abbildung κX indu-
zierte perfekte Paar 〈−.−〉 gilt dann insbesondere 〈d, µX〉 = 0 für jedes d ∈ K(D). Seien
nun f ∈ D und η ∈ E beliebig. Dann existiert ein d ∈ D, sodass η = d · µX gilt und wir
erhalten folgende Gleichungskette:

〈τ(f), η〉 = 〈1, η · f〉 = 〈1, (d · µX) · f〉 = 〈1, d · (σ(f) · µX)〉 = 〈dσ(f), µX〉
= 〈dσ(f), µX〉+ 〈σ(f)d− dσ(f), µX〉 = 〈σ(f)d, µX〉
= 〈σ(f), d · µX〉 = 〈σ(f), η〉.

Aus der k-Bilinearität von 〈−,−〉 folgt damit 〈τ(f)− σ(f), η〉 = 0. Da f ∈ D und η ∈ E
beliebig waren und da 〈−,−〉 ein perfektes Paar ist, folgt τ(f) = σ(f) für jedes f ∈ D.
Nach Definition von σ ist letztlich µX · f = σ(f) · µX = τ(f) · µX für jedes f ∈ D und
somit ist die Behauptung gezeigt.

Das vorangegangene Theorem hat einige interessante Konsequenzen. So lässt sich bei-
spielsweise zeigen, dass unter denselben Voraussetzungen wie in Theorem 2.12 aus der
Existenz eines kommutativen Diagramms mit exakten Zeilen der Gestalt

µX : 0 // τX u //

f ′

��

E v //

g

��

X //

f

��

0

µX : 0 // τX u // E v // X // 0

bereits f ′ = τ(f) folgt. Dies impliziert insbesondere, dass für jedes α ∈ k die Beziehung
τ(α · 1EndA(X)) = α · 1EndA(X) gilt.
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2.3 Der Auslander-Reiten-Köcher einer Algebra A

In der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren wird besonderes Augenmerk auf
das Studium der unzerlegbaren Moduln und der irreduziblen Morphismen zwischen diesen
gelegt. Man kann diese Informationen in einem gerichteten Graphen, dem so genannten
Auslander-Reiten-Köcher kombinatorisch speichern. Ist A eine k-Algebra und M ein
A-Modul, so bezeichnen wir mit [M ] die Klasse aller zu M isomorphen A-Moduln. Damit
erhalten wir den zu A gehörigen Auslander-Reiten-Köcher Γ(modA) durch folgende zwei
Schritte:

1. Assoziiere zu jeder Isomorphieklasse [M ] eines unzerlegbaren A-Moduls M aus
modA eine Ecke in Γ(modA).

2. Seien [M ] und [N ] Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln aus modA. Seien ferner

a := dim(radA(M,N)/ rad 2
A(M,N))EndA(M)/ rad EndA(M) und

b := dimEndA(N)/ rad EndA(N)(radA(M,N)/ rad 2
A(M,N)).

Ist eine der Zahlen a oder b von Null verschieden, so fügen wir einen Pfeil

[M ]
(a,b) // [N ] hinzu. Gilt hierbei a = b = 1, so schreiben wir einfach [M ] // [N ] .

Der zweite Punkt motiviert sich dadurch, dass nach Lemma 2.2 die irreduziblen Morphis-
men gerade die Homomorphismen aus radA(M,N)\ rad 2

A(M,N) sind und die Dimensionen
des Faktorraums radA(M,N)/ rad 2

A(M,N) in gewisser Weise die Anzahl der wesentlich
voneinander verschiedenen, irreduziblen Abbildungen von M nach N messen. Wir werden
im Folgenden die eckigen Klammern weglassen, sofern dies nicht zu Missverständnissen
führt.

Bemerkung 2.13. Falls k algebraisch abgeschlossen ist, sind mit den vorhergehenden Be-
zeichnungen die k-Divisionsalgebren EndA(M)/ rad EndA(M) und EndA(N)/ rad EndA(N)
schon isomorph zu k und wir erhalten damit a = b. In diesem Fall wird die Beschriftung
der Pfeile weggelassen und man setzt stattdessen a = b Pfeile von [M ] nach [N ].

Der Auslander-Reiten-Köcher einer darstellungsunendlichen Algebra wird in der Regel
mehrere Zusammenhangskomponenten besitzen. Man unterscheidet im Wesentlichen drei
verschiedene Typen von Komponenten des Auslander-Reiten-Köchers einer Algebra A,
die wir im Folgenden definieren werden.

Definition 2.14. Sei A eine k-Algebra und Γ(modA) ihr Auslander-Reiten-Köcher.
Ein unzerlegbarer Modul M heißt postprojektiv, wenn ein unzerlegbarer, projektiver
A-Modul P und eine ganze Zahl n ≥ 0 existieren, sodass τn(M) ∼= P ist. M heißt
präinjektiv, wenn ein unzerlegbarer, injektiver A-Modul I und eine ganze Zahl m ≥ 0
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existieren, sodass τ−m(M) ∼= I ist. Schließlich heißt M regulär, wenn M weder postpro-
jektiv noch präinjektiv ist. Ferner werden wir einen beliebigen Modul N aus ModA regulär
nennen, wenn er weder postprojektive noch präinjektive direkte Summanden besitzt.

Eine Zusammenhangskomponente des Auslander-Reiten-Köchers Γ(modA) heißt post-
projektiv/präinjektiv/regulär, wenn alle in ihr liegenden Moduln entsprechend postpro-
jektiv/präinjektiv/regulär sind.

Während im Falle von zahm-erblichen Algebren die postprojektiven und präinjektiven
Komponenten des Auslander-Reiten-Köchers einfach zugänglich und bestens verstanden
sind, stellt sich das Studium der regulären Komponenten als ungleich schwieriger heraus.
Wir werden uns in den folgenden Kapiteln diesem regulären Teil des Auslander-Reiten-
Köchers einer zahm-erblichen Algebra A widmen und im Speziellen die einzelnen Zusam-
menhangskomponenten, welche auch Röhren genannt werden, näher studieren.

Ist A eine zahm-erbliche k-Algebra, so gibt es jeweils genau eine postprojektive und
eine präinjektive Komponente. Bezeichnen wir die postprojektive Komponente mit P(A),
die präinjektive Komponente mit Q(A) und die Gesamtheit der regulären Komponenten
mit R(A), so kann man sich den Auslander-Reiten-Köcher von A schematisch wie folgt
vorstellen (vgl. [22]):

P(A) R(A) Q(A)

Abbildung 2.1: Auslander-Reiten-Köcher einer zahm-erblichen Algebra

Es ist bemerkenswerter Weise so, dass es keine Homomorphismen von Objekten in Q(A)
zu Objekten in R(A) oder P(A) und keine Homomorphismen von Objekten in R(A) zu
Objekten in P(A) gibt (vgl. [1, VIII, 2.13]). Alle nicht-Null-Homomorphismen laufen also
gewissermaßen stets

”
von links nach rechts“.

Sind nun R1, R2 reguläre Moduln, so sind auch τR1, τR2, τ
−1R1 und τ−1R2 reguläre

Moduln und nach voriger Bemerkung kann kein nicht-Null-Homomorphismus
f : R1

// R2 über einen projektiven oder injektiven Modul faktorisieren. Damit gilt

HomA(R1, R2) ∼= HomA(R1, R2) ∼= HomA(R1, R2) ,

und wir erhalten unmittelbar:

Folgerung 2.15. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra. Dann induzieren die Auslander-
Reiten-Translationen τ und τ−1 zueinander quasi-inverse Äquivalenzen

addR(A)
τ // addR(A)
τ−1
oo (2.5)

auf der Unterkategorie addR(A) der regulären A-Moduln.
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Kapitel 3

Die Struktur des regulären Teils von
Γ(modA)

Wir werden in diesem Kapitel die Struktur der regulären Teils des Auslander-Reiten-
Köchers einer zahm-erblichen Algebra A näher untersuchen. Die Untersuchung wird sogar
noch ausgeweitet auf eine Klasse von Moduln aus ModA, und zwar sogenannte reguläre
Torsionsmoduln. Es stellt sich heraus, dass die Klasse der regulären Torsionsmoduln über
einer zahm-erblichen Algebra eine exakte abelsche Unterkategorie von Mod(A) ist, und
dass sie zerfällt in ein Produkt von Kategorien, von denen jede äquivalent zur Kategorie
der Torsionsmoduln über einer gewissen Matrixalgebra ist (vgl. [20, 4.4]).

Zunächst werden wieder einige wichtige Definitionen und Standardresultate vorange-
stellt. Ein wesentliches Hilfsmittel zum Beweis dieser Resultate ist die in (1.3) definierte
quadratische Form qA der Algebra A und deren so genannter Defekt δA. Wir werden hier
nicht näher auf diese eingehen, da sie keine vordergründige Relevanz für diese Arbeit
haben. Die wichtigsten Eigenschaften der quadratischen Form und des Defekts und ihre
Bedeutung für das Studium regulärer Moduln sind etwa [4] zu entnehmen.

Im ersten Abschnitt werden wir so genannte Röhren einführen und einige ihrer we-
sentlichen Eigenschaften auflisten, um dann in den folgenden Abschnitten ein zentrales
Strukturtheorem anzugeben und konkreter auf die Eigenschaften der Moduln in den so
genannten homogenen Röhren einzugehen. Am Ende des Kapitels wird eine Charakterisie-
rung der Zusammenhangskomponenten von R(A), welche die Struktur einer homogenen
Röhre besitzen, stehen.

3.1 Röhren

Unter einer Röhre werden wir eine spezielle Familie von Köchern verstehen, die man sich
so vorstellen kann, dass sie auf einem einseitig unendlichen langen Zylinder liegen (daher
auch der Begriff

”
Röhre“). Wir betrachten dazu zunächst einen Köcher B, den wir durch

29
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folgende Vorschrift erhalten:

1. Assoziiere eine Ecke zu jedem Element aus Z× N.

2. Es gibt jeweils genau einen Pfeil von (n,m) nach (n,m+1) und von (n,m+1) nach
(n− 1,m) für alle n ∈ Z und m ∈ N.

Wir können diesen Köcher wie folgt visualisieren:

B :

""

...

$$

...

%%

...

&&

...

(2, 3)

::

%%

(1, 3)

::

%%

(0, 3)
''

88

(−1, 3)

::

$$· · ·
##

;;

(1, 2)
%%

99

(0, 2)
&&

88

(−1, 2)
''

77

· · ·

(1, 1)

99

(0, 1)

99

(−1, 1)

77

(−2, 1)

::

(3.1)

Wir definieren nun auf B eine Translation τ . Diese soll auf den Ecken durch
τ(n,m) := (n + 1,m) wirken und einen Pfeil α : (n1,m1) // (n2,m2) auf den Pfeil

τα : (n1 + 1,m1) // (n2 + 1,m2) abbilden. Die so definierte Abbildung τ ist, genau

wie jede ihrer Potenzen τ r (r ∈ Z), ein Automorphismus des Köchers B.
Bezeichnen wir mit (τ r) die zyklische Gruppe der Automorphismen, welche durch τ r

erzeugt wird, so operiert diese auf natürliche Weise auf dem Köcher B. Wir bezeichnen
mit B/(τ r) die Menge der Orbits, die unter der Operation von (τ r) auf B entstehen. Diese
Menge entsteht also dadurch, dass in B jeweils die Punkte τ kr(n,m) (k ∈ Z) und die
Pfeile τ krα (k ∈ Z) miteinander identifiziert werden. In einem gewissen Sinne

”
rollt“ man

also den Köcher B auf einen einseitig unendlichen Zylinder auf.
Dies bringt uns unmittelbar zu folgender Definition:

Definition 3.1. Sei (Γ, τ) ein Köcher mit einer Translation. Dann heißt (Γ, τ) eine Röhre
vom Rang r, wenn es einen Isomorphismus von Translationsköchern Γ ∼= B/(τ r) gibt,
wobei B der Köcher aus (3.1) ist. Ist hierbei r = 1, so nennen wir die Röhre homogen.
Ferner heißt die Menge aller Punkte von Γ, welche genau einen direkten Vorgänger (bzw.
Nachfolger) besitzen, der Mund der Röhre.

Wir werden uns im Weiteren für Zusammenhangskomponenten von Auslander-Reiten-
Köchern zahm-erblicher Algebren interessieren, welche gerade die Struktur einer Röhre
besitzen. Dabei werden die Ecken mit Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln belegt
sein und die Pfeile entsprechend zu den irreduziblen Morphismen zwischen diesen korre-
spondieren. Hat eine Komponente C des Auslander-Reiten-Köchers einer Algebra A die
Struktur einer Röhre vom Rang r und ist M ein Objekt aus ∈ C, so gilt τ rM ∼= M und
τ kM��

∼=M für 1 ≤ k < r.
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Bezeichnen wir mit {S1[1], S2[1], · · · , Sr[1]} eine Familie von Moduln auf dem Mund
der Röhre C, sodass τS1[1] = Sr[1] und τSi[1] = Si−1[1] für i = 2, · · · , r gilt, so gibt
es für jedes i ∈ {1, · · · , r} und jedes n ∈ N einen Modul Si[n] in C. Für diese gel-
ten wieder die Beziehungen τS1[n] = Sr[n] und τSi[n] = Si−1[n] für i = 2, · · · , r und

n ∈ N. Weiterhin existieren irreduzible Morphismen ιi,n : Si[n] // Si[n+ 1] und

pi,n : Si−1[n+ 1] // Si[n] , sodass folgende kurze exakte Sequenzen fast spaltend sind:

µi,n : 0 // Si[n]

[
ιi,n

pi+1,n−1

]
// Si[n+ 1]⊕ Si+1[n− 1]

[
pi+1,n ιi+1,n−1

]
// Si+1[n] // 0 .

(3.2)

Hierbei ist Sr+1[n] = S1[n] und Si[0] = 0 zu setzen für alle i ∈ {1, · · · , r} und n ∈ N.
Im Falle einer homogenen Röhre lassen wir die Indizes

”
i“ einfach weg. Wir können

Röhren im Auslander-Reiten-Köcher einer Algebra A also wie folgt visualisieren:

S1 [1]
S2 [1]

S3 [1]

S1 [2]

S2 [2]

S1 [3]

S2 [3] S3 [3]

S3 [2]

(a) Röhre vom Rang 3

S [1]

S [2]

S [3]

S [4]

τ

τ

τ

τ

ι1p1

ι2p2

ι3p3

(b)
Homogene Röhre

Abbildung 3.1: Röhren im Auslander-Reiten-Köcher

Betrachten wir in der fast spaltenden Sequenz (3.2) die k-Dimensionen der Moduln, so
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erhalten wir die Gleichung

dimk(Si[n+ 1]) + dimk(Si+1[n− 1]) = dimk(Si[n]) + dimk(Si+1[n])

Hieraus folgen induktiv die Beziehungen dimk(Si[n+ 1]) > dimk(Si[n]) und
dimk(Si[n+ 1]) > dimk(Si+1[n]) für alle i ∈ {1, · · · r} und n ∈ N. Da weiterhin jeder
irreduzible Morphismus ein echter Mono- oder Epimorphismus ist, erhalten wir, dass die
ιi,n allesamt Monomorphismen und die pi,n allesamt Epimorphismen sind.

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass uns eine Röhre im Auslander-Reiten-Köcher
einer Algebra A gegeben war und haben gesehen, dass wir damit unmittelbar alle fast
spaltenden Sequenzen angeben können, welche in Objekten dieser Röhre starten (bzw.
enden) und wir konnten auch von den irreduziblen Morphismen sofort angeben, ob es
sich bei diesen um Mono- oder Epimorphismen handelt. Nun wollen wir uns auf den
Standpunkt stellen, dass wir eine Familie von Moduln mit bestimmten Eigenschaften
gegeben haben und Kriterien angeben, wann diese eine Röhre erzeugen.

3.2 Das Strukturtheorem für R(A)

Es sei auch in diesem AbschnittA wieder eine zahm-erblichen Algebra. Es werden zunächst
wieder einige Definitionen und Notationen entwickelt und wir werden das Theorem an-
geben, welches eine (fast) vollständige Beschreibung der Zusammenhangskomponenten
des regulären Teils von Γ(modA) liefert. Den Beweis und die dafür nötigen Einzelheiten
werden wir nicht in voller Tiefe wiedergeben können, da dies den Rahmen der Arbeit
sprengen würde. Wir werden aber auf die wesentlichen Schritte des Beweises eingehen.
Für eine vollständige Darstellung des Falles, in dem k algebraisch abgeschlossen ist, wel-
cher sich im übrigen mit einigen Abwandlungen auch auf den allgemeinen Fall übertragen
lässt, sei auf [22, X-XI] verwiesen.

Wir starten mit einigen grundlegenden Definitionen.

Definition 3.2. Ein Modul E aus modA heißt Ziegel1, wenn die Endomorphismenal-
gebra EndA(E) ein Schiefkörper ist. Zwei Ziegel E1 und E2 heißen orthogonal, wenn
HomA(E1, E2) = 0 und HomA(E2, E1) = 0 gelten.

Sei uns jetzt eine Familie {E1, E2, · · · , Er} paarweise orthogonaler Ziegel gegeben.
Dann bezeichnen wir mit E = EXT A(E1, · · · , Er) die volle Unterkategorie von modA,
deren Objektklasse aus dem Nullmodul und allen Moduln M besteht, für die eine Kette
von Untermoduln

0 = M0 (M1 ( · · · (Ml = M (3.3)

1engl.: brick
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existiert, sodass l ∈ N und Mi/Mi−1
∼= Ei mit Ei ∈ {E1, · · · , Er} für alle 1 ≤ i ≤ l ist.

Es ist unschwer zu sehen, dass die so definierte Unterkategorie E additiv und abge-
schlossen unter Erweiterungen ist. Seien hierzuM1 undM2 zwei Moduln aus E undM ′ eine
Erweiterung von M1 nach M2, d. h., es gebe eine kurze exakte Sequenz
0 //M1

//M ′ //M2
// 0 . Dann können wir M1 mit einem Untermodul von

M ′ und M2 mit einem Faktormodul von M ′ identifizieren. Die zu M ′ gehörige Folge von
Untermoduln (3.3) lässt sich dann unmittelbar aus den zu M1 und M2 gehörigen Fol-
gen zusammensetzen, sodass M ′ in E liegt. Umgekehrt kann man jeden Modul M aus
E aus einem M1 ∈ {E1, · · · , Er} durch eine Folge von Erweiterungen mit Moduln aus
{E1, · · · , Er} erzeugen. Deshalb spricht man bei E auch von einer Erweiterungskatego-
rie. Wir haben damit gezeigt, dass E die kleinste, additive, volle Unterkategorie von modA
ist, welche abgeschlossen unter Erweiterungen ist und welche die Moduln {E1, · · · , Er}
enthält.

Wir nennen in Analogie zu den einfachen Objekten aus modA ein Objekt S aus E
einfach, wenn S in E nur 0 und sich selbst als Untermoduln besitzt. Schließlich nennen wir
eine volle Unterkategorie U von modA exakt, wenn der Inklusionsfunktor U ↪−→ modA
ein exakter Funktor ist, d. h., wenn jede kurze exakte Sequenz

0 // U1
// U ′ // U2

// 0

in U als Sequenz von modA betrachtet ebenfalls exakt ist.
Eine entscheidende Rolle beim Studium der Eigenschaften der Kategorien

EXT A(E1, · · · , Er) spielt das Konzept der Einreihigkeit, welches wir nun allgemein defi-
nieren werden.

Definition 3.3. Sei U eine abelsche Unterkategorie von modA und C ein Objekt aus U .
Das Objekt C heißt einreihig, wenn für beliebige Unterobjekte C1 und C2 von C in U
stets eine der Inklusionen C1 ⊆ C2 oder C2 ⊆ C1 gilt. Die Kategorie U heißt einreihig,
wenn jedes ihrer unzerlegbaren Objekte einreihig ist.

Für ein einreihiges Objekt bilden also seine Unterobjekte eine durch Inklusion to-
tal geordnete Kette. Wir haben nun alle Begriffe beisammen, um folgendes Theorem zu
formulieren:

Theorem 3.4. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und seien {E1, · · · , Er} eine Men-
ge paarweise orthogonaler Ziegel aus modA, sodass τE1

∼= Er und τEi+1
∼= Ei für

i = 1, · · · , r − 1 gilt. Dann ist die Kategorie E = EXT A(E1, · · · , Er) eine exakte, abel-
sche Unterkategorie von modA. Weiterhin ist jedes unzerlegbare Objekt M aus E einrei-
hig und E bildet eine Röhre vom Rang r in Γ(modA). Die Moduln E1, · · · , Er bilden eine
vollständige Menge von Moduln, welche auf dem Mund dieser Röhre liegen.

Beweis. Es sei verwiesen auf [22, X, 2.2 und 2.6].



34 Kapitel 3. Die Struktur des regulären Teils von Γ(modA)

Um nun zur eigentlichen Aussage über die Struktur des regulären Teils von Γ(modA)
zu kommen, müssen wir noch eine Aussage zitieren, welche sich mithilfe des bereits
erwähnten Defekts δA der zahm-erblichen Algebra A herleiten lässt, und zwar:

Lemma 3.5. Sei A eine zahm-erbliche Algebra. Dann ist die volle Unterkategorie addR(A)
von modA abelsch und abgeschlossen unter Erweiterungen.

Beweis. Vergleiche [22, XI, 2.4].

Wir nennen in Analogie zur Orthogonalität von Moduln zwei Komponenten U1 und U2

von Γ(modA) orthogonal, wenn HomA(X, Y ) = 0 und HomA(Y,X) = 0 für alle Moduln
X aus U1 und alle Moduln Y aus U2 gelten.

Bevor wir nun zum angestrebten Theorem kommen können, brauchen wir noch eine
Definition.

Definition 3.6. Sei A eine zahm-erbliche Algebra. Ein von Null verschiedener, regulärer
A-Modul, welcher bis auf den Nullmodul und sich selbst keine weiteren regulären Unter-
moduln besitzt, heißt einfach regulär.

Wir kommen nun zum zentralen Theorem über die Struktur des regulären Teils von
Γ(modA).

Theorem 3.7. Sei A eine zahm-erbliche Algebra. Dann bilden die Komponenten von
R(A) eine Familie T A = {T Aλ }λ∈Λ von paarweise orthogonalen Röhren T Aλ über einer
gewissen Indexmenge Λ. Ferner ist die Kategorie addR(A) einreihig.

Beweis. (Beweisskizze) Der Beweis kann ebenfalls in [22, XI, 2.8] gefunden werden. Wir
werden kurz die wesentlichen Schritte auflisten.

Nach Folgerung 2.15 induzieren die Funktoren τ und τ−1 zueinander quasi-inverse
Äquivalenzen auf addR(A). Damit bilden sie insbesondere einfach reguläre Moduln wie-
der in solche ab. Sei nun S ein einfach regulärer Modul. Dann können wir die Familie
{τ kS | k ∈ Z} aller τ -Verschiebungen von S betrachten. Man kann nun indirekt zeigen,
dass diese Familie endlich ist. Da dies bereits aus S ∼= τmS für ein m 6= 0 folgen würde,
nehmen wir an, dass alle τ kS, k ∈ Z, paarweise nicht isomorph sind. Dann folgt für s 6= t
sofort HomA(τ sS, τ tS) = 0, da die Moduln τ sS und τ tS nicht isomorphe einfache Objekte
von addR(A) sind. Wir definieren den Modul M := S⊕τ 2S⊕τ 4S⊕· · ·⊕τ 2nS. Hierbei sei
n der Rang der Grothendieck-Gruppe von A, oder gleichbedeutend die Anzahl der Ecken
der k-Gattung von A. Dann ist M die Summe von n + 1 unzerlegbaren Moduln und es
gilt HomA(M, τM) = 0. Dies widerspricht allerdings einem Resultat aus der Kipptheorie,
welches besagt, dass es einen solchen Modul nicht geben kann (vgl. [1, VIII, 5.3]). Somit
ist unsere Annahme falsch, und die Familie {τ kS | k ∈ Z} ist tatsächlich endlich. Man
sieht unmittelbar, dass diese die Voraussetzungen von Theorem 3.4 erfüllt und damit eine
Röhre in R(A) erzeugt. Ist nun N ein beliebiger unzerlegbarer regulärer Modul, so gibt
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es einen einfach regulären Modul SN , welcher sich in N einbetten lässt. Damit gehört N
zur Röhre, welche SN auf ihrem Mund enthält. Somit liegt jeder unzerlegbare reguläre
Modul in einer Röhre. Nach Theorem 3.4 folgt hiermit auch die Einreihigkeit der Ka-
tegorie addR(A). Die paarweise Orthogonalität der Röhren folgt daraus, dass zwischen
den einfach regulären Moduln aus verschiedenen Röhren keine von Null verschiedenen
Homomorphismen existieren.

Wir können aus dem vorangegangenen Theorem eine wichtige Invariante ableiten,
welche in Analogie zum Begriff der Länge eines Moduls aus modA steht. Sei uns ein
unzerlegbar regulärer Modul M gegeben. Dann gibt es eine eindeutige Kette von Unter-
moduln

0 = M0 (M1 ( · · · (Ml = M

mit einem l ∈ N, sodass die Faktoren Mi/Mi−1 für i = 1, · · · , l einfach regulär sind. Die
Zahl l ist also eine Invariante für den Modul M . Dies gilt offenbar auch noch, wenn wir
M nicht als unzerlegbar annehmen. Dann geht lediglich die Eindeutigkeit der Kette von
Untermoduln verloren, nicht aber die ihrer Länge.

Definition 3.8. Sei A eine zahm-erbliche Algebra und M ein regulärer Modul. Sei weiter

0 = M0 (M1 ( · · · (Ml = M

mit l ∈ N und mit einfach regulären Faktoren Mi/Mi−1 für i = 1, · · · , l. Die Größe l wird
reguläre Länge von M genannt und mit rl(M) bezeichnet.

Es ist bekannt, dass für eine zahm-erbliche Algebra A sämtliche Röhren bis auf maxi-
mal drei Ausnahmen homogen sind (vgl. [4, Main Theorem]). Dies legt es nahe, besonderes
Augenmerk auf das Studium homogener Röhren zu legen. Wir werden im folgenden Ab-
schnitt näher auf die Eigenschaften dieser eingehen und insbesondere Zusammenhänge
zwischen den Endomorphismenalgebren der Moduln innerhalb der Röhre herstellen.

3.3 Homogene Röhren

Es sei A wieder eine zahm-erbliche Algebra und T eine homogene Röhre aus R(A). Wir
übernehmen die Bezeichnungen aus Abbildung 3.1. Seien also S[n], n ∈ N, die regulären

Moduln, welche in T liegen. Dann gibt es irreduzible Morphismen ιn : S[n] // S[n+ 1]

sowie pn : S[n+ 1] // S[n] , welche der Auslander-Reiten-Relation p1ι1 = 0 bzw.
ιnpn = −pn+1ιn+1, ∀n ∈ N, genügen.

Wir werden zur Vereinfachung ein neues System irreduzibler Morphismen verwenden.
Seien hierzu für n ∈ N:

p̂n := pn und

ι̂n := (−1)n+1ιn.
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Dann gilt:

ι̂np̂n = p̂n+1ι̂n+1, ∀n ∈ N . (3.4)

Wir werden nachfolgend mit diesen neuen irreduziblen Morphismen arbeiten und verwen-
den statt ι̂ bzw. p̂ einfach wieder die Bezeichnungen ι bzw. p für diese.

Die Moduln S[n] sind nach Theorem 3.7 einreihig. Wir zeigen, dass rl(S[n]) = n gilt.
Zunächst ist S[1] einfach regulär, sodass rl(S[1]) = 1 folgt. Nehmen wir an, dass für
ein m ∈ N die Gleichheit rl(S[m]) = m gilt. Da es einen irreduziblen Monomorphismus

ιm : S[m] // S[m+ 1] gibt, ist zunächst rl(S[m+ 1]) ≥ m+ 1. Weiter ist rl(Im ιm) =

m. Wäre rl(S[m + 1]) ≥ m + 2, so gäbe es einen Untermodul U von S[m + 1] und
Inklusionen Im ιm ( Q ( S[m + 1]. Seien nun h die Inklusion Q ↪−→ S[m + 1] und g die
Komposition

S[m]
ιm→ Im ιm ↪−→ Q .

Dann erhalten wir eine Faktorisierung ιm = hg, in welcher g kein spaltender Monomorphis-
mus und h kein spaltender Epimorphismus ist. Dies widerspricht aber der
Definition 2.1 irreduzibler Morphismen. Somit muss rl(S[m + 1]) = m + 1 gelten und
es folgt induktiv rl(S[n]) = n, ∀n ∈ N. Man beachte, dass sich dieses Argument auch auf
nicht-homogenen Röhren auf dieselbe Weise durchführen lässt. Es sei weiterhin bemerkt,
dass sämtliche reguläre Kompositionsfaktoren von S[n] isomorph zu S[1] sind und dass
τS[n] ∼= S[n] für alle n ∈ N gilt. Ferner ist die Endomorphismenalgebra des einfach re-
gulären Moduls S[1] eine k-Divisionsalgebra. Dies lässt sich in Analogie zum Lemma von
Schur beweisen.

Wir starten unsere Untersuchungen mit einem Lemma, welches auch als Homotopie-
lemma bekannt ist.

Lemma 3.9. Sei in modA ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen der folgenden
Gestalt gegeben:

0 // A
f //

a
��

B
g //

b
��

C //

c
��

0

0 // A′
f ′ // B′

g′ // C ′ // 0 .

Dann existiert ein Homomorphismus h1 : B // A′ mit a = h1f genau dann, wenn es

einen Homomorphismus h2 : C // B′ mit c = g′h2 gibt.

Beweis. Sei zunächst ein h1 : B // A′ mit a = h1f gegeben. Dann folgt
bf = f ′a = f ′h1f , sodass (b−f ′h1)f = 0 gilt. Da die Abbildung g : B // C der Kokern
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von f ist, gibt es nach der universellen Eigenschaft dessen ein eindeutiges h2 : C // B′ ,
für welches h2g = b− f ′h1 gilt. Wir erhalten somit:

cg = g′b = g′(h2g + f ′h1) = g′h2g

⇒ (c− g′h2)g = 0

g Epim.⇒ c− g′h2 = 0

⇒ c = g′h2.

Sei uns umgekehrt ein h2 : C // B′ mit c = g′h2 gegeben. Dann haben wir zunächst

g′b = cg = g′h2g, woraus g′(b − h2g) = 0 folgt. Da nun f ′ : A′ // B′ der Kern von

g′ ist, gibt es einen eindeutigen Homomorphismus h1 : B // A′ mit f ′h1 = b − h2g.
Somit ergibt sich folgende Implikationskette:

f ′a = bf = (f ′h1 + h2g)f = f ′h1f

⇒ f ′(a− h1f) = 0

f ′ Monom.⇒ a− h1f = 0

⇒ a = h1f,

womit der Beweis abgeschlossen ist.

Wir werden im Folgenden eine Reihe von Aussagen darüber trefen, wie sich Homomor-
phismen von EndA(S[n]) nach EndA(S[n+1]) liften lassen. Hierzu benötigen wir zunächst
einige weitere Vorbetrachtungen.

Zunächst bemerken wir, dass die irreduziblen Morphismen ιn und pn auf natürliche Art
und Weise Algebrenhomomorphismen von EndA(S[n + 1]) nach EndA(S[n]) induzieren.

Um dies einzusehen, betrachten wir zunächst ιn : S[n] // S[n+ 1] . Da es sich bei die-
sem irreduziblen Morphismus um einen Monomorphismus handelt und
rl(S[m]) = m, ∀m ∈ N, gilt, induziert ιn einen Isomorphismus von S[n] nach rad S[n+1],
sodass wir eine kurze exakte Sequenz der Form:

0 // S[n]
ιn // S[n+ 1]

Coker ιn // S[n+ 1]/ rad S[n+ 1] // 0

erhalten. Ist nun f ∈ EndA(S[n + 1]) ein Endomorphismus von S[n + 1], so gilt
f(rad S[n+ 1]) ⊆ rad S[n+ 1],, sodass Coker ιn ◦ f ◦ ιn = 0 ist. Wegen der universel-
len Eigenschaft des Kerns obiger kurzer exakter Sequenz können wir f einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus f̄ ∈ EndA(S[n]) zuordnen, welcher folgendes Diagramm
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kommutativ macht:

S[n+ 1]
f // S[n+ 1]

S[n]
f̄ //

ιn

OO

S[n] .

ιn

OO
(3.5)

Dies liefert uns einen Homomorphismus ι̃n : EndA(S[n+ 1]) // EndA(S[n]) , f 7→ f̄ ,
von Algebren.
Betrachten wir statt ιn die irreduziblen Epimorphismen pn, so gilt für diese
Ker pn = soc S[n + 1]. Wir erhalten damit wieder eine kurze exakte Sequenz, welche
von folgender Gestalt ist:

0 // soc S[n+ 1]
Ker pn // S[n+ 1]

pn // S[n] // 0 .

Da für ein gegebenes f ∈ EndA(S[n+ 1]) die Inklusion f(soc S[n+ 1]) ⊆ soc S[n+ 1] gilt,
erhalten wir pn ◦ f ◦Ker pn = 0, sodass wir aus der universellen Eigenschaft des Kokerns
in obiger exakter Sequenz einen eindeutigen Homomorphismus f ′ ∈ EndA(S[n]) erhalten,
welcher folgendes Diagramm kommutativ macht:

S[n+ 1]
f //

pn

��

S[n+ 1]

pn

��
S[n]

f ′ // S[n] .

(3.6)

Wieder erhalten wir einen Homomorphismus p̃n : EndA(S[n+ 1]) // EndA(S[n]) ,

f 7→ f ′ , von Algebren.
Wir werden nun zeigen, dass es sich bei ι̃n und p̃n um Epimorphismen handelt.

Lemma 3.10. Mit denselben Bezeichnungen wie im Vorangegangenen ist ι̃n für jedes
n ∈ N ein Epimorphismus.

Beweis. Wir benötigen zunächst eine Aussage über den Raum Ext1
A(S[1], S[n]). Unter

Ausnutzung der Formeln aus Theorem 2.8 und unter Beachtung von τS[n] ∼= S[n] erhal-
ten wir einen natürlichen Isomorphismus Ext1

A(S[1], S[n]) ∼= DHomA(S[n], S[1]). Ist nun
g ∈ HomA(S[n], S[1]), so faktorisiert g als

g = S[n]
p1···pn−1 // S[1]

ĝ // S[1] .

Hierbei ist ĝ ∈ D := EndA(S[1]). Da sich also jeder Homomorphismus g ∈ HomA(S[n], S[1])
in der Form g = ĝp1 · · · pn−1 schreiben lässt, folgern wir, dass der Raum Ext1

A(S[1], S[n])
ein eindimensionaler rechter D-Vektorraum ist. Dies impliziert Folgendes:
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Ist η0 : 0 // S[n] u // E1
v // S[1] // 0 eine nicht spaltende, kurze exakte Sequenz

und η : 0 // S[n] u′ // E2
v′ // S[1] // 0 eine beliebige kurze exakte Sequenz, so

existiert ein h ∈ EndA(S[1]) mit η = η0h. D. h., η lässt sich als Pullback von η0 schreiben:

η : 0 // S[n] u′ // E2
v′ //

h′

��

S[1] //

h
��

0

η0 : 0 // S[n] u // E1
v // S[1] // 0 .

Die Eigenschaft, dass g durch p1 · · · pn−1 faktorisiert, ist nicht trivial. Wir geben eine kurze
Begründung hierfür an und verwenden die Tatsache, dass der Homomorphismus

S[n]

 ιn
pn−1


// S[n+ 1]⊕ S[n− 1] ,

welcher Teil der fast spaltenden Sequenz (3.2) ist, ein so genannter links minimal fast
spaltender Morphismus ist (vgl. [1, IV, 1.1 und 1.13]). Es ergibt sich, dass ein Homo-

morphismus (u1, u2) : S[n+ 1]⊕ S[n− 1] // S[1] existiert mit g = u1ιn + u2pn−1.
Da ferner ιn in den Kern von u1 abbildet, ist u1ιn = 0 und damit g = u2pn−1 mit
u2 ∈ HomA(S[n − 1], S[1]). Induktives Fortführen dieses Arguments liefert die besagte
Faktorisierung von g.

Wir müssen nun zeigen, dass für jedes f̄ ∈ EndA(S[n]) ein f ∈ EndA(S[n+1]) existiert
mit ιnf̄ = fιn. Sei uns also ein f̄ ∈ EndA(S[n]) gegeben. Wir betrachten die kurze exakte
Sequenz

ν : 0 // S[n]
ιn // S[n+ 1]

p1···pn // S[1] // 0

und das folgende aus ν durch Pushout mittels f̄ erzeugte kommutative Diagramm:

ν : 0 // S[n]
ιn //

f̄
��

S[n+ 1]
p1···pn //

h1
��

S[1] // 0

f̄ν : 0 // S[n] u // E v // S[1] // 0 .

(3.7)

Da es sich bei ιn um einen nicht spaltenden Monomorphismus handelt, ist die Sequenz ν
ebenfalls nicht spaltend. Nach unseren Vorüberlegungen gibt es daher ein g ∈ EndA(S[1]),
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sodass f̄ν = νg ist. Wir erhalten folgendes kommutative Diagramm:

ν : 0 // S[n]
ιn //

f̄
��

S[n+ 1]
p1···pn //

h1
��

S[1] // 0

f̄ν = νg : 0 // S[n] u // E
v //

h2
��

S[1] //

g

��

0

ν : 0 // S[n]
ιn // S[n+ 1]

p1···pn // S[1] // 0 .

(3.8)

Es folgt ιnf̄ = h2h1ιn, sodass die Behauptung für f := h2h1 folgt.

Es folgt ein weiteres Lemma für die durch die pn erzeugten Homomorphismen p̃n.

Lemma 3.11. Mit denselben Bezeichnungen wie im Vorangegangenen ist p̃n für jedes
n ∈ N ein Epimorphismus.

Beweis. Der Beweis läuft analog zum Beweis von Lemma 3.10 ab. Wir betrachten den
Raum Ext1

A(S[n], S[1]) ∼= DHomA(S[1], S[n]). Man zeigt wieder, dass jedes
g ∈ HomA(S[1], S[n]) in g = ιn−1 · · · ι1ĝ mit einem ĝ ∈ D := EndA(S[1]) faktorisiert.
Hieraus folgt, dass Ext1

A(S[n], S[1]) ein eindimensionaler linker D-Vektorraum ist.
Sei nun wieder f ′ ∈ EndA(S[n]). Wir müssen zeigen, dass es ein f ∈ EndA(S[n + 1])

gibt, sodass pnf = f ′pn gilt. Betrachten wir nun die nicht spaltende Sequenz

ν∗ : 0 // S[1]
ιn···ι1 // S[n+ 1]

pn // S[n] // 0

und das hieraus durch Pullback mittels f ′ erzeugte kommutative Diagramm

ν∗f ′ : 0 // S[1] u′ // E ′

h′2
��

v′ // S[n]

f ′

��

// 0

ν∗ : 0 // S[1]
ιn···ι1 // S[n+ 1]

pn // S[n] // 0 .

(3.9)

Da ν∗ nicht spaltet, existiert ein g′ ∈ EndA(S[1]) mit ν∗f ′ = g′ν∗. Wir erhalten dadurch
folgendes kommutatives Diagramm:

ν∗ : 0 // S[1]
ιn···ι1 //

g′

��

S[n+ 1]
pn //

h′1
��

S[n] // 0

ν∗f ′ = g′ν∗ : 0 // S[1] u′ // E ′

h′2
��

v′ // S[n]

f ′

��

// 0

ν∗ : 0 // S[1]
ιn···ι1 // S[n+ 1]

pn // S[n] // 0 .

(3.10)
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Es ergibt sich f ′pn = pnh
′
2h
′
1, sodass die Behauptung mit f := h′2h

′
1 folgt.

Im Weiteren werden speziell die Algebrenepimorphismen p̃n eine Rolle spielen. Wir
werden die Kette von Epimorphismen

· · · // EndA(S[4])
p̃3 // EndA(S[3])

p̃2 // EndA(S[2])
p̃1 // EndA(S[1]) (3.11)

betrachten und über diese den so genannten inversen Limes bilden. Die so entstehende
Algebra wird uns die zugrundeliegende Röhre vollständig beschreiben. Bevor wir allerdings
dazu übergehen, studieren wir die Endomorphismenalgebren EndA(S[n]) und die Wirkung
der p̃n speziell auf deren Ideale.

Wir haben für jedes n ∈ N einen ausgezeichneten Endomorphismus
πn := ιn−1pn−1 ∈ EndA(S[n]), wobei π1 := 0 zu setzen ist. Es gilt für diese Endomor-
phismen Ker πn = soc S[n] und Im πn = rad S([n]).

Wir starten damit, zu zeigen, dass das von πn in EndA(S[n]) erzeugte Linksideal gleich
dem von πn erzeugten Rechtsideal ist (und somit gleich dem von πn erzeugten zweiseitigen
Ideal).

Lemma 3.12. Sei πn ∈ EndA(S[n]) wie zuvor definiert. Dann gilt

πn EndA(S[n]) = EndA(S[n])πn = (πn).

Beweis. Die Behauptung ist klar für n = 1. Wir nehmen also im Folgenden n ≥ 2 an.
Sei zunächst πnf ∈ πn EndA(S[n]) gegeben. Wir müssen zeigen, dass es ein

f ′ ∈ EndA(S[n]) gibt, für welches πnf = f ′πn gilt. Betrachten wir dazu
p̃n−1(f) ∈ EndA(S[n − 1]). Dann finden wir nach Lemma 3.10 ein f ′ ∈ EndA(S[n]) mit
ι̃n−1(f ′) = p̃n−1(f). Es folgt:

πnf = ιn−1pn−1f = ιn−1p̃n−1(f)pn−1 = ιn−1ι̃n−1(f ′)pn−1 = f ′ιn−1pn−1 = f ′πn.

Ist umgekehrt gπn ∈ πn EndA(S[n]). Dann finden wir nach Lemma 3.11 ein g′ ∈ EndA(S[n])
mit ι̃n−1(g) = p̃n−1(g′) und wir erhalten analog:

gπn = gιn−1pn−1 = ιn−1ι̃n−1(g)pn−1 = ιn−1p̃n−1(g′)pn−1 = ιn−1pn−1g
′ = πng

′.

Damit haben wir πn EndA(S[n]) = EndA(S[n])πn und es ist damit auch unmittelbar
klar, dass dies ein zweiseitiges Ideal ist, welches gerade von πn erzeugt wird, womit die
Behauptung bewiesen ist.

Als nächstes wollen wir eine vollständige Beschreibung der Ideale der Algebren
EndA(S[n]) liefern. Wir werden insbesondere sehen, dass jedes einseitige Ideal auch zwei-
seitig ist und von einem Element erzeugt wird.
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Lemma 3.13. Sei I ein (einseitiges) Ideal in EndA(S[n]). Dann existiert ein
n0 ∈ {0, · · ·n}, sodass I = {f ∈ EndA(S[n]) | Im f ⊆ radn0

A S[n]} gilt. I ist ferner
ein zweiseitiges Hauptideal.

Beweis. Sei o. B. d. A. I ein Linksideal in EndA(S[n]). Da wir für S[n] die Kette

0 = radn
A(S[n]) ( radn−1

A (S[n]) ( · · · ( rad 2
A(S[n]) ( rad 1

A(S[n]) ( rad 0
A(S[n]) = S[n]

von regulären Untermoduln mit rad k
A(S[n])/ rad k+1

A (S[n]) einfach regulär, für alle
k ∈ {0, · · · , n− 1}, haben, können wir die Zahl

n0 := min{m ∈ N0 | ∃g ∈ I : Im g = radm
A (S[n])} (3.12)

definieren. Ist n0 = n, so ist I = 0 und die Behauptung ist trivial. Wir können daher
n0 < n annehmen. Sei g0 ∈ I ein Homomorphismus, welcher gerade Im g0 = radn0

A (S[n])
erfüllt, und sei h ∈ I beliebig. Nach der Definition von n0 folgt sofort Im h ⊆ radn0

A (S[n]).
Da ferner S[n − n0] und radn0

A (S[n]) isomorph sind (ein Isomorphismus kann aus
ιn−1 · · · ιn−n0 abgeleitet werden), faktorisieren h und g0 als h = h2h1 bzw. g0 = g2g1

mit gewissen h1, g1 ∈ HomA(S[n], S[n− n0]) und h2, g2 ∈ HomA(S[n− n0], S[n]).

Analog zu den Argumenten, welche in den Beweisen von Lemma 3.10 und Lemma 3.11
angebracht wurden, faktorisieren die hi und gi (i = 1, 2) weiter in:

g1 = ĝ1pn−n0 · · · pn−1 ,

h1 = ĥ1pn−n0 · · · pn−1 ,

g2 = ιn−1 · · · ιn−n0 ĝ2 , sowie

h2 = ιn−1 · · · ιn−n0ĥ2 .

Damit ist g0 = ιn−1 · · · ιn−n0 g̃pn−n0 · · · pn−1 und h = ιn−1 · · · ιn−n0h̃pn−n0 · · · pn−1 mit
g̃, h̃ ∈ EndA(S[n − n0]). Der Endomorphismus g̃ ist wegen der Bedingung
Im g0 = radn0

A (S[n]) ein Isomorphismus, sodass für diesen

g̃ EndA(S[n− n0]) = EndA(S[n− n0]) = EndA(S[n− n0])g̃ (3.13)

gilt. Da nach Lemma 3.10 bzw. Lemma 3.11 die Algebrenhomomorphismen p̃m und ι̃m für
alle m ∈ N surjektiv sind, erhalten wir für jedes m ∈ N zusätzlich die beiden Gleichheiten

pm EndA(S[m+ 1]) = EndA(S[m])pm , und (3.14)

EndA(S[m+ 1])ιm = ιm EndA(S[m]) . (3.15)
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Es ergibt sich die Inklusionskette

I ⊆ ιn−1 · · · ιn−n0 EndA(S[n− n0])pn−n0 · · · pn−1

3.13
= ιn−1 · · · ιn−n0 EndA(S[n− n0])g̃pn−n0 · · · pn−1

3.15
= EndA(S[n])ιn−1 · · · ιn−n0 g̃pn−n0 · · · pn−1

= EndA(S[n])g0

⊆ I ,

aus der wir I = EndA(S[n])g schließen. Da sich weiterhin jedes f ∈ EndA(S[n]) mit
Im f ⊆ radn0

A (S[n]) nach obigen Ausführungen schreiben lässt als
f = ιn−1 · · · ιn−n0 f̃pn−n0 · · · pn−1 mit einem f̃ ∈ EndA(S[n − n0]), und umgekehrt das
Bild jedes Homomorphismus aus ιn−1 · · · ιn−n0 EndA(S[n−n0])pn−n0 · · · pn−1 in radn0

A (S[n])
liegt, folgt

I = EndA(S[n])g0 = ιn−1 · · · ιn−n0 EndA(S[n− n0])pn−n0 · · · pn−1

= {f ∈ EndA(S[n]) | Im f ⊆ radn0
A S[n]} .

Schließlich ergibt sich aus (3.14) noch die Gleichheit:

EndA(S[n])g0 = ιn−1 · · · ιn−n0 EndA(S[n− n0])pn−n0 · · · pn−1

= ιn−1 · · · ιn−n0 g̃ EndA(S[n− n0])pn−n0 · · · pn−1

= ιn−1 · · · ιn−n0 g̃pn−n0 · · · pn−1 EndA(S[n])

= g0 EndA(S[n]) .

Damit ist I = g0 EndA(S[n]) = EndA(S[n])g0 = (g0) ein zweiseitiges Hauptideal und das
Lemma ist bewiesen.

Wir haben gezeigt, dass jede der Endomorphismenalgebren EndA(S[n]) eine eindeutige
Folge von ineinander geschachtelten Hauptidealen besitzt und diese tatsächlich alle (auch
einseitigen) Ideale umfasst. Mit den Bezeichnungen aus obigem Beweis bemerken wir,
dass wir für die Erzeuger der Ideale, welche wir mit g0 bezeichnet hatten, insbesondere
die Elemente ιn−1 · · · ιn−n01S[n−n0]pn−n0 · · · pn−1 nehmen können. Dann sind die g0 gerade
die Potenzen von πn, was wir durch iteriertes Anwenden von (3.4) einsehen können:

g0 = ιn−1 · · · ιn−n0pn−n0 · · · pn−1

3.4
= ιn−1pn−1ιn−1pn−1 · · · ιn−1pn−1

= πn0
n .

Dies führt uns unmittelbar auf:
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Folgerung 3.14. Die einzigen Ideale der Algebra EndA(S[n]) sind die Hauptideale

(πkn) = rad k EndA(S[n]) = {f ∈ EndA(S[n]) | Im f ⊆ rad k
A S[n]}

für k = 0, · · · , n.

Hierbei verstehen wir π0
n als 1S[n]. Da wir außerdem die Beziehung (3.4) haben, folgt

pn−1πn = pn−1ιn−1pn−1 = ιn−2pn−2pn−1 = πn−1pn−1, falls n ≥ 3 ist.

Da wir π1 := 0 gesetzt hatten, gilt diese Beziehung wegen p1ι1 = 0 auch noch für n = 2.
Somit wirkt der Algebrenepimorphismus p̃n−1 auf πn einfach durch p̃n−1(πn) = πn−1. Wir
folgern hieraus für die Wirkung der p̃n−1 auf die Ideale (πkn) (k = 0, · · · , n):

p̃n−1((πkn)) = (πkn−1) für k ∈ {0, · · · , n− 2} , (3.16)

p̃n−1((πkn)) = 0 für k ∈ {n− 1, n} . (3.17)

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in folgendem Theorem zusammen:

Theorem 3.15. Die Algebren EndA(S[n]) sind für alle n ∈ N lokale Hauptidealringe.
Ihre maximalen Ideale werden erzeugt durch πn und alle Ideale von EndA(S[n]) bilden
eine durch Inklusion geordnete Kette

0 = (πnn) ( (πn−1
n ) ( · · · ( (π2

n) ( (π1
n) ( (π0

n) = EndA(S[n]) .

Weiterhin ist jedes einseitige Ideal von EndA(S[n]) auch ein zweiseitiges Ideal.

Die Algebrenepimorphismen p̃n : EndA(S[n+ 1]) // EndA(S[n]) wirken auf die Ideale

durch p̃n((πkn+1)) = (πkn) für k ∈ {0, · · · , n+ 1}, wobei für k ∈ {n, n+ 1} auf der rechten
Seite der letzten Gleichung eine Null entsteht.

Beweis. Die Lokalität von EndA(S[n]) ist eine Konsequenz dessen, dass
rad EndA(S[n]) = (πn) das eindeutige maximale Ideal in EndA(S[n]) ist. Alle anderen
Aussagen wurden in Lemma 3.13, Folgerung 3.14, sowie (3.16) und (3.17) gezeigt.

Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass wir eine (homogene) Röhre als eine
Modulkategorie über einem gewissen Hauptidealring auffassen können. Dafür werden die
eben erarbeiteten Eigenschaften der Algebren EndA(S[n]) von entscheidender Bedeutung
sein.

3.4 Röhren als Modulkategorien

Wir haben den vorangegangenen Abschnitt mit Theorem 3.15 abgeschlossen, welches uns
eine vollständige Aussage über die (einseitigen) Ideale von EndA(S[n]) liefert. Insbesonde-
re erhalten wir, dass EndA(S[n]) als rechter bzw. linker Modul über sich selbst betrachtet
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ein einreihiger Modul ist. Dies bedeutet wiederum, dass es sich bei EndA(S[n]) um eine
so genannte Nakayama-Algebra handelt. Diese Algebren sind bestens verstanden (für
eine kurze Einführung vgl. [1, V]) und man kann die Modulkategorie mod EndA(S[n])
vollständig beschreiben. Der Auslander-Reiten-Köcher Γ(EndA(S[n])) hat folgende Ge-
stalt:

EndA(S[n])/(πn)

EndA(S[n])/(π
2
n)

EndA(S[n])/(π
3
n)

EndA(S[n])/(π
n−1
n )

EndA(S[n])

q1

q2

qn−1

j1

j2

jn−1

τ

τ

τ

τ

Abbildung 3.2: Auslander-Reiten-Köcher von EndA(S[n])

Da sich jeder der A-Moduln S[k] für k = 1, · · · , n mithilfe der p̃m auf natürliche Weise als
EndA(S[n])-Modul auffassen lässt, ist die Kategorie der endlichdimensionalen EndA(S[n])-
Moduln äquivalent zur vollen Unterkategorie add (S[1] ⊕ · · · ⊕ S[n]) von modA. Gewis-
sermaßen erhalten wir also die Kategorie mod EndA(S[n]) dadurch, dass wir die Röhre,
welche in S[1] startet, nach dem n-ten unzerlegbaren Modul abschneiden. Wir haben im
vorangegangenen Abschnitt außerdem gesehen, dass wir in einer homogenen Röhre eine
durch die irreduziblen Morphismen induzierte Kette von Algebrenepimorphismen (3.11)
haben. Dies führt auf die Idee, zur Beschreibung einer homogenen Röhre als Modulkate-
gorie nach einer Algebra zu suchen, welche gewissermaßen durch

”
Zurückziehen“ aus der

Folge (3.11) entsteht. Wir werden im Folgenden diese Idee präzisieren und das Konzept
der inversen Limites von Algebren bzw. Moduln verwenden, welches uns genau dieses
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Zurückziehen möglich machen wird. Wir beginnen mit einer Definition. Um eine doppelte
Formulierung zu vermeiden, werden wir statt

”
Algebra oder Modul“ das Wort

”
Objekt“

und statt
”
Algebrenhomomorphismus oder Modulhomomorphismus“ das Wort

”
Morphis-

mus“ verwenden. Sofern nicht anders erwähnt, sind alle Definitionen und Lemmata in
beiden Kontexten gültig.

Definition 3.16. Seien (I,≤) eine halbgeordnete Menge und sei für jedes i ∈ I ein
Objekt Ti gegeben. Weiter sei für jedes Paar (i, j) ∈ I × I mit i > j ein Morphismus
fi,j : Ti // Tj gegeben. Die Familie (Ti, fi,j)i,j∈I, i>j heißt inverses System, falls für

alle i, j, k ∈ I mit i > k > j die Beziehung fi,j = fk,jfi,k gilt.

Sei (Ti, fi,j)i,j∈I, i>j ein inverses System. Ein Objekt T zusammen mit einer Familie

von Morphismen (prTi : T // Ti )i∈I heißt inverser Limes von (Ti, fi,j)i,j∈I, i<j, wenn

für alle i, j ∈ I mit i > j die Beziehung prTj = fi,jpr
T
i gilt, und wenn es für jedes weitere

Objekt S mit Morphismen (si : S // Ti )i∈I , für die sj = fi,jsi für alle i, j ∈ I mit i > j

gilt, einen eindeutigen Morphismus c : S // T mit der Eigenschaft si = prTi c ,∀i ∈ I,
gibt. Wir bezeichnen den inversen Limes T mit lim

←−
i∈I

Ti oder kurz mit lim
←−
i

Ti.

Es sei bemerkt, dass sich durch einen Standardbeweis die Eindeutigkeit eines inversen
Limes bis auf Isomorphie zeigen lässt, weswegen man häufig von

”
dem“ inversen Limes

spricht. Wir werden im Folgenden für die Indexmenge I stets die Menge N der natürlichen
Zahlen mit der kanonischen Ordnung nehmen. Die letzte Eigenschaft aus obiger Definition,
welche die universelle Eigenschaft des inversen Limes ist, lässt sich für I = N wie folgt
visualisieren:

T1 T2 T3 T4
f2,1 f3,2 f4,3

lim
←−

i

Ti

S

∃! cs1 s2 s3 s4

prT1
prT2 prT3 prT4

Abbildung 3.3: Universelle Eigenschaft des inversen Limes

Den inversen Limes kann man sich also gewissermaßen als das
”
kleinste“ Objekt vorstellen,

für das sj = fi,jsi für alle i, j ∈ I mit i > j gilt. Der inverse Limes eines Systems
(Ti, fi,j)i,j∈N, i>j lässt sich auch als Teilmenge des Produkts

∏
i∈N

Ti schreiben, und zwar



3.4. Röhren als Modulkategorien 47

konkret als

lim
←−
i

Ti = {x = (x1, x2, x3, · · · ) ∈
∏
i∈N

Ti | xi = fi+1,i(xi+1) ,∀i ∈ N} . (3.18)

Die mit dem inversen Limes zusammenhängenden Abbildungen prTi : T // Ti sind
hierbei gerade die Projektionen auf die i-ten Komponenten.

Diese alternative Beschreibung liefert zunächst, dass inverse Limites von inversen Sys-
temen von Algebren oder Moduln stets existieren. Weiterhin ist sie sehr nützlich, wenn
man konkret mit inversen Limites rechnen möchte und wir werden im Folgenden auch
mehrfach darauf zurückgreifen. Zunächst werden einige Fakten und Eigenschaften inverser
Limites zusammengetragen, welche wir im weiteren Verlauf der Arbeit benötigen werden.

Lemma 3.17. Seien (Ti, fi,j)i,j∈N, i>j sowie (Si, gi,j)i,j∈N, i>j inverse Systeme und

(ai : Ti // Si )i∈N eine Familie von Morphismen, für die aifi+1,i = gi+1,iai+1 für al-
le i ∈ N gilt, d. h., für welche folgendes Diagramm kommutiert:

T1

a1
��

T2

f2,1oo

a2
��

T3

f3,2oo

a3
��

T4

f4,3oo

a4
��

· · ·oo

S1 S2

g2,1oo S3

g3,2oo S4

g4,3oo · · · .oo

Dann existiert ein eindeutiger Morphismus ā : lim
←−
i

Ti // lim
←−
i

Si , für den

prSi ā = aipr
T
i für alle i ∈ N gilt. Sind ferner alle ai Isomorphismen, so ist auch ā ein

Isomorphismus.

Beweis. Sei uns ein x = (x1, x2, x3, x4, · · · ) ∈ lim
←−
i

Ti gegeben. Wir definieren ā einfach

durch

ā(x) := (a1(x1), a2(x2), a3(x3), a4(x4), · · · ) . (3.19)

Da alle ai (i ∈ N) Algebren- bzw. Modulhomomorphismen sind, ist auch ā ein Algebren-
bzw. Modulhomomorphismus, falls (a1(x1), a2(x2), a3(x3), a4(x4), · · · ) ∈ lim

←−
i

Si gilt. Dass

dem so ist, sehen wir wie folgt:

gi+1,i(ai+1(xi+1))
V or.
= ai(fi+1,i(xi+1))

(3.18)
= ai(xi) ,∀i ∈ N.

Es ist also tatsächlich ā(x) ∈ lim
←−
i

Si. Somit ist ā ein Morphismus, welcher trivialerweise

prSi ā = aipr
T
i für alle i ∈ N erfüllt.
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Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei a′ : lim
←−
i

Ti // lim
←−
i

Si ein beliebiger Morphismus

mit prSi a
′ = aipr

T
i für alle i ∈ N. Sei weiter x = (x1, x2, x3, x4, · · · ) ∈ lim

←−
i

Ti. Dann ist

das Bild a′(x) von der Gestalt y = a′(x) = (y1, y2, y3, y4, · · · ), wobei wir für jedes i ∈ N
folgendes haben:

yi = prSi (y) = prSi (a
′(x)) = ai(pr

T
i (x)) = ai(xi) .

Somit folgt unmittelbar a′ = ā. Um die letzte Aussage über die Isomorphismen zu zeigen,
sei bemerkt, dass unter der Annahme, dass alle ai Isomorphismen sind, auch folgendes
Diagramm kommutiert:

T1 T2

f2,1oo T3

f3,2oo T4

f4,3oo · · ·oo

S1

a−1
1

OO

S2

a−1
2

OO

g2,1oo S3

a−1
3

OO

g3,2oo S4

a−1
4

OO

g4,3oo · · · .oo

Die hiervon induzierte Abbildung

lim
←−
i

Si // lim
←−
i

Ti , (y1, y2, y3, y4, · · · ) 7→ (a−1
1 (y1), a−1

2 (y2), a−1
3 (y3), a−1

4 (y4), · · · )

ist dann die Umkehrabbildung zu ā.

Wir benötigen noch eine letzte Aussage über das Verhalten von direkten Summen von
Moduln unter der Bildung von inversen Limites, welche wir nun in einem abschließenden
Lemma formulieren und zeigen werden.

Lemma 3.18. Seien (Mi, fi,j)i,j∈N, i>j sowie (Li, gi,j)i,j∈N, i>j inverse Systeme von Moduln
über einer Algebra A, und sei(

Mi ⊕ Li,
[
fi,j 0
0 gi,j

])
i,j∈N, i>j

das inverse System, welches durch Bildung direkter Summen aus den beiden entsteht.
Dann gelten lim

←−
i

(Mi ⊕ Li) = (lim
←−
i

Mi)⊕ (lim
←−
i

Li) und

prM⊕Li =

[
prMi 0

0 prLi

]
für alle i ∈ N.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage dadurch, dass wir die universelle Eigenschaft von
(lim
←−
i

Mi)⊕ (lim
←−
i

Li) für das inverse System

M1 ⊕ L1 M2 ⊕ L2

f2,1 0
0 g2,1


oo M3 ⊕ L3

f3,2 0
0 g3,2


oo M4 ⊕ L4

f4,3 0
0 g4,3


oo · · ·oo

(3.20)

nachweisen. Zunächst haben wir die Beziehungen fi,jpr
M
i = prMj und gi,jpr

L
i = prLj für

i > j, woraus wir [
fi,j 0
0 gi,j

] [
prMi 0

0 prLi

]
=

[
prMj 0

0 prLj

]
(3.21)

für alle i > j folgern können. Sei nun S ein beliebiger Modul mit Homomorphismen

si =

[
s1
i

s2
i

]
: S //Mi ⊕ Li , für die

[
fi,j 0
0 gi,j

] [
s1
i

s2
i

]
=

[
s1
j

s2
j

]
für alle i > j gilt. Daraus erhalten wir, dass fi,js

1
i = s1

j und gi,js
2
i = s2

j für alle i > j
gelten, und nach der universellen Eigenschaft von lim

←−
i

Mi bzw. lim
←−
i

Li erhalten wir ein-

deutig bestimmte Homomorphismen c1 : S // lim
←−
i

Mi und c2 : S // lim
←−
i

Li , welche

s1
i = prMi c

1 sowie s2
i = prLi c

2 für alle i ∈ N erfüllen. Dies liefert uns einen eindeutig

bestimmten Homomorphismus c =

[
c1

c2

]
: S // (lim

←−
i

Mi)⊕ (lim
←−
i

Li) , für welchen

si =

[
s1
i

s2
i

]
=

[
prMi c

1

prLi c
2

]
=

[
prMi 0

0 prLi

] [
c1

c2

]
=

[
prMi 0

0 prLi

]
c

für alle i ∈ N gilt. Damit haben wir die universelle Eigenschaft nachgewiesen, woraus die
Behauptung folgt.

Bevor wir nun wieder auf die konkrete Situation in homogenen Röhren zurückkommen,
wollen wir noch eine letzte Definition erarbeiten. Sei hierzu eine Algebra B gegeben. Die
Potenzen rad k B, k ∈ N, des Radikals von B bilden eine durch Inklusion geordnete Folge
von Idealen in B:

rad B ⊇ rad 2B ⊇ rad 3B ⊇ · · · . (3.22)
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Durch diese erhalten wir folgende kanonische Folge von Epimorphismen auf den Fak-
torräumen B/ rad k B:

B/ rad B B/ rad 2B
κ1oo B/ rad 3B

κ2oo · · · .oo (3.23)

Hierbei ist κi die Abbildung x+(rad i+1B) 7→ x+(rad iB). Mit diesen Bezeichnungen und

den kanonischen Projektionen B // B/ rad k B haben wir ein kommutatives Diagramm
der folgenden Gestalt:

B/ rad B B/ rad 2B
κ1oo B/ rad 3B

κ2oo B/ rad 4B
κ3oo · · ·oo

B

OO

B

OO

B

OO

B

OO

· · · .
(3.24)

Da der inverse Limes der unteren Folge in (3.24) offenbar wieder B ist, liefert uns dieses
Diagramm nach Lemma 3.17 einen kanonischen Homomorphismus

κ : B // lim
←−
k

(B/ rad k B) . Dies führt uns unmittelbar auf:

Definition 3.19. Seien B eine Algebra und rad B sein Radikal.
Der Ring B̂ := lim

←−
k

(B/ rad k B) heißt Vervollständigung von B (bezüglich rad B). Die

Algebra B heißt vollständig, wenn der kanonische Homomorphismus

κ : B // lim
←−
k

(B/ rad k B) ein Isomorphismus ist.

Es sei bemerkt, dass wir eine Algebra in Bezug auf ein beliebiges zweiseitiges Ideal
vervollständigen können, und dabei nicht zwangsweise das Radikal verwenden müssen.
Betrachten wir hierzu ein kleines Beispiel:

Beispiel 3.20. Sei k ein Körper und k[T ] der Polynomring über k in einer Veränderlichen.
Dieser ist insbesondere eine k-Algebra. Es ist bekannt, dass rad k[T ] = 0 ist, d. h., die
Vervollständigung von k[T ] bezüglich rad k[T ] wird wieder k[T ] selbst liefern. Betrachten
wir stattdessen das von T erzeugte Ideal (T ) und die Vervollständigung lim

←−
i

(k[T ]/(T i))

nach diesem. Diese besteht aus Elementen der Form

x = (b0 + (T ), b1 + (T 2), b2 + (T 3), b3 + (T 4), · · · ),

wobei die bi aus k[T ] sind, und bi + (T i+1) = bi+1 + (T i+1) für alle i ∈ N gilt. Wir können

somit den Ansatz bi =
i∑
l=0

ai,lT
l machen und erhalten aus bi + (T i+1) = bi+1 + (T i+1)
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sukzessive ai,l = aj,l für alle i, j ∈ N und l ∈ {0, · · · ,min{i, j}}. Damit ist jedes Element
aus lim

←−
i

(k[T ]/(T i)) von der Gestalt

x = (a0 + (T ), a0 + a1T + (T 2), a0 + a1T + a2T
2 + (T 3), · · · )

mit ai ∈ k. Auf diese Weise sieht man unmittelbar ein, dass lim
←−
i

(k[T ]/(T i)) ∼= k[[T ]] der

Ring der formalen Potenzreihen über k ist. Insbesondere ist k[T ]��∼= lim
←−
i

(k[T ]/(T i)), sodass

k[T ] nicht mit seiner Vervollständigung bezüglich (T ) übereinstimmt.

Wir werden nun wieder eine homogene Röhre T einer zahm-erblichen Algebra A be-
trachten. Es werden dieselben Bezeichnungen wie in Abschnitt 3.3 verwendet. Wir hatten
gesehen, dass die irreduziblen Epimorphismen pn : S[n+ 1] // S[n] eine Folge von

Algebrenepimporphismen (3.11):

· · · // EndA(S[4])
p̃3 // EndA(S[3])

p̃2 // EndA(S[2])
p̃1 // EndA(S[1])

induzieren und wir haben die wichtigsten Eigenschaften der Algebren EndA(S[n]) und
der Epimorphismen p̃n in Theorem 3.15 zusammengetragen. Jetzt wollen wir hieraus eine
Reihe von Schlussfolgerungen für den inversen Limes von (3.11) ziehen. Wir bemerken
hierzu zunächst, dass (3.11) zu einem inversen System (EndA(S[n]), p̃n,m)n,m∈N, n>m wird,
wenn wir p̃n,m := p̃m · · · p̃n−1 für n > m setzen.

Sei nun H := lim
←−
n

EndA(S[n]) der inverse Limes von (3.11) und seien

pri : lim
←−
n

EndA(S[n]) // EndA(S[i]) (i ∈ N) die zugehörigen Projektionshomomor-

phismen. Wir zeigen zunächst ein Lemma, bevor wir zu einem zentralen Theorem über
die Struktur der Algebra H kommen.

Lemma 3.21. Seien H und pri, i ∈ N, wie zuvor definiert. Dann ist pri für jedes i ∈ N
ein Epimorphismus.

Beweis. Seien i ∈ N und fi ∈ EndA(S[i]) beliebig. Wir müssen zeigen, dass es ein Element
f ∈ H gibt, sodass fi = pri(f) gilt. Wir setzen dazu zunächst fj := (p̃j ◦ · · · ◦ p̃i−1)(fi)
für j < i. Ferner gibt es aufgrund dessen, dass die p̃n für alle n ∈ N Epimorphismen
sind, eine Folge von Algebrenhomomorphismen (fi+1, fi+2, · · · ) mit fj ∈ EndA(S[j]) und
fj = p̃j(fj+1) für alle j ≥ i. Man wähle dazu fi+1 als ein Urbild von fi unter p̃i, fi+2 als ein
Urbild von fi+1 unter p̃i+1, und so fort. Somit erhält man eine Folge f = (f1, f2, f3, f4, · · · )
mit fj = p̃j(fj+1) für alle j ∈ N. Es folgt f ∈ H nebst pri(f) = fi, womit die Behauptung
gezeigt ist.
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Wir hatten in einer Vorüberlegung zu Theorem 3.15 gesehen, dass für jedes n ≥ 2
die Beziehung p̃n−1(πn) = πn−1 gilt. Es folgt, dass das Element π := (π1, π2, π3, π4, · · · )
zur Algebra H gehört. Wieder werden wir π0 als 1H verstehen. Ähnlich wie im Fall der
EndA(S[n]) wird sich ergeben, dass sämtliche Ideale von H als Hauptideale von Potenzen
dieses π erzeugt werden. Bevor wir dies zeigen können, benötigen wir ein letztes, etwas
technisches, Lemma.

Lemma 3.22. Seien H und pri, i ∈ N, wie zuvor definiert, und sei
a = (πk1a1, π

k
2a2, π

k
3a3, π

k
4a4, · · · ) ∈ H mit einem k ∈ N und ai ∈ EndA(S[i]). Dann exis-

tiert ein b = (b1, b2, b3, b4, · · · ) ∈ H, sodass a = (πk1 , π
k
2 , π

k
3 , π

k
4 , · · · )(b1, b2, b3, b4, · · · ) = πkb

gilt. Sind hierbei alle ai ∈ EndA(S[i]) Isomorphismen, so kann auch b als Einheit von H
gewählt werden.

Ist c = (c1π
k
1 , c2π

k
2 , c3π

k
3 , c4π

k
4 , · · · ) ∈ H, so gibt es analog ein d ∈ H mit c = dπk. Sind

alle ci ∈ EndA(S[i]) Isomorphismen, so kann d als Einheit gewählt werden.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, das der Beweis der zweiten völlig analog
dazu ist. Sei also a = (πk1a1, π

k
2a2, π

k
3a3, π

k
4a4, · · · ) ∈ H mit einem k ∈ N. Wir konstruieren

nun sukzessive Folgen aj = (aj1, a
j
2, a

j
3, a

j
4, · · · ), für welche πki a

j
i = πki ai für alle i ∈ N und

aji = p̃i(a
j
i+1) für i < j gelten. Dies machen wir wie folgt:

(1): Setzen wir a1 = (a1
1, a

1
2, a

1
3, a

1
4, · · · ) := (a1, a2, a3, a4, · · · ), so ist offenbar πki a

1
i = πki ai

für alle i ∈ N.
(2): Betrachten wir das Element πk2a2 = πk2a

1
2. Wegen a ∈ H ist

πk1a1 = p̃1(πk2a2) = p̃1(πk2)p̃1(a2) = πk1 p̃1(a2) , (3.25)

woraus wir πk1(a1 − p̃1(a2)) folgern. Wegen k ≥ 1, haben wir πk1a1 = πk1 p̃1(a2) = 0. Setzen
wir a2

1 := p̃1(a2) und a2
i := a1

i für i > 1, so gelten für a2 = (a2
1, a

2
2, a

2
3, a

2
4, · · · ) die geforder-

ten Bedingungen.
...
(m): Sei uns die Folge am−1 = (am−1

1 , am−1
2 , am−1

3 , am−1
4 , · · · ) gegeben, sodass

πki a
m−1
i = πki ai für i ∈ N und am−1

i = p̃i(a
m−1
i+1 ) für i < m − 1 gelten. Betrachten wir

nun das Element πkmam = πkma
m−1
m . Wegen a ∈ H haben wir wieder

πkm−1a
m−1
m−1 = p̃m−1(πkma

m−1
m ) = p̃m−1(πkm)p̃m−1(am−1

m ) = πkm−1p̃m−1(am−1
m ) , (3.26)

womit wir πkm−1(am−1
m−1 − p̃m−1(am−1

m )) = 0 haben.
Ist k ≥ m − 1, so ist πkm−1a

m−1
m−1 = πkm−1p̃m−1(am−1

m ) = 0. Setzen wir dann
amm−1 := p̃m−1(am−1

m ), sowie ami := (p̃i ◦ · · · ◦ p̃m−2)(amm−1) für i < m − 1 und ami := am−1
i

für i > m− 1, so erfüllt dieses am = (am1 , a
m
2 , a

m
3 , a

m
4 , · · · ) die geforderten Bedingungen.

Ist hingegen k < m − 1, so folgt aus πkm−1(am−1
m−1 − p̃m−1(am−1

m )) = 0, dass sich
p̃m−1(am−1

m ) schreiben lässt als p̃m−1(am−1
m ) = am−1

m−1 + πm−k−1
m−1 gm−1 mit einem gewissen

gm−1 ∈ EndA([m− 1]). Setzen wir amm−1 := am−1
m−1 + πm−k−1

m−1 gm−1, sowie
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ami := (p̃i ◦ · · · ◦ p̃m−2)(amm−1) = am−1
i + πm−k−1

i (p̃i ◦ · · · ◦ p̃m−2)(gm−1) für i < m − 1 und
ami := am−1

i für i > m − 1, so erfüllt dieses am = (am1 , a
m
2 , a

m
3 , a

m
4 , · · · ) die geforderten

Bedingungen. Man beachte hierzu, dass πm−1
i = 0 ist, falls i ≤ m− 1 ist.

Damit haben wir eine Folge von aj = (aj1, a
j
2, a

j
3, a

j
4, · · · ) ∈

∏
n∈N

EndA(S[n]), für die

πki a
j
i = πki ai für alle i ∈ N und aji = p̃i(a

j
i+1) für i < j gelten. Fixieren wir eine Zahl

i ∈ N und schauen uns die Folgenglieder aji für j > k an. Nach obiger Konstruktion ist
aj+1
i = aji +πj−ki hj mit einem hj ∈ EndA(S[i]). Da in EndA(S[i]) aber πli = 0 für alle l ≥ i

gilt, sehen wir, dass ani = ak+i
i für alle n ≥ k + i ist. D. h., die Folgen (aji )

∞
j=1 werden ab

j = k + i stationär.
Definieren wir nun die Folge b = (b1, b2, b3, b4, · · · ) := (ak+1

1 , ak+2
2 , ak+3

3 , ak+4
4 , · · · ), so

gilt für diese dann πki b
j
i = πki bi, sowie bji = p̃i(b

j
i+1), für alle i ∈ N. Damit ist b ∈ H und

a = (πk1a1, π
k
2a2, π

k
3a3, π

k
4a4, · · · ) = (πk1b1, π

k
2b2, π

k
3b3, π

k
4b4, · · · ) = πkb ,

womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist.
Für die Aussage über den Isomorphismus bemerken wir, dass in der Konstruktion der

aj für ein festes i ∈ N in jedem Schritt entweder aj+1
i = aji , oder aj+1

i = (p̃i◦· · ·◦p̃j−1)(aj+1
j ),

oder aj+1
i = aji + πj−ki hj, mit j > k und einem hj ∈ EndA(S[i]), gilt. Bei jeder dieser

Konstruktionen gehen die Isomorphismen aus der Folge aj wieder in Isomorphismen in
der Folge aj+1 über. Dies ist klar im ersten Fall. Im zweiten Fall folgt es daraus, dass
die p̃n nach Theorem 3.15 Isomorphismen wieder auf Isomorphismen abbilden. Und im
dritten Fall ist wegen πj−ki hj ∈ rad EndA(S[j]) und der Lokalität der Algebra EndA(S[j])
der Homomorphismus aj+1

i wieder ein Isomorphismus, wenn aji ein solcher ist.
Starten wir also damit, dass alle ai (i ∈ N) Isomorphismen sind, so sind auch alle bi

(i ∈ N) Isomorphismen. Wegen

bib
−1
i = 1EndA(S[i]) = p̃i(1EndA(S[i+1])) = p̃i(bi+1b

−1
i+1) = p̃i(bi+1)p̃i(b

−1
i+1) = bip̃i(b

−1
i+1)

ist b−1
i = p̃i(b

−1
i+1), womit die Folge b−1 = (b−1

1 , b−1
2 , b−1

3 , b−1
4 , · · · ) in H liegt und gerade das

Inverse zu b ∈ H ist. Mit obiger Konstruktion ist also b ∈ H eine Einheit, wenn alle ai
(i ∈ N) Isomorphismen sind. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Wir kommen nun zu:

Theorem 3.23. Seien H und pri, i ∈ N, wie zuvor definiert. Dann ist die Algebra H ein
vollständiger, lokaler Hauptidealring, in welchem alle einseitigen Ideale auch zweiseitige
Ideale sind 2. Hierbei ist jedes Ideal von H entweder gleich Null oder von der Gestalt (πk)
für ein k ∈ N0, wobei π := (π1, π2, π3, π4, · · · ) ∈ H ist. Die Ideale von H bilden eine durch
Inklusion geordnete Kette

H = (π0) ) (π1) ) (π2) ) (π3) ) · · · ) 0 .

2Ein solcher Ring wird auch vollständiger diskreter Bewertungsring genannt.
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Die Algebrenepimorphismen pri : H = lim
←−
n

EndA(S[n]) // EndA(S[i]) wirken auf die

Ideale (πk) durch pri((π
k)) = (πki ), wobei dies für i ≤ k gleich Null ist.

Beweis. Sei o. B. d. A. J 6= 0 ein Rechtsideal in H.
Dann existiert die Zahl m0 := min{m ∈ N | ∃f = (f1, f2, f3, f4, · · · ) ∈ J : fm 6= 0}.
Gilt m0 = 1, so gibt es ein f 0 = (f 0

1 , f
0
2 , f

0
3 , f

0
4 , · · · ) ∈ J mit f 0

1 6= 0. Da EndA(S[1]) ein
Schiefkörper ist, ist f 0

1 ein Isomorphismus. Da nach Theorem 3.15 die Menge der Isomor-
phismen von EndA(S[n]) unter p̃−1

n auf die Menge der Isomorphismen von EndA(S[n+ 1])
übergeht, folgt nun, dass f 0

n für jedes n ∈ N ein Isomorphismus ist. Damit ist analog zum
letzten Teil des Beweises von Lemma 3.22 das Element f 0 ∈ J eine Einheit. Es folgt, dass
J = H = (π0) ein zweiseitiges Ideal in H ist.

Sei im Folgenden also m0 > 1. Da die Algebrenhomomorphismen pri nach
Lemma 3.21 surjektiv sind, ist pri(J) ⊆ EndA(S[i]) für jedes i ∈ N ebenfalls ein Rechtside-
al. Ferner ist prm0(J) 6= 0 und nach Theorem 3.15 existiert ein k0 ∈ {0, · · · ,m0−1}, sodass
prm0(J) = (πk0m0

) 6= 0 gilt. Dies ist insbesondere ein zweiseitiges Ideal in EndA(S[m0]).
Da nach Definition des inversen Limes die Beziehung p̃ipri+1 = pri für alle i ∈ N gilt,
und, wieder nach Theorem 3.15, die Gleichheiten p̃i((π

k
i+1)) = (πki ) (i ∈ N, k ∈ N0)

und p̃−1
i ((πki )) = (πki+1) (i ∈ N, k ∈ {0, · · · , i − 1}) gelten, folgern wir prm(J) = (πk0m ),

∀m ∈ N. Zu der Beziehung p̃−1
i ((πki )) = (πki+1) (i ∈ N, k ∈ {0, · · · , i − 1}) sei bemerkt,

dass nach Theorem 3.15 auf jedes Nicht-Null-Ideal von EndA(S[i]) genau ein Ideal von
EndA(S[i + 1]) surjektiv abgebildet wird. Ferner folgt aus der Definition von m0, dass
(πk0m0−1) = prm0−1(J) = 0 und (πk0m0

) = prm0(J) 6= 0 gelten. Damit haben wir k0 = m0− 1.

Da insbesondere prm0 : H // EndA(S[m0]) ein Epimorphismus ist, finden wir ein

g0 ∈ J , welches von der Gestalt

g0 = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
m0−1

, πm0−1
m0

, gm0+1, gm0+2, · · · ) (3.27)

ist. Wegen πm0−1
m0

∈ (πm0−1
m0

)\(πm0
m0

) folgt wieder nach Theorem 3.15 und obigen Ausführun-
gen, dass für jedes i ∈ N auch gm0+i ∈ (πm0−1

m0+i )\(πm0
m0+i) ist. Damit können wir jedes gm0+i

in der Form gm0+i = πm0−1
m0+i hm0+i mit einem Isomorphismus hm0+i ∈ EndA(S[m0 + i])

schreiben. Da ferner 0EndA(S[j]) = πm0−1
j = πm0−1

j 1EndA(S[j]) für alle j < m0 gilt, können
wir (3.27) auch schreiben als:

g0 = (πm0−1
1 1EndA(S[1]), · · · , πm0−1

m0
1EndA(S[m0]), π

m0−1
m0+2hm0+2, · · · ) . (3.28)

Nach Lemma 3.22 existiert nun eine Einheit b ∈ H, sodass g0 = πm0−1b ist. Es folgt
πm0−1 = g0b−1 ∈ J , und insbesondere πm0−1H ⊆ J .
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Ist nun g = (g1, g2, g3, g4, · · · ) ∈ J beliebig, so ist nach Definition von m0:

g1 = 0, g2 = 0, · · · , gm0−1 = 0 . (3.29)

Sei n0 := min{n ∈ N | gn 6= 0} ≥ m0. Es folgt wegen prn0(g) 6= 0 und prn0−1(g) = 0, dass
prn0(g) = gn0 = πn0−1

n0
h′n0

mit einem h′n0
∈ EndA(S[n0]) gilt. Analog obigen Ausführungen

zu dem g0 ergibt sich, dass g = πn0−1h mit einem h ∈ H gilt. Insbesondere haben wir:

g = πn0−1h = πm0−1(πn0−m0h) ∈ πm0−1H , (3.30)

womit wir J ⊆ πm0−1H und, mit vorigen Ergebnissen, sogar J = πm0−1H gezeigt haben.

Da ferner πn EndA(S[n]) = EndA(S[n])πn für jedes n ∈ N gilt, und wir Lemma 3.22
auch in einer

”
linken“ Variante zur Verfügung haben, folgt unmittelbar

πm0−1H ⊆ Hπm0−1 ⊆ πm0−1H. Damit ist πm0−1H = Hπm0−1 = (πm0−1) sogar ein zweisei-
tiges Ideal in H.

Wir haben damit fast alle Aussagen des Theorems gezeigt. Es bleibt nur noch zu zeigen,
dass H lokal und vollständig ist. Die Lokalität folgt sofort daraus, dass rad H = (π)
das eindeutige maximale Ideal in H ist. Zeigen wir nun die Vollständigkeit. Sei dazu
κ : H // lim

←−
n

(H/(πn)) der kanonische Homomorphismus (man beachte rad H = (π)).

Es gilt für den Kern von κ zunächst:

Ker κ = {f ∈ H | f ∈ (πi), ∀i ∈ N}
=
⋂
i∈N

(πi) .

Dieser ist als Schnitt von Idealen selbst ein Ideal in H. Da er aber offenbar verschieden
ist von allen (πm) mit m ∈ N0, und dies bis auf das Nullideal alle Ideale aus H sind, muss
Ker κ = 0 sein, sodass κ ein Monomorphismus ist.

Sei nun a = (a1+(π), a2+(π2), a3+(π3), a4+(π4), · · · ) ∈ lim
←−
n

(H/(πn)) beliebig. Hierbei

seien aj = (aj1, a
j
2, a

j
3, a

j
4, · · · ) ∈ H für j ∈ N. Wir müssen ein f = (f1, f2, f3, f4, · · · ) ∈ H

finden, sodass f + (πm) = am + (πm) für alle m ∈ N gilt. Dazu bemerken wir, dass für
alle m ∈ N wegen πmi = 0 für m ≥ i folgendes gilt:

am + (πm) = (am1 + (πm1 ), · · · , amm + (πmm), amm+1 + (πmm+1), amm+2 + (πmm+2), · · · )
= (am1 , · · · , amm, amm+1 + (πmm+1), amm+2 + (πmm+2), · · · ) .

Da ferner am + (πm) = am+1 + (πm) gelten muss, folgt zunächst ami = am+1
i für alle

m ∈ N und alle i ≤ m. Hieraus ergibt sich schließlich ami = ali für alle m, l ∈ N und
alle i ≤ min{m, l}, sodass die Folgen (ami )∞m=1 für jedes i ab m = i stationär werden.
Definieren wir nun f := (a1

1, a
2
2, a

3
3, a

4
4, · · · ), so folgt aus der vorangegangenen Diskussion,
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dass f ∈ H und κ(f) = a gelten. Somit ist κ auch surjektiv und damit ein Isomorphismus,
womit die Vollständigkeit von H gezeigt ist.

Das vorangegangene Theorem 3.23 charakterisiertH wieder als eine Nakayama-Algebra.
Ist M ein unzerlegbarer Modul aus mod H, der Kategorie der endlichdimensionalen
H-Moduln, so wird dieser von einer Potenz des Radikals von H annuliert. Man erhält
so, dass M isomorph ist zu einem Faktormodul von H der Form H/(πn), wobei n ∈ N die
kleinste natürliche Zahl ist, für welche (πn) den Modul M annuliert. Man erhält folgendes
Bild für den Auslander-Reiten-Köcher von H:

H/(π)

H/(π2)

H/(π3)

H/(π4)

H/(π5)

p̂1

p̂2

p̂3

p̂4

ι̂1

ι̂2

ι̂3

ι̂4

τ

τ

τ

τ

τ

Abbildung 3.4: Auslander-Reiten-Köcher von H

Wieder lässt sich jeder der A-Moduln S[n], n ∈ N, mittels der prn und der von EndA(S[n])
induzierten Modulstruktur als ein endlichdimensionaler H-Modul auffassen. Die Identifi-
kation H/(πn) oo // S[n] liefert uns:

Folgerung 3.24. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und T eine homogene Röhre in
Γ(modA), welche vom einfach regulären Modul S[1] erzeugt wird. Sei weiter
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H = lim
←−
i

EndA(S[i]) der inverse Limes des Systems (3.11). Dann sind die Kategorien

add(T ) und mod H äquivalent.

Wir haben uns bisher nur die Kategorien der endlichdimensionalen Moduln über den
entsprechenden Algebren angeschaut. Im nächsten Abschnitt wollen wir kurz darauf einge-
hen, wie man die gewonnenen Resultate auf eine Unterkategorie von ModA bzw. Mod H
ausdehnen kann, deren Moduln sich in einem gewissen Sinne durch endlichdimensionale
Moduln approximieren lassen, aber selbst nichtmehr endlichdimensional sein müssen.

Bemerkung 3.25. Wir können eine ähnliche Aussage wie in Folgerung 3.24 auch für
nicht-homogene Röhren treffen. Wie dies funktioniert, beschreibt Ringel in [20, 4.4]: Ist
uns eine Röhre Tr vom Rang r > 1 in Γ(modA) gegeben und seien die Moduln darin
wie in Abschnitt 3.1 bezeichnet, so können wir einen einfach regulären Modul Si[1] be-
trachten. Für diesen erhalten wir mit der Festlegung Sj[n] = Sj+kr[n], ∀n ∈ N, ∀k ∈ Z,
∀j ∈ {1, · · · , r}, folgende Kette von Epimorphismen:

· · · // Si−2[3]
pi−1,2 // Si−1[2]

pi,1 // Si[1] . (3.31)

Diese induziert wieder eine Kette von Algebrenhomomorphismen

· · · // EndA(Si−2[3]) // EndA(Si−1[2]) // EndA(Si[1]) , (3.32)

für welche wir den inversen Limes H0 := lim
←−
n

EndA(Si+1−n[n]) definieren können. Es stellt

sich heraus, dass dieses H0 unabhängig von der Wahl des einfach regulären Moduls Si[1]
ist, und dass die Kategorie add(Tr) äquivalent ist zu der Kategorie mod M̂r(H0), wobei
M̂r(H0) die Algebra

M̂r(H0) =


H0 H0 · · · H0

radH0 H0 H0
...

. . .

radH0 · · · radH0 H0


bezeichnet.

3.5 Reguläre Torsionsmoduln

Wir werden in diesem Abschnitt kurz auf eine Methode eingehen, welche die Ergeb-
nisse aus Folgerung 3.24 (bzw. Bemerkung 3.25) auf eine größere Klasse von Moduln
verallgemeinert, und zwar die Klasse der so genannten Torsionsmoduln bzw. regulären
Torsionsmoduln. Wir werden zunächst definieren, was wir hierunter verstehen wollen.
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Definition 3.26. Sei A eine k-Algebra und M ein A-Modul. Ist M endlichdimensional,
so nennt man den Modul M einen Torsionsmodul, falls er keinen von Null verschiedenen
postprojektiven direkten Summanden besitzt. Ist M hingegen von beliebiger Dimension,
so heißt der Modul M Torsionsmodul, falls M = GM gilt. Hierbei ist GM derjenige
Untermodul von M , der von allen endlichdimensionalen Torsions-Untermoduln von M
erzeugt wird. M heißt regulärer Torsionsmodul, wenn M sowohl ein Torsionsmodul
als auch ein regulärer A-Modul ist.

Ist uns ein Torsionsmodul M gegeben, so können wir diesen nach obiger Definition
schreiben als

M =
∑
λ∈Λ

Uλ , (3.33)

wobei {Uλ | λ ∈ Λ} die Menge aller endlichdimensionalen Torsions-Untermoduln von M
ist. Man kann eine Familie {Vα | α ∈ I} ⊆ {Uλ | λ ∈ Λ} von endlichdimensionalen
Torsions-Untermoduln von M finden, sodass (I,≤) eine partiell geordnete Menge ist, die
Inklusion Vα1 ⊆ Vα2 für α1, α2 ∈ I, α1 ≤ α2, gilt, undM =

⋃
α∈I

Vα ist. Somit können wir die

(regulären) Torsionsmoduln als diejenigen Moduln verstehen, welche sich als Vereinigung
von endlichdimensionalen (regulären) Torsionsmoduln3 schreiben lassen.

Wir werden nun kurz auf ein Resultat aus [20] eingehen, welches besagt, dass die vol-
le Unterkategorie der regulären Torsionsmoduln einer zahm-erblichen k-Algebra A eine
exakte abelsche Unterkategorie von ModA ist. Im Anschluss werden wir zur Verallgemei-
nerung von Folgerung 3.24 auf die Kategorie der regulären Torsionsmoduln kommen.

Theorem 3.27. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra. Dann ist die volle Unterkategorie
der regulären Torsionsmoduln eine exakte abelsche Unterkategorie von ModA.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [20, 4.4]. Wir werden nur eine Skizze des Bewei-
ses geben. Es ist zu zeigen, dass für jeden Homomorphismus f : M // N zwischen
regulären Torsionsmoduln M und N sowohl der Kern als auch der Kokern wieder re-
guläre Torsionsmoduln sind. Da direkte Summen regulärer Torsionsmoduln auch wieder
solche sind, wäre die Behauptung damit gezeigt. Es wird wesentlich die Tatsache genutzt,
dass die volle Unterkategorie der endlichdimensionalen, regulären A-Moduln eine exakte,
abelsche Unterkategorie von modA ist (vgl. Lemma 3.5). Sei also f : M // N ein
Homomorphismus zwischen den regulären Torsionsmoduln M und N .

Betrachten wir zunächst den Kern Ker f . Um zu zeigen, dass dieser ein regulärer Tor-
sionsmodul ist, reicht es zu zeigen, dass er von endlichdimensionalen, regulären Untermo-
duln erzeugt wird. Dies geschieht dadurch, dass man zeigt, dass jeder endlichdimensionale
Untermodul U von Ker f im Kern eines Homomorphismus f ′ : UM // UN zwischen

3Genauer müsste man hier vom direkten Limes von (regulären) Torsionsmoduln sprechen, welcher
dual zum inversen Limes definiert ist.
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endlichdimensionalen, regulären Moduln UM und UN enthalten ist. Dann folgt aus Lem-
ma 3.5, dass U ebenfalls regulär ist. Da somit jeder endlichdimensionale Untermodul von
Ker f regulär ist, ist Ker f selbst ein regulärer Torsionsmodul.

Für den Kokern Coker f gilt zunächst, dass er, als Faktormodul von N , von allen
seinen endlichdimensionalen Torsions-Untermoduln erzeugt wird. Es bleibt nach einem
Kriterium aus [20, 4.2] noch zu zeigen, dass Coker f keinen endlichdimensionalen, von Null
verschiedenen präinjektiven Untermodul besitzt. Dies beweist man unter Zuhilfenahme
der Tatsache, dass es in modA keine Nicht-Null-Homomorphismen von präinjektiven in
reguläre Moduln gibt. Damit ergibt sich, dass die Einbettung V ↪−→ Coker f für jeden
endlichdimensionalen, präinjektiven Untermodul von Coker f bereits Null ist, woraus V =
0 folgt.

Wir kommen nun zu einer Konstruktion, welche an vielen Stellen in der Darstellungs-
theorie auftritt, und die es erlaubt, Äquivalenzen von bestimmten Kategorien auf größere
Kategorien zu verallgemeinern. Sie basiert darauf, dass man durch die universelle Eigen-
schaft von Kokernen neue (eindeutige) Homomorphismen erzeugen kann. Dies gestattet
es, Äquivalenzen von Kategorien auf diejenigen Kategorien zu erweitern, welche durch
Hinzunahme von Kokernen entstehen. Ein Beispiel hierfür tritt bei der so genannten Pro-
jektivisierung auf.

Wir können im Kontext dieser Arbeit mit den Bezeichnungen aus Folgerung 3.24 die
Kategorien add(T ) und mod H betrachten. Sei uns in ModA ein regulärer Torsionsmo-
dul X gegeben, dessen endlichdimensionale Untermoduln aus add(T ) sind. Da dieser von
seinen regulären Untermoduln endlicher Dimension erzeugt wird, finden wir einen Epi-
morphismus ⊕

α∈I
Uα // X // 0 (3.34)

mit Uα aus add(T ) für alle α ∈ I. Da nun der Kern dieses Epimorphismus nach
Theorem 3.27 wieder ein regulärer Torsionsmodul ist, finden wir eine exakte Sequenz

⊕
β∈J

Vβ
f //
⊕
α∈I

Uα // X // 0 (3.35)

mit Vβ aus add(T ) für alle β ∈ J , sodass sich X als Kokern eines Homomorphismus f zwi-
schen direkten Summen von add(T )-Moduln schreiben lässt. Eine analoge Konstruktion
lässt sich für die Torsionsmoduln aus Mod H, welche wir als Vereinigungen von Moduln
aus mod H schreiben können, durchführen. Da sich obige Abbildung f als eine Matrix aus
Abbildungen fα,β ∈ HomA(Vβ, Uα) auffassen lässt, sehen wir, dass sich die Äquivalenz von
add(T ) und mod H ausdehnen lässt auf die entsprechenden (regulären) Torsionsmoduln.
Wir haben damit:
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Folgerung 3.28. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und T eine homogene Röhre in
Γ(modA), welche vom einfach regulären Modul S[1] erzeugt wird. Sei weiter
H = lim

←−
i

EndA(S[i]) der inverse Limes des Systems (3.11). Dann ist die Kategorie der

regulären Torsionsmoduln aus ModA, deren endlichdimensionale Untermoduln in add(T )
liegen, äquivalent zur Kategorie der Torsionsmoduln aus Mod H.



Kapitel 4

Die Struktur der Algebra H

Wir gehen auch in diesem Kapitel wieder davon aus, dass wir eine zahm-erbliche k-Algebra
A und eine homogene Röhre T aus Γ(modA) gegeben haben. Wir haben im letzten Kapi-
tel erarbeitet, dass die Kategorie der endlichdimensionalen Moduln aus add(T ) äquivalent
ist zur Kategorie mod H, wobei H als inverser Limes der Kette (3.11) von Algebrenepi-
morphismen entsteht. Wir haben ferner in Theorem 3.23 gesehen, dass die Algebra H ein
vollständiger Hauptidealring ist, in welchem sämtliche Links-, Rechts- und zweiseitigen
Ideale Radikalpotenzen sind. Es entsteht die Frage danach, ob man die innere Struk-
tur von H genau angeben kann. Da eine homogene Röhre durch einen einfach regulären
A-Modul S[1], welcher τS[1] ∼= S[1] erfüllt, entsteht, liegt die Vermutung nahe, dass die
Algebra H vollständig durch gewisse homologische Eigenschaften des Moduls S[1] gege-
ben ist. Dies führt unmittelbar dazu, nach einem Zusammenhang zwischen den Räumen
ExtnA(S[1], S[1]), n ∈ N0, undH zu suchen. Da wir eine erbliche Algebra A zugrunde liegen
haben, werden nur HomA(S[1], S[1]) und Ext1

A(S[1], S[1]) von Belang sein. Wir werden
im Laufe des Kapitels sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen an den Grundkörper
k die Struktur von H tatsächlich vollständig durch EndA(S[1]) und Ext1

A(S[1], S[1]) be-
stimmt ist. Außerdem wollen wir eine konkrete Realisierung einer zu mod H äquivalenten
Kategorie kennen lernen, welche es gestattet, viele Rechnungen mit konkret gegebenen
Darstellungen durchzuführen.

4.1 Charakterisierung vonH als Schief-Potenzreihen-

ring

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass es sich bei H um einen so genannten Schief-
Potenzreihenring handelt. Es werden zunächst wieder einige Definitionen und Lemmata
vorangestellt, welche für den Beweis dieses Resultats benötigt werden. Wir beginnen da-
mit, die Schief-Potenzreihenringe zu definieren, und einige elementare Eigenschaften dieser
zu erarbeiten.

61
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Definition 4.1. Sei D eine k-Divisionsalgebra und σ : D // D ein Algebrenendomor-
phismus von D. Der Schief-Potenzreihenring D[[T ;σ]] ist definiert als derjenige Ring,
dessen zugrunde liegende Menge

∞∏
n=0

D = {a = (a0, a1, a2, a3, · · · ) | an ∈ D, ∀n ∈ N0}

ist, und dessen Addition und Multiplikation erklärt sind durch:

(a0, a1, a2, a3, · · · ) + (b0, b1, b2, b3, · · · ) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3, · · · ) ,

(a0, a1, a2, a3, · · · ) · (b0, b1, b2, b3, · · · ) := (c0, c1, c2, c3, · · · ) mit cn :=
n∑
k=0

akσ
k(bn−k) .

Ein Schief-Potenzreihenring wie oben definiert ist insbesondere eine k-Algebra. Es ist
klar, dass man für σ = idD den

”
gewöhnlichen“ formalen Potenzreihenring D[[T ]] erhält.

Schreibt man in Analogie zum formalen Potenzreihenringen die Elemente von D[[T ;σ]]
in der Form

(a0, a1, a2, a3, · · · ) =:
∞∑
n=0

anT
n , (4.1)

so schreiben sich die Rechenregeln aus Definition 4.1 als:(
∞∑
n=0

anT
n

)
+

(
∞∑
n=0

bnT
n

)
=
∞∑
n=0

(an + bn)T n , und (4.2)

(
∞∑
n=0

anT
n

)
·
(
∞∑
n=0

bnT
n

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akσ
k(bn−k)

)
T n . (4.3)

Wir werden im Folgenden mit dieser Notation weiterarbeiten. Man kann sich den Schief-
Potenzreihenring D[[T ;σ]] also so vorstellen, dass er nichts anderes ist als der formale
Potenzreihenring D[[T ]] ausgestattet mit der Vertauschungsregel Tb = σ(b)T für b ∈ D.

Wir fassen in einem Lemma die wichtigsten Eigenschaften von D[[T ;σ]] für den Fall
zusammen, in dem σ ein Algebrenautomorphismus ist.

Lemma 4.2. Sei D ein Schiefkörper und σ ∈ End(D) ein Automorphismus.
Dann ist D[[T ;σ]] ein vollständiger Hauptidealring und seine Nicht-Null-Ideale sind von
der Gestalt (T n), n ∈ N0.

Beweis. Ist D ein Schiefkörper und σ ∈ End(D) ein Automorphismus, so kann jede Links-

Potenzreihe
∞∑
n=0

anT
n auf eindeutige Weise als Rechts-Potenzreihe

∞∑
n=0

T na′n geschrieben
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werden, und umgekehrt. Dabei ist ein Koeffizient ak genau dann Null, wenn der zugehörige
Koeffizient a′k Null ist. Es lässt sich nun völlig analog zum gewöhnlichen formalen Potenz-

reihenring D[[T ]] zeigen, dass ein a =
∞∑
n=0

anT
n genau dann eine Einheit in D[[T ;σ]] ist,

wenn a0 eine Einheit in D ist, d. h., wenn a0 6= 0 in D gilt.

Sei nun I 6= 0 ein Ideal in D[[T ;σ]]. Wir definieren die Zahl

m0 := min{m ∈ N0 | ∃a =
∞∑
n=0

anT
n ∈ I : am 6= 0} ,

welche wegen I 6= 0 in N0 existiert. Sei ferner am0 =
∞∑
n=0

am0
n T n ein Element aus I, welches

dieses m0 realisiert. Dann können wir am0 schreiben als am0 =
∞∑

n=m0

am0
n T n mit am0

m0
6= 0.

Für jedes weitere b =
∞∑
n=0

bnT
n ∈ I gilt dann nach Definition von m0, dass bi = 0 für alle

i ∈ {0, · · ·m0 − 1} ist.

Da wir am0 schreiben können als am0 =

(
∞∑
n=0

am0
m0+nT

n

)
· Tm0 und die Potenzrei-

he
∞∑
n=0

am0
m0+nT

n nach voriger Bemerkung eine Einheit ist, folgt Tm0 ∈ I und damit

(Tm0) ⊆ I.

Umgekehrt kann man jedes b =
∞∑
n=0

bnT
n ∈ I wegen bi = 0 für alle i ∈ {0, · · ·m0 − 1}

in der Form b =

(
∞∑
n=0

bm0+nT
n

)
· Tm0 schreiben, weswegen I ⊆ (Tm0) folgt. Somit ist

I = (Tm0) und die Aussagen über die Ideale von D[[T ;σ]] sind bewiesen.

Es bleibt die Vollständigkeit zu zeigen. Wegen rad D[[T ;σ]] = (T ) haben wir den
inversen Limes lim

←−
n

D[[T ;σ]]/(T n) zu betrachten. Wir untersuchen den kanonischen Ho-

momorphismus κ : D[[T ;σ]] // lim
←−
n

D[[T ;σ]]/(T n) auf Injektivität und Surjektivität.

Für den Kern von κ erhalten wir:

Ker κ = {a =
∞∑
n=0

anT
n ∈ D[[T ;σ]] | a ∈ (T n), ∀n ∈ N}

= {a =
∞∑
n=0

anT
n ∈ D[[T ;σ]] | an−1 = 0∀n ∈ N}

= 0 ,

sodass κ ein Monomorphismus ist.
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Sei nun x = (x1 +(T ), x2 +(T 2), x3 +(T 3), x4 +(T 4), · · · ) ∈ lim
←−
n

D[[T ;σ]]/(T n) beliebig,

und seien die xi gegeben als xi =
∞∑
n=0

xin. Aus der Tatsache xi+(T i) = xi+1 +(T i), ∀i ∈ N,

gilt, folgt unmittelbar xin = xi+1
n für alle i ∈ N und alle n < i. Damit haben wir für ein

festes n ∈ N die Beziehung xin = xjn für alle i, j ≥ n+ 1. Somit werden die Folgen (xin)∞i=0

für jedes n ∈ N ab i = n + 1 stationär. Definieren wir a :=
∞∑
n=0

xn+1
n T n, so erhalten wir

damit x = κ(a), womit die Surjektivität von κ gezeigt ist.
Da κ ein Isomorphismus ist, ist D[[T ;σ]] vollständig und der Beweis ist abgeschlossen.

Kommen wir mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.4 nun wieder auf die homogene
Röhre T zurück. Für jeden unzerlegbaren Modul S[n] in dieser gilt τS[n] ∼= S[n]. Wir
werden im Folgenden für jedes n ∈ N die Moduln τS[n] und S[n] unter diesem Isomor-
phismus miteinander identifizieren1. Wenn wir dies tun, so induziert nach Folgerung 2.9
die Abbildung

τ : EndA(S[n]) // EndA(τS[n]) = EndA(S[n])

einen funktoriellen Automorphismus von EndA(S[n]). Wir können zeigen, dass dieser für
n = 1 sogar ein Automorphismus von k-Algebren ist.

Lemma 4.3. Der funktorielle Isomorphismus τ : EndA(S[1]) // EndA(S[1]) ist ein
Isomorphismus von k-Algebren.

Beweis. Da τ bereits ein Isomorphismus von k-Vektorräumen ist, müssen wir nur noch
zeigen, dass für f, g ∈ EndA(S[1]) die Beziehung τ(fg) = τ(f)τ(g) gilt. Sei hierzu

µ : 0 // S[1] // S[2] // S[1] // 0

eine fast spaltende Sequenz, welche in S[1] endet.
Da S[1] nicht projektiv ist, gilt nach Theorem 2.12 die Gleichungskette

τ(fg) · µ = µ · (fg)

= (µ · f) · g
= (τ(f) · µ) · g
= τ(f) · (µ · g)

= τ(f) · (τ(g) · µ)

= (τ(f)τ(g)) · µ ,
1Man kann dies formal dadurch tun, dass man statt der Kategorie modA das Skelett von modA

betrachtet. Dafür wählt man sich für jede Isomorphieklasse eines unzerlegbaren A-Moduls einen Vertreter
und arbeitet statt mit allen A-Moduln nur mit diesen ausgewählten Repräsentanten.
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woraus wir (τ(fg) − τ(f)τ(g)) · µ = 0 folgern. Da nun aber Ext1
A(S[1], S[1]) ein

1-dimensionaler linker EndA(S[1])-Vektorraum ist, und wir µ als Basis darin wählen
können, folgern wir (τ(fg)− τ(f)τ(g)) = 0, d. h., τ(fg) = τ(f)τ(g).

Der einfach reguläre Modul EndA(S[1]) wirft somit zwei wesentliche Informationen ab,
die nur von EndA(S[1]) und Ext1

A(S[1], S[1]) bestimmt werden. Es handelt sich hierbei
einmal um den Schiefkörper

D := EndA(S[1]) , (4.4)

und ferner um den Automorphismus

τ : D // D (4.5)

von D. Diese beiden aus S[1] abgeleiteten Objekte legen es nun nahe, nach einem Zusam-
menhang zwischen der Algebra H = lim

←−
n

EndA(S[n]) und einem Schief-Potenzreihenring

D[[T ;σ]] zu suchen, wobei σ durch τ bestimmt sein sollte.
Wir werden hierbei eine zusätzliche Voraussetzung an den Körper k stellen, welche

es uns gestatten wird, von einer endlichdimensionalen k-Algebra das Radikal als direkten
Summanden abzuspalten.

Definition 4.4. Ein Körper K heißt vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom aus
K[T ] in einem algebraischen Abschluss K̄ von K paarweise verschiedene Wurzeln besitzt.

Wir werden im Rest dieses Abschnittes annehmen, dass k ein vollkommener Körper
ist. Es sei angemerkt, dass dies keine so starke Einschränkung wie etwa algebraische
Abgeschlossenheit darstellt. Die Vollkommenheit von k ist unter anderem gegeben, falls
char(k) = 0 ist, oder falls für char(k) = p > 0 jedes Element von k eine p-te Potenz ist.

Ist der Körper k vollkommen, so haben wir das Theorem von Wedderburn-Malcev zur
Verfügung.

Theorem 4.5. (Wedderburn-Malcev für vollkommene Körper)
Sei k ein vollkommener Körper und B eine eindlichdimensionale k-Algebra. Dann exis-
tiert eine Unteralgebra B′ von B, sodass B = B′ ⊕ rad B gilt. Ist ferner B′′ eine wei-
tere Unteralgebra von B mit B = B′′ ⊕ rad B, dann existiert ein ω ∈ rad B, sodass
B′ = (1− ω)−1B′′(1− ω) gilt.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [17, 11.6.].

Mithilfe dieses Theorems finden wir für jedes n ∈ N eine Unteralgebra Bn von
EndA(S[n]), sodass EndA(S[n]) = Bn ⊕ rad EndA(S[n]) gilt. Weiterhin induziert diese
Zerlegung einen Algebrenisomorphismus Bn

∼= EndA(S[n])/ rad EndA(S[n]). Wir können
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nun einsehen, dass Bn
∼= D = EndA(S[1]) ist. Dazu betrachten wir nochmals die Folge

(3.11) von Algebrenepimorphismen:

· · · // EndA(S[4])
p̃3 // EndA(S[3])

p̃2 // EndA(S[2])
p̃1 // EndA(S[1]) .

Diese liefert zunächst einen Epimorphismus φ : EndA(S[n])
p̃1···p̃n−1 // EndA(S[1]) . Zei-

gen wir Ker φ = rad EndA(S[n]), so folgt Bn
∼= EndA(S[n])/ rad EndA(S[n]) ∼= D.

Ist also f ∈ Ker φ, so muss nach der Definition der p̃m die Inklusion Im f ⊆ radA S[n]
gelten. Nach Folgerung 3.14 ist somit f ∈ (πn) = rad EndA(S[n]).

Ist umgekehrt f ∈ rad EndA(S[n]) = (πn), so gilt wieder nach Folgerung 3.14 die
Inklusion Im f ⊆ radA S[n]. Dies bedeutet aber (p̃1 ◦ · · · ◦ p̃n−1)(f) = 0, also f ∈ Ker φ.

Wir haben somit gezeigt, dass für jedes n ∈ N die Algebra EndA(S[n]) eine zu
D = EndA(S[1]) isomorphe Unteralgebra Bn enthält. Identifizieren wir D mit der Unteral-
gebra Bn von EndA(S[n]), so wird EndA(S[n]) auf natürliche Weise zu einem
D-D-Bimodul. Die Modulstruktur wird hierbei induziert durch die algebreneigene Mul-
tiplikation mit Elementen aus Bn = D. Wir wollen nun versuchen, die Bn, welche wir
zunächst für jede der Algebren EndA(S[n]) getrennt definiert haben, so zu wählen, dass
sie mit den p̃m ”

kompatibel“ ist. Fixieren wir dazu für jedes n ∈ N eine Zerlegung
EndA(S[n]) = Bn ⊕ rad EndA(S[n]) mit einer zu D isomorphen Unteralgebra Bn von

EndA(S[n]). Der Epimorphismus p̃n : EndA(S[n+ 1]) // EndA(S[n]) bildet das Ra-

dikal von EndA(S[n + 1]) surjektiv auf das Radikal von EndA(S[n]) ab. Wir werden die
Bn nun sukzessive so abändern, dass p̃n auf der Unteralgebra Bn+1 einen Isomorphismus

Bn+1
p̃n
∼
// Bn induziert. Es sei noch bemerkt, dass wegen der Lokalität der EndA(S[n])

alle Nicht-Null-Elemente von Bn Isomorphismen sind. Da die p̃m nach Theorem 3.15 Iso-
morphismen wieder auf Isomorphismen abbilden, folgt, dass die Einschränkung von p̃n
auf Bn+1 ein Monomorphismus ist. Kommen wir nun zur besagten Modifikation der Bn:
(1): Wir setzen B′1 := B1 = EndA(S[1]).
(2): Da EndA(S[1]) = D ist, und die Einschränkung von p̃1 auf B2 ein Monomorphismus
ist, gilt wegen B2

∼= D die Gleichheit p̃1(B2) = B′1. Setzen wir also B′2 := B2, so ist die
Einschränkung von p̃1 auf B′2 ein Isomorphismus.
...
(n): Der Algebrenhomomorphismus p̃n−1 bildet die Unteralgebra Bn von EndA(S[n]) auf
eine Unteralgebra B′′n−1 von EndA(S[n−1]) ab. Da diese mit Ausnahme des Nullelements
nur aus Isomorphismen besteht, gilt

B′′n−1 ∩ rad EndA(S[n− 1]) = {0} .

Da die Einschränkung von p̃n−1 auf Bn injektiv ist, ist B′′n−1
∼= D, und wir erhalten die

Zerlegung EndA(S[n − 1]) = B′′n−1 ⊕ rad EndA(S[n − 1]). Nach Theorem 4.5 gibt es ein



4.1. Charakterisierung von H als Schief-Potenzreihenring 67

ω ∈ rad EndA(S[n−1]), sodass B′n−1 = (1−ω)−1B′′n−1(1−ω) gilt. Sei ω̄ ∈ rad EndA(S[n])
so gewählt, dass p̃n−1(ω̄) = ω gilt. Wegen p̃n−1(1EndA(S[n])) = 1EndA(S[n−1]) haben wir die
Beziehung

(1− ω)−1(1− ω) = 1

= p̃n−1(1)

= p̃n−1((1− ω̄)−1(1− ω̄))

= p̃n−1((1− ω̄)−1)(1− ω) .

Da (1− ω) ein Isomorphismus ist, folgern wir (1− ω)−1 = p̃n−1((1− ω̄)−1).

Definieren wir B′n := (1− ω̄)−1Bn(1− ω̄), so ergibt sich:

p̃n−1(B′n) = p̃n−1((1− ω̄)−1Bn(1− ω̄)) = (1− ω)−1B′′n−1(1− ω) = B′n−1 . (4.6)

Wir können also die Bn so zu B′n konjugieren, dass EndA(S[n]) = B′n ⊕ rad EndA(S[n])
und p̃n(B′n+1) = B′n für alle n ∈ N gelten. Damit wirken die p̃n als Diagonalabbildungen
auf den direkten Summen:

B′n+1 ⊕ rad EndA(S[n+ 1])

p̃n=

p̃′n 0
0 p̃∗n


// B′n ⊕ rad EndA(S[n]) , (4.7)

wobei p̃′n bzw. p̃∗n die entsprechenden Einschränkungen von p̃n auf B′n+1 bzw.
rad EndA(S[n+1]) sind. Wie zuvor bemerkt, ist p̃′n ein Isomorphismus von Algebren. Wir
haben ebenfalls gesehen, dass wir die B′n mit dem Schiefkörper D identifizieren können,
wodurch EndA(S[n]) eine natürliche D-D-Bimodulstruktur erhält. Tut man dies so, dass
man ein Element fn ∈ B′n mit dem Element (p̃1 ◦ · · · ◦ p̃n−1)(fn) ∈ D identifiziert, so
werden die Abbildungen p̃′n und p̃∗n zu Homomorphismen von D-D-Bimoduln.

In diesem Zusammenhang können wir die sich aus (3.11) mittels obiger Diagonaldar-
stellung ergebenden inversen Systeme

· · · // B′3
p̃′2 // B′2

p̃′1 // B′1 (4.8)

und

· · · // rad EndA(S[3])
p̃∗2 // rad EndA(S[2])

p̃∗1 // 0 (4.9)

betrachten. Durch die zuvor besprochene Identifizierung erhalten wir aus (4.8) folgendes
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kommutative Diagramm:

· · · // B′4
p̃′3 //

∼p̃′1p̃
′
2p̃
′
3
��

B′3
p̃′2 //

∼p̃′1p̃
′
2
��

B′2
p̃′1 //

∼p̃′1
��

B′1

· · · D D D D .

(4.10)

Damit sehen wir sofort lim
←−
n

B′n
∼= D als D-D-Bimoduln. Da wir die Algebra H gegeben

haben als H = lim
←−
n

EndA(S[n]), folgt mit (4.7), (4.10) und Lemma 3.18 nun:

H = lim
←−
n

B′n ⊕ lim←−
n

(rad EndA(S[n]))

= lim
←−
n

B′n ⊕ rad H

∼= D ⊕ rad H ,

wobei die direkten Summen als direkte Summen von D-D-Bimoduln zu verstehen sind.
Die Identität lim

←−
n

(rad EndA(S[n])) = rad H ist hierbei eine Konsequenz aus der Wirkung

von prm auf die Ideale von H (vgl. Theorem 3.23).

Diese direkte Summenzerlegung vonH lässtH (und damit auch rad H) zu einem halb-
einfachen D-D-Bimodul werden. Da wegen D ∼= H/ rad H der Faktorraum
rad H/ rad 2H ebenfalls eine D-D-Bimodulstruktur trägt, ist der Kern des kanonischen

Epimorphismus rad H // rad H/ rad 2H ein direkter Summand in rad H. Damit gibt
es einen D-D-Unterbimodul E von rad H, welcher durch den kanonischen Epimorphismus
isomorph auf rad H/ rad 2H abgebildet wird, und welcher die direkte Summenzerlegung
rad H = E ⊕ rad 2H zulässt. Es sei weiterhin bemerkt, dass E ⊆ (rad H\ rad 2H) ∪ {0}
gilt. Wir erhalten damit eine Zerlegung von H der Gestalt

H = lim
←−
n

B′n ⊕ E ⊕ rad 2H (4.11)

in D-D-Bimoduln.

Da die Abbildungen prm ebenfalls als D-D-Bimodulhomomorphismen arbeiten,
prm(lim

←−
n

B′n) = B′m ist, und nach Theorem 3.23 auch

prm(rad H\ rad 2H) = rad EndA(S[m])\ rad 2 EndA(S[m])

fürm > 1 gilt, induziert die direkte Summenzerlegung (4.11) eine Zerlegung jedes EndA(S[m])
in D-D-Bimoduln:
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EndA(S[1]) = B′1 ,

EndA(S[2]) = B′2 ⊕ pr2(E) ,

EndA(S[3]) = B′3 ⊕ pr3(E)⊕ rad 2 EndA(S[3]) ,

EndA(S[4]) = B′4 ⊕ pr4(E)⊕ rad 2 EndA(S[4]) ,

...

Hierbei sind nach Konstruktion die Einschränkung p̃′n : B′n+1
// B′n von p̃n auf B′n+1,

sowie die Einschränkung p̃′′n : prn+1(E) // prn(E) von p̃n auf prn+1(E), Isomorphis-

men. Man beachte, dass wegen p̃nprn+1 = prn, ∀n ∈ N, die p̃′′n tatsächlich in die Menge
prn(E) abbilden.

EndA(S[1])

EndA(S[2])

EndA(S[3])

EndA(S[4])

EndA(S[5])

p̃1

p̃2

p̃3

p̃4

B′1

B′2

B′3

B′4

B′5

pr2(E)

pr3(E)

pr4(E)

pr5(E)

rad 2EndA(S[n])

∼

∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼

p̃′1

p̃′2

p̃′3

p̃′4

p̃′′2

p̃′′3

p̃′′4

Abbildung 4.1: Wirkung der p̃n auf die direkten Summanden von EndA(S[n+ 1])
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Wir werden nun eine Tensoralgebra konstruieren, von welcher wir zunächst zeigen, dass
sie isomorph zu einem Schief-Potenzreihenring ist. Im Anschluss werden wir von dieser
Algebra Epimorphismen auf die EndA(S[n]) konstruieren und mit deren Hilfe zeigen, dass
auch H isomorph zu demselben Schief-Potenzreihenring ist. Hierzu verwenden wir ein
Resultat für endlichdimensionale, lokale Algebren. Sei B eine solche. Dann gibt es (bis
auf Isomorphie) genau einen einfachen B-Modul S. Dieser ist isomorph zu B/ rad B und
selbst eine k-Divisionsalgebra. Dadurch ist S als k-Algebra isomorph zu seiner Endomor-
phismenalgebra EndB(S). Ein Isomorphismus ist etwa durch die Abbildung

S // EndB(S) , s 7→ (x 7→ sx)

gegeben. Hierdurch kann man den (B/ rad B)-(B/ rad B)-Bimodul rad B/ rad 2B als
(EndB(S))-(EndB(S))-Bimodul betrachten. Man kann dann zeigen, dass es einen Iso-
morphismus

rad B/ rad 2B ∼= HomEndB(S)(Ext1
B(S, S),EndB(S)) (4.12)

von (EndB(S))-(EndB(S))-Bimoduln gibt. Dies ist ein Spezialfall der Isomorphismen, wel-
che Gabriel in [10, 7.3] angibt. In etwas abgewandelter Form sind sie beispielsweise auch
in [1, III, 2.12] und [15, 3.7] zu finden. Da im Fall einer homogenen Röhre T für alle n ≥ 2
die einfachen EndA(S[n])-Moduln zueinander isomorphe Endomorphismen- und Erweite-
rungsräume besitzen (und zwar D = EndA(S[1]) bzw. Ext1

A(S[1], S[1])), haben wir für
jedes n ≥ 2 einen Isomorphismus von D-D-Bimoduln:

rad EndA(S[n])/ rad 2 EndA(S[n]) ∼= HomD(Ext1
A(S[1], S[1]), D) . (4.13)

Wir schauen uns den Modul HomD(Ext1
A(S[1], S[1]), D) genauer an. Wegen

Ext1
A(S[1], S[1]) ∼= DHomA(S[1], τS[1]) müssen wir uns dazu den D-D-Bimodul

HomA(S[1], τS[1]) ansehen. Da τS[1] ∼= S[1] gilt, haben wir:

HomA(S[1], τS[1]) ∼= HomA(S[1], S[1]) = D

als k-Vektorräume. Ferner ist für d ∈ D und f ∈ HomA(S[1], τS[1]) die Modulstruktur
gegeben durch

f · d = fd , sowie (4.14)

d · f = τ(d)f . (4.15)

Das heißt, wir können HomA(S[1], τS[1]) als den D-D-Bimodul auffassen, welcher als
zugrundeliegende Menge die Menge D besitzt, und für den die Modulstruktur gegeben ist
durch die Regeln (4.14) sowie (4.15). Es ist naheliegend, diesen Bimodul mit τ(D)DD zu
bezeichnen.
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Damit ist Ext1
A(S[1], S[1]) ∼= DHomA(S[1], τS[1]) ∼= DDτ(D), und nach (4.13) schließ-

lich wieder

rad EndA(S[n])/ rad 2 EndA(S[n]) ∼= τ(D)DD . (4.16)

Kommen wir nun zur Konstruktion der besagten Tensoralgebra. Hierfür schreiben wir
der Kürze halber ω := τ(D)DD

∼= rad EndA(S[n])/ rad 2 EndA(S[n]). Wir definieren für
jedes m ∈ N das Tensorprodukt ωm := ω⊗D · · · ⊗D ω︸ ︷︷ ︸

m Faktoren

. Diese Tensorprodukte tragen eine

D-D-Bimodulstruktur, welche für d ∈ D und (d1 ⊗ d2 ⊗ · · · ⊗ dm−1 ⊗ dm) ∈ ωm gegeben
ist durch

d · (d1 ⊗ d2 ⊗ · · · ⊗ dm−1 ⊗ dm) := ((d · d1)⊗ d2 ⊗ · · · ⊗ dm−1 ⊗ dm) und (4.17)

(d1 ⊗ d2 ⊗ · · · ⊗ dm−1 ⊗ dm) · d := (d1 ⊗ d2 ⊗ · · · ⊗ dm−1 ⊗ (dm · d)) . (4.18)

Setzen wir ω0 := D, so können wir weiter eine Tensoralgebra Ω definieren als:

Ω := D × ω × ω2 × ω3 × · · · =
∞∏
m=0

ωm . (4.19)

Hierbei seien die Addition und die skalare Multiplikation in Ω komponentenweise definiert
und die Multiplikation sei für (a0, a1, a2, a3, · · · ), (b0, b1, b2, b3, · · · ) ∈ Ω gegeben durch

(a0, a1, a2, a3, · · · ) · (b0, b1, b2, b3, · · · ) := (c0, c1, c2, c3, · · · ) mit

cm :=
m∑
k=0

ψk,m−k(ak, bm − k), .

Hierbei sind die ψk,l : ωk × ωl // ωk+l für k′, l′ > 0 induziert durch

ψ0,l′(d, d1 ⊗ · · · ⊗ dl′) := d · (d1 ⊗ · · · ⊗ dl′) ,
ψk′,0(e1 ⊗ · · · ⊗ ek′ , d) := (e1 ⊗ · · · ⊗ ek′) · d , sowie

ψk′,l′(e1 ⊗ · · · ⊗ ek′ , d1 ⊗ · · · ⊗ dl′) := e1 ⊗ · · · ⊗ ek′ ⊗ d1 ⊗ · · · ⊗ dl′ .

Wir zeigen nun, dass es sich bei dieser Tensoralgebra Ω um einen Schief-Potenzreihenring
handelt.

Lemma 4.6. Die in (4.19) definierte Tensoralgebra ist isomorph zum Schief-Potenzreihenring
D[[T ; τ−1]], wobei τ−1 der zu τ aus (4.5) inverse Automorphismus von D ist.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass wir jedes ωm mit D identifizieren können. Sei dazu
m ∈ N0 beliebig. Ist m = 0, so ist nichts zu zeigen. Seien also m > 0 und
n∑
k=1

(dk1 ⊗ · · · ⊗ dkm) ∈ ωm beliebig.
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Da wir ω als τ(D)DD charakterisiert hatten, erhalten wir für jedes k ∈ {1, · · · , n}

dk1 ⊗ dk2 ⊗ · · · ⊗ dkm−1 ⊗ dkm = dk1 ⊗ dk2 ⊗ · · · ⊗ dkm−1 ⊗ [τ−1(dkm)] · 1
= dk1 ⊗ dk2 ⊗ · · · ⊗ dkm−1 · τ−1(dkm)⊗ 1

= dk1 ⊗ dk2 ⊗ · · · ⊗ [τ−1(dkm−1 · τ−1(dkm))] · 1⊗ 1

= · · ·
= d̃k · (1⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ 1)

mit einem d̃k ∈ D. Damit ist
n∑
k=1

(dk1 ⊗ · · · ⊗ dkm) =

(
n∑
k=1

d̃k
)
· (1⊗ · · · ⊗ 1). Insbesondere

ist der Faktor
n∑
k=1

d̃k eindeutig, sodass wir als k-Vektorraum jedes ωm mit D identifizieren

können.

Wir stellen im Folgenden jedes x ∈ ωm dar als x = dx · (1⊗· · ·⊗ 1) mit dem eindeutig
durch x bestimmten dx ∈ D. Wir definieren eine Abbildung

Φ : Ω // D[[T ; τ−1]]

durch

(d0, d1 · 1, d2 · (1⊗ 1), d3 · (1⊗ 1⊗ 1), · · · ) 7→
∞∑
n=0

dnT
n ,

und zeigen, dass es sich hierbei um einen Isomorphismus von k-Algebren handelt.

Zunächst ist Φ nach der Definition der Addition und der skalaren Multiplikation in Ω
bzw. D[[T ; τ−1]] offenbar eine k-lineare Abbildung. Ferner ist sie trivialerweise surjektiv
und es gilt

Ker Φ = {(d0, d1 · 1, d2 · (1⊗ 1), d3 · (1⊗ 1⊗ 1), · · · ) ∈ Ω |
∞∑
n=0

dnT
n = 0}

= {(d0, d1 · 1, d2 · (1⊗ 1), d3 · (1⊗ 1⊗ 1), · · · ) ∈ Ω | dn = 0, ∀n ∈ N0}
= 0 ,

sodass sie auch ein Monomorphismus ist. Es bleibt Φ(x1 · x2) = Φ(x1) · Φ(x2) für alle
x1, x2 ∈ Ω zu zeigen.

Seien also

a = (a0, a1 · 1, a2 · (1⊗ 1), a3 · (1⊗ 1⊗ 1), · · · )

und

b = (b0, b1 · 1, b2 · (1⊗ 1), b3 · (1⊗ 1⊗ 1), · · · )
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aus Ω. Dann haben wir für k′, l′ > 0 die Beziehungen

ψ0,l′(a0, bl′ · (1⊗ · · · ⊗ 1)) = (a0bl′) · (1⊗ · · · ⊗ 1),

ψk′,0(ak′ · (1⊗ · · · ⊗ 1⊗ 1), b0) = ak′ · (1⊗ · · · ⊗ 1⊗ 1) · b0

= ak′ · (1⊗ · · · ⊗ 1⊗ b0)

= ak′ · (1⊗ · · · ⊗ 1⊗ τ−1(b0) · 1)

= ak′ · (1⊗ · · · ⊗ τ−1b0 ⊗ 1)

= · · ·
= (ak′τ

−k′(b0)) · (1⊗ · · · ⊗ 1⊗ 1) , sowie

ψk′,l′(ak′ · (1⊗ · · · ⊗ 1), bl′ · (1⊗ · · · ⊗ 1)) = ak′ · (1⊗ · · · ⊗ 1⊗ bl′ · 1⊗ · · · ⊗ 1)

= · · ·
= (ak′τ

−k′(bl′)) · (1⊗ · · · ⊗ 1) .

Aus diesen schließen wir

Φ(a · b) =
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akτ
−k(bn−k)

)
T n

=

(
∞∑
n=0

anT
n

)
·
(
∞∑
n=0

bnT
n

)
= Φ(a) · Φ(b) .

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Aus diesem Lemma zusammen mit Lemma 4.2 ergibt sich:

Folgerung 4.7. Die Algebra Ω aus (4.19) ist ein vollständiger Hauptidealring. Darüber
hinaus gilt für jedes k ∈ N:

rad k Ω =
∞∏
m=k

ωm .

Wir werden nun zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen, dass die Algebra H, welche
die homogene Röhre T charakterisiert, isomorph ist zur Algebra Ω. Hieraus folgt mit
Lemma 4.6 das Hauptergebnis dieser Arbeit. Wir verwenden dazu eine Konstruktion,
welche Gabriel in [10, 8.4] beschreibt. Wir haben im Vorangegangenen gesehen, dass wir
für jedes n ≥ 2 eine direkte Summenzerlegung

EndA(S[n]) = B′n ⊕ prn(E)⊕ rad 2 EndA(S[n]) (4.20)
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in D-D-Bimoduln haben, und die Einschränkung der p̃n auf B′n+1 bzw. prn+1(E) als
D-D-Bimodulisomorphismus wirkt. Ferner haben wir B′n

∼= D für alle n ∈ N und
ω ∼= rad EndA(S[n])/ rad 2 EndA(S[n]) für alle n ≥ 2. Da weiterhin unter dem kano-

nischen Epimorphismus rad EndA(S[n]) // rad EndA(S[n])/ rad 2 EndA(S[n]) der Un-

terbimodul prn(E) isomorph auf rad EndA(S[n])/ rad 2 EndA(S[n]) abgebildet wird, ha-
ben wir auch ω ∼= prn(E) als Isomorphie von D-D-Bimoduln. Wenn wir uns nun zwei
D-D-Bimodulisomorphismen

χn1 ; D ∼ // B′n (4.21)

und

χn2 ; ω ∼ // prn(E) (4.22)

vorgeben, so dehnen sich diese aus zu einem Epimorphismus Ψn
(χn1 ,χ

n
2 ) : Ω // EndA(S[n])

von k-Algebren. Hierbei wirkt Ψn
(χn1 ,χ

n
2 ) durch

Ψn
(χn1 ,χ

n
2 )((d, x

1
1, x

2
1 ⊗ x2

2, x
3
1 ⊗ x3

2 ⊗ x3
3, · · · )) := χn1 (d) +

∞∑
n=1

(
n∏
k=1

χn2 (xnk)

)
. (4.23)

Man beachte, dass wegen radn EndA(S[n]) = 0 die Summe auf der rechten Seite nur end-
lich viele Nicht-Null-Summanden besitzt, sodass Ψn

(χn1 ,χ
n
2 ) wohldefiniert ist. Die Tatsache,

dass dies wirklich ein Epimorphismus ist, folgt daraus, dass sich jedes f aus EndA(S[n])
schreiben lässt als Summe von Produkten von Elementen aus B′n und prn(E). Dies lässt
sich analog zeigen wie etwa in [1, II, 3.3(a)].

Weiterhin ergibt sich mit Folgerung 4.7, dass Ker Ψn
(χn1 ,χ

n
2 ) =

∞∏
m=n

ωm gilt. Da es außer-

dem einen trivialen Algebrenepimorphismus von Ω auf EndA(S[1]) = D mit Kern
∞∏
m=1

ωm

gibt, erhalten wir eine Familie von Algebrenisomorphismen Ψ̃n
(χn1 ,χ

n
2 ). Für n = 1 ist dieser

nur abhängig von χn1 , da es in diesem Fall keinen Isomorphismus χn2 gibt. Wir schreiben
in diesem Ausnahmefall Ψ̃1

χ1
1

statt Ψ̃1
(χ1

1,χ
1
2)

. Wir veranschaulichen die Situation in einem

Digramm auf der nachfolgenden Seite.
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EndA(S[1]) Ω/
∞∏
m=1

ωm∼

Ψ̃1
χ11oo

EndA(S[2])

p̃1

OO

Ω/
∞∏
m=2

ωm∼

Ψ̃2
(χ21,χ

2
2)oo

κ1

OO

EndA(S[3])

p̃2

OO

Ω/
∞∏
m=3

ωm∼

Ψ̃3
(χ31,χ

3
2)oo

κ2

OO

EndA(S[4])

p̃3

OO

Ω/
∞∏
m=4

ωm∼

Ψ̃4
(χ41,χ

4
2)oo

κ3

OO

...

OO

... .

OO

(4.24)

Hierbei sind die κn : Ω/
∞∏

m=n+1

ωm // Ω/
∞∏
m=n

ωm gegeben durch

x+
∞∏

m=n+1

ωm 7→ x+
∞∏
m=n

ωm.

Es ist zu beachten, dass das Diagramm (4.24) a priori nicht kommutativ sein muss. Wir
werden nun allerdings die χn1 und χn2 so wählen, dass es kommutativ wird. Dazu benutzen

wir dieD-D-Bimodulisomorphismen p̃′n : B′n+1
// B′n und p̃′′n : prn+1(E) // prn(E) .

Wir geben uns zunächst zwei beliebige D-D-Bimodulisomorphismen χ1
1; D ∼ // B′1 = D

und χ2
2; ω ∼ // pr2(E) vor. Mit diesen definieren wir induktiv:

χn+1
1 := p̃

′−1
n ◦ χn1 , und (4.25)

χn+1
2 := p̃

′′−1
n ◦ χn2 . (4.26)

Wir zeigen, dass mit den so definierten χn1 und χn2 für jedes m ∈ N die Beziehung
Ψ̃m

(χm1 ,χ
m
2 ) ◦ κm = p̃m ◦ Ψ̃m+1

(χm+1
1 ,χm+1

2 )
gilt.

Seien hierzu m ∈ N und x = (d, x1
1, x

2
1⊗x2

2, x
3
1⊗x3

2⊗x3
3, · · · ) ∈ Ω beliebig. Dann haben
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wir mit den Formeln (4.23) und (4.25), sowie (4.26):

(p̃m ◦ Ψ̃m+1

(χm+1
1 ,χm+1

2 )
)(x+

∞∏
k=m+1

ωk) = p̃m

(
χm+1

1 (d) +
m∑
n=1

(
n∏
k=1

χm+1
2 (xnk)

))

= (p̃′m ◦ χm+1
1 )(d) +

m∑
n=1

(
n∏
k=1

(p̃′′m ◦ χm+1
2 )(xnk)

)

= χm1 (d) +
m−1∑
n=1

(
n∏
k=1

χm2 (xnk)

)

= Ψ̃m
(χm1 ,χ

m
2 )(x+

∞∏
k=m

ωk)

= (Ψ̃m
(χm1 ,χ

m
2 ) ◦ κm)(x+

∞∏
k=m+1

ωk) .

Dies gilt insbesondere auch für m = 1, da p̃1 auf pr2(E) die Nullabbildung ist. Somit haben
wir gezeigt, dass das Diagramm (4.24) durch geeignete Wahl der χn1 und χn2 kommutativ
gemacht werden kann. In diesem Fall haben wir im Sinne von Lemma 3.17 eine Abbildung
zwischen zwei inversen Systemen von Algebren. Wir erhalten nach selbigem Lemma damit:

H = lim
←−
n

EndA(S[n]) ∼= lim
←−
n

Ω/
∞∏
m=n

ωm . (4.27)

Dies führt uns unmittelbar auf das Hauptresultat dieser Arbeit.

Theorem 4.8. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra über einem vollkommenen
Körper k und T eine homogene Röhre in Γ(modA). Seien weiter S[1] der einfach re-
guläre Modul aus T , D seine Endomorphismenalgebra, und τ wie in (4.5). Ist H der
inverse Limes des Systems (3.11), so gibt es einen Isomorphismus

H ∼= D[[T ; τ−1]]

von k-Algebren.

Beweis. Wir haben nach (4.27) einen Isomorphismus H ∼= lim
←−
n

Ω/
∞∏
m=n

ωm. Da nach Folge-

rung 4.7 die Algebra Ω vollständig ist, und
∞∏
m=n

ωm = radn Ω gilt, ergibt sich

lim
←−
n

Ω/
∞∏
m=n

ωm ∼= Ω. Es bleibt Lemma 4.6 anzuwenden, um den Isomorphismus

H ∼= D[[T ; τ−1]] zu erhalten.
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Im Fall, dass k algebraisch abgeschlossen ist, gilt D = k. Ferner wirkt τ und somit τ−1

auf k als identische Abbildung. Somit erhalten wir insbesondere, dass H für algebraisch
abgeschlossene Skalarkörper k isomorph zum formalen Potenzreihenring k[[T ]] ist.

Wir haben bis zu diesem Punkt auf einer relativ abstrakten Ebene mit den Endo-
morphismenalgebren der Moduln S[n] aus der Röhre T gearbeitet. Für viele Rechnungen
ist es allerdings hilfreich, etwas über das konkrete Aussehen der Endomorphismen aus
EndA(S[n]) zu wissen. Wir haben mit dem Theorem 4.8 ein Hilfsmittel in der Hand,
um diese durch den Übergang zu einem konkreten System von endlichdimensionalen
D[[T ; τ−1]]-Moduln näher zu bestimmen. Wir werden im letzten Abschnitt der Arbeit ein
solches System konstruieren und die Endomorphismen der unzerlegbaren Moduln darin
berechnen. Wir halten uns dabei an die Notationen von Gabriel in [10, 7.4].

Bemerkung 4.9. Es fällt auf, dass in allen vorangegangenen Betrachtungen das konkrete
Aussehen der irreduziblen Morphismen pn : [n+ 1] // S[n] keine Rolle gespielt hat. Es

war lediglich wichtig, dass es irreduzible Morphismen waren, und die Beziehung (3.4) galt.
Dies zeigt insbesondere, dass der inverse Limes H = lim

←−
n

EndA(S[n]) in diesem Sinne von

der konkreten Wahl der irreduziblen pn (und damit auch von den sich daraus ergebenden
p̃n) unabhängig ist.

4.2 Kleine Darstellungen

Wir werden wie bereits angekündigt in diesem Abschnitt eine Klasse von Darstellungen
kennen lernen, welche den unzerlegbaren H-Moduln eine konkrete Struktur gibt, und die
es damit ermöglicht, deren Endomorphismenräume direkt auszurechnen. Wir werden im
Sinne von Theorem 4.8 und Lemma 4.6 im Folgenden die Algebra H mit D[[T ; τ−1]] bzw.
Ω identifizieren.

Sei uns ein endlichdimensionaler, unzerlegbarer Ω-Modul M gegeben. Dann existiert
ein n ∈ N, sodass M radn Ω = 0 ist, sodass insbesondere die Abbildung

M⊗Dωn //M , m⊗ (d1 ⊗ · · · ⊗ dn) 7→ m · (d1 ⊗ · · · ⊗ dn) , (4.28)

gleich der Nullabbildung ist. Wir können nun, wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, der
Abbildung

M⊗Dω //M , m⊗ w 7→ m · w,

welche uns die Modulstruktur von MΩ definiert, eine duale Abbildung

φ : M //M⊗D Ext1
A(S[1], S[1])
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zuordnen. Man beachte hierzu, dass nach (4.13) und der Definition von ω die Beziehung
HomD(ω,D) ∼= Ext1

A(S[1], S[1]) gilt. Wir setzen im Folgenden der Einfachheit halber
E := Ext1

A(S[1], S[1]). Die Tatsache, dass (4.28) die Nullabbildung ist, übersetzt sich
damit so, dass die Hintereinanderausführung

M
φ //M⊗DE

φ⊗1 //M⊗DE⊗DE // · · · //M⊗D E⊗D · · · ⊗DE︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

(4.29)

für ein n ∈ N gleich der Nullabbildung ist. Wie in Abschnitt 1.2 beschrieben können wir
das Paar (M,φ) als eine Darstellung der Gattung

D• E
xx

(4.30)

mit der zusätzlichen Eigenschaft, dass die Hintereinanderausführung (4.29) Null ist, auf-
fassen. Wir nennen eine solche Darstellung eine kleine Darstellung. Es sei bemerkt,
dass man die Gattung (4.30) auch Gattung der Kategorie mod Ω nennt.

Ist uns umgekehrt eine kleine Darstellung (N,ψ) von (4.30) gegeben, so können wir
diese zu einem endlichdimensionalen Ω-Modul machen, indem wir für x ∈ N und d ∈ D
zunächst x ·d := xd setzen, und für die Definition der Rechtsmultiplikation mit Elementen
aus ω wieder die zu ψ duale Abbildung

N⊗Dω // N

benutzen. Diese setzt sich für jedes m ∈ N zu einer Abbildung

N⊗D ω⊗D · · · ⊗Dω︸ ︷︷ ︸
m Faktoren

// N (4.31)

fort. Damit erhalten wir eine Modulstruktur N × Ω // N auf N . Die Tatsache, dass
(4.29) die Nullabbildung ist, geht darin über, dass für ein n0 ∈ N die Abbildung (4.31)
für alle m ≥ n0 verschwindet, sodass N von radn0 Ω annuliert wird und N damit ein
eindlichdimensionaler Ω-Modul ist. Auf diese Weise können wir eine Äquivalenz zwischen
der Kategorie mod Ω und der Kategorie der kleinen Darstellungen von (4.30) erhalten.

Wir werden nun für jedes n ∈ N eine über D n-dimensionale, unzerlegbare kleine Darstel-
lung Vn = (Dn, φn) angeben. Diese wird gerade dem regulären A-Modul S[n] entsprechen.
Im Anschluss werden wir deren Endomorphismen berechnen und jeweils eine Familie ir-
reduzibler Morphismen {pm}m∈N und {ιm}m∈N angeben. Schließlich bestimmen wir damit
den induzierten inversen Limes der Endomorphismenalgebren der kleinen Darstellungen,
und werden wieder das Ergebnis aus Theorem 4.8 erhalten.

Wir benötigen zunächst eine kleine Vorbetrachtung. Zur Konstruktion der Vn verwen-
den wir, dass es einen natürlichen Isomorphismus Dn⊗DE ∼= (D⊗DE)n gibt. Damit ist es
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nur noch notwendig, den Modul D⊗DE genauer zu kennen. Da sowohl D als auch E ein-
dimensionale D-D-Bimoduln sind, wird auch D⊗DE ein eindimensionaler D-D-Bimodul
sein. Wir wissen ferner aus Abschnitt 2.2, dass wir E sowohl als Dµ als auch als µD
schreiben können, wobei µ eine Auslander-Reiten-Folge ist, welche in S[1] endet. Es gilt
nach Theorem 2.12 zusätzlich noch τ(d) · µ = µ · d für alle d ∈ D.

Wir können damit jedes x ∈ D⊗DE schreiben als x = fx ⊗ µ mit einem eindeutig
durch x bestimmten fx ∈ D. Ist d ∈ D beliebig, so gilt weiter:

d · (fx ⊗ µ) = (dfx)⊗ µ , sowie

(fx ⊗ µ) · d = fx ⊗ (µ · d)

= fx ⊗ (τ(d) · µ)

= (fxτ(d))⊗ µ .

Damit können wir mit derselben Bezeichnung wie aus dem vorangegangenen Abschnitt
den Bimodul D⊗DE schreiben als DDτ(D). Wir werden im Folgenden Matrizen der Form

0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0


verwenden. Diese sollen auf einen Vektor d̄ =

[
d1 d2 · · · dm

]T
durch die Vorschrift

0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·

d1

d2
...

dm−1

dm

 :=


τ(d2)
τ(d3)

...
τ(dm)

0


wirken. Wir definieren nun die kleinen Darstellungen Vn = (Dn, φn) durch die rechten
D-Homomorphismen

φ1 := 0 : D //
DDτ(D) , und (4.32)

φn :=


0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0


n×n

: Dn // (DDτ(D))
n (4.33)
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für n > 1. Wir zeigen, dass es sich tatsächlich um rechte D-Homomorphismen handelt.

Da dies für n = 1 klar ist, sei nun n ≥ 2 und seien d̄ =
[
d1 d2 · · · dn

]T
und d ∈ D

beliebig. Dann gilt:


0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·



d1

d2
...

dn−1

dn

 · d
 =


0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·

d1d
d2d

...
dn−1d
dnd



=


τ(d2d)
τ(d3d)

...
τ(dnd)

0

 =




τ(d2)
τ(d3)

...
τ(dn)

0

 τ(d)



=




0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·

d1

d2
...

dn−1

dn



 τ(d)

=




0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·

d1

d2
...

dn−1

dn



 · d .

Da die φn außerdem nilpotent sind, ist uns damit tatsächlich jeweils eine kleine Darstellung
Vn = (Dn, φn) gegeben. Wir machen uns nun daran, die Endomorphismen der Vn zu
berechnen. Dazu rekapitulieren wir aus Abschnitt 1.3, dass ein Endomorphismus von Vn
gegeben ist durch eine D-lineare Abbildung αn = (αni,j)

n
i,j=1 : Dn // Dn , für welche

φnαn = (αn ⊗ 1)φn (4.34)

gilt. Sei ēi =
[
0 · · · 0 1 0 · · · 0

]T
der i-te Einheitsvektor aus Dn. Dann liefert

(4.34) folgendes:
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(φn ◦ αn)(ēi)

=


0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·

αn1,1 αn1,2 αn1,3 · · · αn1,n−1 αn1,n
αn2,1 αn2,2 αn2,3 αn2,n−1 αn2,n

...
. . .

...
αnn−1,1 αnn−1,2 αnn−1,3 · · · αnn−1,n−1 αnn−1,n

αnn,1 αnn,2 αnn,3 · · · αnn,n−1 αnn,n

 · ēi

=


0 τ 0 · · · 0 0
0 0 τ 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ
0 0 0 · · · 0 0

 ·

α1,i

α2,i
...

αn−1,i

αn,i

 =


τ(αn2,i)
τ(αn3,i)

...
τ(αnn,i)

0

 !
=


αn1,i−1

αn2,i−1
...

αnn−1,i−1

αnn,i−1



=


αn1,1 αn1,2 αn1,3 · · · αn1,n−1 αn1,n
αn2,1 αn2,2 αn2,3 αn2,n−1 αn2,n

...
. . .

...
αnn−1,1 αnn−1,2 αnn−1,3 · · · αnn−1,n−1 αnn−1,n

αnn,1 αnn,2 αnn,3 · · · αnn,n−1 αnn,n

 · ēi−1

= ((αn ⊗ 1) ◦ φn)(ēi) .

Hier haben wir τ(1) = 1 verwendet. Es folgen durch sukzessive Auswertung der mittleren
Gleichung für i = 1, · · · , n nun die Beziehungen

αnk,l = 0 für k > l , und (4.35)

αnk+1,l+1 = τ−1(αnk,l) für 1 ≤ k ≤ l ≤ n− 1 . (4.36)

Hiermit ergibt sich aus (4.35) und (4.36) für αn folgende Struktur:

αn =


αn1,1 αn1,2 αn1,3 · · · αn1,n−1 αn1,n
0 τ−1(αn1,1) τ−1(αn1,2) · · · τ−1(αn1,n−2) τ−1(αn1,n−1)
0 0 τ−2(αn1,1) · · · τ−2(αn1,n−3) τ−2(αn1,n−2)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 τ−(n−1)(αn1,1)

 . (4.37)

Mit dieser Darstellung sieht man unmittelbar, dass es in End(Vn) keine von Null und Eins
verschiedenen Idempotenten gibt. Deshalb sich die kleinen Darstellungen Vn unzerlegbar.

Wir definieren nun für jedes n ∈ N, a ∈ D und k ∈ {0, · · · , n − 1} einen Endomor-
phismus aJnk von Vn durch
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aJnk :=


0 · · · 0 τn−1(a) 0 0 · · · 0 0
0 · · · 0 0 τn−2(a) 0 · · · 0 0
0 · · · 0 0 0 τn−3(a) · · · 0 0
...

...
. . .

...

 . (4.38)

Hierbei steht das Element τn−1(a) in der ersten Zeile und (k+1)-ten Spalte. Die Auswahl
dieser Endomorphismen mag zunächst nicht intuitiv erscheinen, aber wir werden gleich
begründen, warum sie sich als geeignet herausstellt. Dazu betrachten wir noch einmal
die kleine Darstellung Vn = (Dn, φn). Man sieht unschwer, dass das Radikal von Vn der
Unterraum D⊕ · · · ⊕D⊕ 0 mit der entsprechenden Einschränkung von φn auf diesen ist.
Analog ist der Sockel von Vn gerade D ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0 mit der zugehörigen Einschränkung
von φn darauf.

Somit können wir für die irreduziblen Morphismen ιn : Vn // Vn+1 bzw.

pn : Vn+1
// Vn folgende verschobene Einheitsmatrizen nehmen:

ιn :=


1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 0


(n+1)×n

pn :=


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1


n×(n+1)

. (4.39)

Für diese gelten die Beziehungen p1ι1 = 0 und pnιn = ιn−1pn−1 für n ≥ 2, sodass diese ιn
und pn die Relationen aus (3.4) erfüllen. Wir wollen nun die von den pn induzierten Ein-

schränkungsepimorphismen p̃n : End(Vn+1) // End(Vn) bestimmen. Diese sind durch

ein kommutatives Diagramm (3.6) gegeben. Seien nun

αn+1 =


αn+1

1,1 αn+1
1,2 αn+1

1,3 · · · αn+1
1,n αn1,n+1

αn+1
2,1 αn+1

2,2 αn+1
2,3 αn+1

2,n αn+1
2,n+1

...
. . .

...
αn+1
n,1 αn+1

n,2 αn+1
n,3 · · · αn+1

n,n αn+1
n,n+1

αn+1
n+1,1 αn+1

n+1,2 αn+1
n+1,3 · · · αn+1

n+1,n αn+1
n+1,n+1



ein Endomorphismus von Vn+1 und
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p̃n(αn+1) =


βn1,1 βn1,2 βn1,3 · · · βn1,n−1 βn1,n
βn2,1 βn2,2 βn2,3 βn2,n−1 βn2,n

...
. . .

...
βnn−1,1 βnn−1,2 βnn−1,3 · · · βnn−1,n−1 βnn−1,n

βnn,1 βnn,2 βnn,3 · · · βnn,n−1 βnn,n


seine Einschränkung aus Vn mittels p̃n. Aus der Forderung pnα

n+1 = p̃n(αn+1)pn ergibt
sich βni,j = αn+1

i+1,j+1 für alle i, j ∈ {1, · · · , n}. Damit erhalten wir die Einschränkung von
αn+1 mittels p̃n dadurch, dass wir die erste Spalte und die erste Zeile von αn+1 löschen.
Analog ergibt sich die Einschränkung mittels der ι̃n dadurch, dass wir die letzte Zeile und
die letzte Spalte von αn+1 löschen.

Sei uns nun ein beliebiges αn ∈ End(Vn) gegeben. Aus der Darstellung (4.37) und der
Definition der aJnk in (4.38) und der Tatsache, dass τ ein Automorphismus von D ist,
folgt, dass wir αn auf eindeutige Weise schreiben können als

αn =
n−1∑
k=0

akJ
n
k (4.40)

mit gewissen ak ∈ D. Aus der Definition der akJ
n
k und der gerade erläuterten Wirkung von

p̃n−1 folgen für n ≥ 2 die Beziehungen p̃n−1(an−1J
n
n−1) = 0, sowie p̃n−1(akJ

n
k ) = akJ

n−1
k

für 0 ≤ k ≤ n− 2. Damit ergibt sich

p̃n−1

(
n−1∑
k=0

akJ
n
k

)
=

n−2∑
k=0

akJ
n−1
k . (4.41)

Wir wollen nun abschließend den inversen Limes V := lim
←−
n

End(Vn) berechnen. Für jedes

Element f̄ = (f1, f2, f3, f4, · · · ) ∈ V sind die fn Endomorphismen von Vn, welche die
Beziehung p̃n(fn+1) = fn, ∀n ∈ N, erfüllen. Nach (4.40) können wir jedes fn als eine Art
Polynom mit Koeffizienten in D schreiben. Die Wirkung der p̃n auf diese ist nach (4.41)
ebenfalls trivial. Damit können wir jedes f̄ ∈ V schreiben als eine formale Potenzreihe

f̄ =
∞∑
m=0

amT
m ,

und wir setzen fn :=
n−1∑
m=0

amJ
n
m für jedes n ∈ N. Da die Addition und skalare Multiplika-

tion komponentenweise die Addition bzw. skalare Multiplikation in D sind, müssen wir

nur noch die Wirkung der Multiplikation in V klären. Seien dazu f̄ =
∞∑
m=0

amT
m und

ḡ =
∞∑
m=0

bmT
m aus V beliebig. Um die Multiplikation zu untersuchen, schauen wir uns an,
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was auf Ebene der Vn passiert: Es gilt fn ·gn =

(
n−1∑
m=0

amJ
n
m

)
·
(
n−1∑
m=0

bmJ
n
m

)
. Wir berechnen

das Produkt akJ
n
k · blJnl für beliebige 0 ≤ k, l,≤ n − 1. Ist hierbei k + l ≥ n, so ist das

Produkt Null. Seien also nun k + l < n. Dann haben wir:

akJ
n
k · blJnl

=


0 · · ·

k+1︷ ︸︸ ︷
τn−1(a) 0 0 · · ·

0 · · · 0 τn−2(a) 0 · · ·
0 · · · 0 0 τn−3(a) · · ·
...

...
. . .

 ·


0 · · ·
l+1︷ ︸︸ ︷

τn−1(b) 0 0 · · ·
0 · · · 0 τn−2(b) 0 · · ·
0 · · · 0 0 τn−3(b) · · ·
...

...
. . .



=


0 · · ·

k+l+1︷ ︸︸ ︷
τn−1(a)τn−1−k(b) 0 0 · · ·

0 · · · 0 τn−2(a)τn−2−k(b) 0 · · ·
0 · · · 0 0 τn−3(a)τn−3−k(b) · · ·
...

...
. . .



=


0 · · ·

k+l+1︷ ︸︸ ︷
τn−1(aτ−k(b)) 0 0 · · ·

0 · · · 0 τn−2(aτ−k(b)) 0 · · ·
0 · · · 0 0 τn−3(aτ−k(b)) · · ·
...

...
. . .


= (aτ−k(b))Jnk+l .

Dies ergibt auf Ebene des inversen Limes V die Rechenregel

akT
k · blT l = (aτ−k(b))T k+l (4.42)

für alle k, l ≥ 0. Da sich dies mittels Distributivität auf f̄ und ḡ fortsetzen lässt, erkennen
wir V als den Schief-Potenzreihenring D[[T ; τ−1]], welchen wir schon in Theorem 4.8 er-
halten haben. Dies ist noch einmal eine Bestätigung von Bemerkung 4.9, da wir hier bei
den kleinen Darstellungen sehr spezielle Homomorphismen für die pn verwendet haben.
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4.3 Abschließende Bemerkungen

Wir haben im Abschnitt 4.1 die innere Struktur der Algebra H nur unter der Vorausset-
zung beschreiben können, dass der Körper k ein vollkommener Körper ist. Diese Zusatz-
bedingung ermöglichte es uns, die zunächst allgemeine Struktur der EndA(S[n]) mit einem
konkreten Referenzobjekt, der Algebra Ω, in Beziehung zu setzen. Es wäre wünschenswert,
wenn man Theorem 4.8 auch ohne die Zusatzforderung an k zeigen könnte. Wir hatten in
Abschnitt 4.2 die kleinen Darstellungen kennen gelernt, welche in engem Zusammenhang
zur Algebra H stehen sollten, und welche sich vielleicht in ähnlicher Weise zur Konstruk-
tion eines Isomorphismus H ∼= D[[T ; τ−1]] für beliebige Körper k nutzen lassen sollten.
Es ist an dieser Stelle allerdings nicht klar, wie man eine Beziehung zwischen der Ka-
tegorie der kleinen Darstellungen von (4.30) und der Kategorie mod H herstellen kann,
welche Aussagen über eine eventuelle Isomorphie von H und D[[T ; τ−1]] ∼= lim

←−
n

End(Vn)

im allgemeinen Fall zulässt. Das Hauptproblem scheint hierbei zu sein, dass man keine
geeigneten Ringhomomorphismen lim

←−
n

End(Vn) // EndA(S[n]) finden kann, wie dies

unter der Zusatzannahme, dass k vollkommen ist, in (4.23) möglich war. Damit bleibt
die Frage nach der Gültigkeit von Theorem 4.8 für allgemeine Körper k offen, wobei die
Vermutung besteht, dass sich auch in diesem Fall ein Isomorphismus H ∼= D[[T ; τ−1]]
finden lässt.

Eine weitere interessante Fragestellung, welche im Rahmen der Arbeit aufgetreten ist,
ist die Frage danach, ob es einen Zusammenhang zwischen den Autoäquivalenzen der
Kategorie add(T ) und den Automorphismen der k-Divisionsalgebra D, welche auf dem
Unterkörper k = k · 1D die Identität ergeben, gibt. Die Vermutung, dass es einen solchen
geben könnte, entsteht dadurch, dass sich die Struktur der Algebra H bereits vollständig
aus gewissen Informationen ergibt, die sich aus dem einfach regulären Modul S[1] ableiten
lassen. Nach demselben Prinzip kann man vermuten, dass sich die Automorphismen von
D = EndA(S[1]), welche auf k identisch wirken, fortsetzen lassen zu Funktoren auf der ge-
samten Röhre add(T ). Bezeichnen wir hier die besagte Menge der Automorphismen von D
mit Autk(D) und die Menge der Autoäquivalenzen von add(T ) mit Aut(T ), so finden wir

eine natürliche Abbildung res : Aut(T ) // Autk(D) einfach dadurch, dass wir einem

Funktor F den Automorphismus von D zuordnen, welcher ein d ∈ D abbildet auf F (d).
Diese Abbildung entspricht also der Einschränkung von F auf D = EndA(S[1]). Haben wir
hierbei zwei Funktoren F und G, welche natürlich isomorph sind, und sei η : F // G
ein natürlicher Isomorphismus, so haben wir für jedes d ∈ D ein kommutatives Diagramm

S[1]
F (d) //

ηS[1]∼
��

S[1]

ηS[1]∼
��

S[1]
G(d) // S[1] ,
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sodass G(d) = ηS[1]F (d)η−1
S[1] ist. Damit ergibt sich aus der Abbildung res eine neue

Abbildung res, welche von der Menge der Isomorphieklassen von Autoäquivalenzen von
add(T ) in die Menge Autk(D) modulo innerer Automorphismen abbildet. Es stellt sich
nun die Frage, ob es eine Abbildung in die umgekehrte Richtung gibt und, falls dem so
ist, ob sich mit deren Hilfe eine Aussage über den Zusammenhang der eben beschriebenen
Mengen herstellen lässt. Hier tritt bereits ein Problem bei der Definition einer solchen
Abbildung auf. Benutzen wir die in Abschnitt 4.2 beschriebenen kleinen Darstellungen,
so könnte man versuchen, einem σ ∈ Autk(D) einen Funktor Fσ durch die Vorschriften

Fσ(Vn) := Vn ,

Fσ(pn) := pn ,

Fσ(ιn) := ιn , sowie

Fσ(
n−1∑
k=0

akJ
n
k ) :=

n−1∑
k=0

σ(ak)J
n
k , für alle n ∈ N ,

zuzuordnen. Bei dieser naheliegenden Variante ergibt sich allerdings das Problem, dass
für n > 3 die Beziehung

σ(a1)[(σ ◦ τ−1)(b1)]Jn2 = Fσ(a1J
n
1 · b1J

n
1 ) = Fσ(a1J

n
1 )Fσ(b1J

n
1 ) = σ(a1)[(τ−1 ◦ σ)(b1)]Jn2

nicht immer erfüllt ist. Man könnte nun statt der Menge Autk(D) mit dem Zentralisator
von τ in Autk(D) arbeiten, dann wird aber die Abbildung res nicht mehr wohldefiniert
sein, sodass man auch im Raum Aut(T ) Einschränkungen treffen müsste. Wenn man dies
nicht tun möchte, so stellt es sich als sehr schwierig heraus, einem allgemeinen Element
aus Autk(D) einen wohldefinierten Funktor zuzuordnen. Somit bleibt auch hier die Frage
nach einem möglichen Zusammenhang zwischen Autk(D) und Aut(T ) weitgehend offen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit ermöglichen es, die Untersuchung von homogenen Röhren
und deren Eigenschaften auf die Untersuchung der Modulkategorie eines Schief-Potenz-
reihenrings zurückzuführen. Dies kann sich als sehr nützlich erweisen, da sich für den
Schief-Potenzreihenring die Moduln genauer beschreiben lassen, und man auch die Ho-
momorphismen konkreter berechnen kann, als es zunächst für eine beliebig gegebene,
homogene Röhre der Fall ist. Außerdem haben wir gesehen, dass die gesamte Darstel-
lungstheorie der Moduln der Röhre vollständig durch die Informationen gegeben wird,
welche der einfach reguläre Modul auf dem Mund der Röhre liefert. Man kann erhoffen,
dass sich nach diesem Prinzip noch weitere Eigenschaften von Röhren aus ihren einfach re-
gulären Moduln ableiten lassen, und sich so noch unbekannte Zusammenhänge erschließen
lassen.
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