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1. ZERFALLUNGSKORPER VON POLYNOMEN Dietrich Travkin

1 Zerfiallungskorper von Polynomen

In dieser Ausarbeitung soll auf ,einfache” Weise gezeigt werden, dass es zu einem Po-
lynom f € K [T] fiir einen Kérper K einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten,
kleinsten Oberkorper von K gibt, {iber dem f in Linearfaktoren zerfillt. Dabei baut
diese Arbeit auf [2], Seiten 132 bis 142 auf.

1.1 Definition Sei L : K eine Korpererweiterung. L heifit Zerfiallungskorper eines
nicht-konstanten Polynoms f € K [T| (man sagt dann auch: L ist Zerfiallungskorper
von f iiber K, Kurzschreibweise: ZFK g (f)), wenn gilt:

a) f zerfallt iiber L in Linearfaktoren, d.h. es gibt ay,...,a,,b € L mit f =b- (T —
ar)...-(T'—ayp).

b) L ist minimal bzgl. der Eigenschaft in a), d.h. f zerfillt iiber keinem echten Zwi-
schenkorper von L : K in Linearfaktoren.

1.2 Beispiele
a) C D R ist ein Zerfillungskorper des Polynoms p := T? +1 € R[T], denn die
Nullstellen von p sind i,—i € C und R(i) = C. Es gibt also keinen echten Zwi-
schenkorper von C : R, iiber dem p = T? + 1 = (T —4)(T + 1) in Linearfaktoren
zerfillt.

b) Qi) D Q ist ein Zerfillungskorper des Polynoms p' := T? + 1 € Q[T). Hier gilt
nédmlich i, —i € Q(i) = Q(—i) und Q(7) ist der kleinste Zwischenkérper von C : Q,
der Q und {i,—i} enthilt.

Um die Existenz eines Zerfallungskorpers zu einem nicht-konstanten Polynom f €
K [T] beweisen zu kénnen, wird der folgende Satz von Kronecker benotigt.

1.3 Satz (von Kronecker) Ist K ein Kérper und f ein nicht-konstantes Polynom aus
K [T], so gibt es einen Oberkérper L von K und ein o € L mit f(«) = 0.

Beweis: Weil f € K [T] nicht konstant ist, hat f einen Grad >1 und 148t sich nach [1]
Satz 3.27 als Produkt von endlich vielen irreduziblen Polynomen darstellen. Seip € K [T]
eines dieser irreduziblen Polynome, d.h. f = p-¢q, ¢ € K[T]. Da K ein Korper ist
und p irreduzibel iiber K ist, ergibt sich aus [1] Satz 3.24 i) grad(p) > 1. Dann ist
L:= K |[T]/(p) nach [1] Satz 3.34 ein Korper.

Betrachten wir nun die natiirliche Abbildung v : K[T] — K I[T]/(p) mit Vz €
K|[T] : v(z) = [z](,. Diese Abbildung ist nach [1] Satz 1.18 ein surjektiver Ringho-
momorphismus. Schrinkt man v auf K ein, d.h. wir betrachten v|K : K — L, so ist
diese Abbildung sogar ein Kérperhomomorphismus, weil L = K [T] /(p) und K Korper
sind. Nach [1] Satz 2.10 ist jeder Kérperhomomorphismus injektiv, was dann auch fiir
v|K gilt. Man kann also K in L = K [T] /(p) einbetten und L (bis auf Isomorphie) als
Oberkorper von K betrachten.

Sei a :=v(T) = [T] € L und p € K [T habe die Form p = > 1" ja;T", a; € K. Dann
gilt

m ) m m
ple) =p(T) =Y T =S a [17] = 3 [aiT] =
, —

=0 =0 1=

m
Z aiTi

=0

= [p] = v(p)

Da [p] aber die Restklasse von p nach dem Ideal (p) ist, also p(a) = [p], gilt, folgt
plpy =p+ () ={p+ap|acKI[T} =[0],) und damit auch p(a) = [p|] = 0. a ist also
eine Nullstelle des Polynoms p und wegen p| f ist @ auch eine Nullstelle von f.
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1. ZERFALLUNGSKORPER VON POLYNOMEN Dietrich Travkin

Es gilt also: L ist (bis auf Isomorphie) ein Oberkérper von K mit f(a) =0, a € L.
]

Nun kommen wir zu dem Beweis der Existenz eines Zerfiallungskorpers zu einem
nicht-konstanten Polynom.

1.4 Satz (Existenz) Sei K ein Koérper und f € K [T] ein nicht-konstantes Poly-
nom. Dann gibt es einen Zerfillungskérper Z = ZFKg(f) von f. Ist L : K eine
Korpererweiterung und zerféllt f iiber L in Linearfaktoren T — aq,...,T — a,, so ist
K(ai,...,ay) 2 K Zerfillungskoérper von f.

Beweis: Seien K ein Koérper und f € K [T] ein nicht-konstantes Polynom, also ein
Polynom mit grad(f) > 1. Dann gibt es nach Satz 1.3 einen Oberkérper Ly von K
und ein a; € Ly mit f(a;) = 0. Dann gilt nach [1] Lemma 3.12 f = (T — a1)q; fiir
ein geeignetes Polynom ¢; € Lj [T)]. Ist g1 ein konstantes Polynom, so ist man fertig.
Andernfalls — in diesem Fall gilt grad(q;) > 1 — kann man dieses Verfahren nochmal
auf ¢; anwenden und erhélt so einen Oberkorper Lo von L1 und ein Element ao € Lo mit
q1(az) = 0 = f(ag) und es gilt g1 = (T — a2)qo fiir ein geeignetes Polynom g9 € Lo [T)].
Damit gilt also f = (T — a1)q1 = (T — a1)(T — a2)qo. Fiir grad(f) = n ldBt sich
dieses Verfahren n-mal anwenden, und fiihrt zu einem Oberkérper L, von K und den
Elementen aq,as,...,a, € Ly, sowie einem konstanten Polynom ¢, € L, [T|* = L} mit
f=T—-a)(T—az):... (T — ay)q,. Multipliziert man (T'—aq) - ... (T — ay,) aus,
so hat man f = ¢, 7" + r fiir ein r € K [T], d.h. ¢, ist der Leitkoeffizient von f und
wegen f € K [T] liegt ¢, sogar in K C L,. Das Polynom f € K [T] zerfillt also iiber

K(ay,aq,...,a,) in Linearfaktoren.
Nun ist zu zeigen, dass K (ay,...,a,) sogar ein Zerfallungskorper von f ist.
Annahme: f zerfillt iiber einem Zwischenkérper L von K (ay,...,ay) : K in Linearfakto-

ren. Dann gibt es by, b2,...,b, € Lundeinc € K mit f = (T —b1)(T'—ba)-...- (T —by,)c.
Die Faktoren T'—a; und T'—b; fiir ¢ = 1,...,n sind nach [1] Lemma 3.26 a) irreduzibel.
Nach [1] Satz 3.27 148t sich jedes Polynom p € K [T] vom Grad >1 als Produkt von end-
lich vielen irreduziblen Polynomen darstellen, wobei die Darstellung eindeutig ist bis auf
Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten. Dieses gilt also auch fiir f, d.h. die Dar-
stellungen f = (T —a1)(T —az) ... (T —ap)gpund f = (T —b1)(T —bg)-...- (T —by)c
unterscheiden sich hochstens in der Reihenfolge der Faktoren und der Multiplikation
mit einer Einheit. Zu jedem a;, i € {1,...,n} gibt es dann ein b;, j € {1,...,n} mit
T—a; ~T—bj (T —aj; ist assoziiert zu T'—b;), d.h. es gibt eine Einheit d € L,* = L,,\ {0}
mit d - (T — a;) = (T — b;). Ein Koeffizientenvergleich fiithrt zu d = 1 und damit zu
a; = b;j. Es gilt also {ai,...,a,} = {b1,...,b,} und ¢, ~ c. Dann gilt aber auch
K(by,...,by,) = K(ay,...,a,). Wegen K(by,...,b,) € L C K(ay,...,ay,) folgt dann
L = K(aq,...,a,). Es gibt also keinen echten Zwischenkorper von K(ay,...,a,) : K,
iiber dem f in Linearfaktoren zerféllt, d.h. K(a1,...,a,) = ZFKg(f).

O

Die Konstruktion des Zerfillungskorpers K (aq,...,a,) von f € K [T] in dem letzten

Beweis 1afit auf eine interessante Eigenschaft der Korpererweiterung K(ay,...,a,) : K
schliefen.

1.5 Korollar Seien K ein Korper, f € K [T ein nicht-konstantes Polynom und Z ein
Zerfallungskorper von f iiber K. Dann ist Z : K eine endliche Kdrpererweiterung.
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1. ZERFALLUNGSKORPER VON POLYNOMEN Dietrich Travkin

Beweis: Nach Definition 1.1 zerfillt f tiber Z in Linearfaktoren, d.h. es gibt ay,...,a,,b €
Zmit f =b0-(T —ay)-... - (T — ay). Weiter gilt a1,...,a, € K(a1,...,a,) C Z.
Nach Satz 1.4 ist K(ay,...,a,) ein Zerfallungskérper von f iiber K. Da auch Z ein
Zerfallungskorper von f iiber K ist und es nach Definition 1.1 keinen echten Zwi-
schenkorper von Z : K gibt, iiber dem f in Linearfaktoren zerfillt, folgt Z = K(aq, ..., ay).
f € K|T)] ist von Null verschieden und es gilt f(a;) = 0 fir alle i = 1,...,n
Daraus folgt, dass a;, i = 1,...,n algebraisch iiber K ist. Aus [1] Satz 5.14 folgt dann
K(ay,...,ay) : K ist endlich, d.h. Z : K ist endlich.
O

Bevor die Eindeutigkeit des Zerfiallungskorpers ZFKg(f) zu einem Polynom f €
K [T gezeigt wird, sollen noch einige Hilfsmittel bereitgestellt werden.

1.6 Satz Seien K und K' Kérper, ¢ : K — K’ ein Isomorphismus und ® : K [T| —
K'[T] der zugehérige Isomorphismus der Polynomringe. Ferner sei f € K [T irreduzibel,
« sei eine Nullstelle von f in einem Oberkérper von K und o' eine Nullstelle von f’ :=
®(f) € K'[T] in einem Oberkérper von K'.

Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : K(a) — K'(o/) mit p|K = ¢ und
ola)=d.

Beweis: f ist irreduzibel iiber K und damit gilt nach [1] Bemerkung 3.24 i) f # 0. «
ist eine Nullstelle von f € K [T], f # 0 und damit ist « algebraisch iiber K. Nach [1]
Satz 5.7 und [1] Satz 4.7 ¢;) folgt dann K (o) = K [a] = {h(«) | h € K [T]}.

Eindeutigkeit von p:

Angenommen, es gibt zwei Isomorphismen ¢, p : K(«) — K'(a/) mit den gewiinschten
Eigenschaften. Sei a € K(a) beliebig. Dann gilt a = g(«a) fiir ein g € K [T wegen
K(a) ={h(a) | h e K[ 1}. Sei g der Form g = >7"  a;T", a; € K. Dann gilt @(a) =
Bloe) = B(XTgmal) = Sy Blaad) = Yo plap(e’) = it Blenpla)’ =
Yoo lai) (). Analog kommt man mit p zu pa) = plg(a)) = Yi, pla;)pla)’ =
Sy e(a;) (). Das heifit Va € K(a) : §(a) = p(a) und damit ¢ = p. Es kann also
hochstens einen Isomorphismus @ mit den gewiinschten Eigenschaften geben.

Existenz von p:

Betrachtet man die Einsetzungshomomorphismen E, : K [T] — K(«) definiert durch
E.(9) = g(a) und Ey : K'[T] — K'(a/) definiert durch E./(¢') = ¢'(o/) (siehe [1]
Satz 3.10),

so gilt Eo(f) = f(a) =0 und Ey (f') = f'(¢/) =0, da « eine Nullstelle von f und
eine Nulstelle von f’ ist. Es gilt also f € Kern(E,) und f' = ®(f) € Kern(E).

Sei m,, € K [T] das Minimalpolynom von o und m,, € K’ [T] das Minimalpolynom
von «. Dann gilt nach [1] Satz 5.4 b) my|f und my|f’. Wegen f(a) = 0 und weil f
irreduzibel ist (aber nicht notwendigerweise normiert), folgt mq ~ f. Da ® : K [T] —
K'[T] ein Isomorphismus ist, folgt, dass f' = ®(f) irreduzibel in K’ [T] ist und damit
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3



1. ZERFALLUNGSKORPER VON POLYNOMEN Dietrich Travkin

auch my ~ f'. Es folgt (mq) ={h-mo |he K[T]} ={a-h-f|he K[T],a € K*} =
(f) und analog folgt auch (my/) = (f').

Behauptung: (f) = Kern(E,) und (f’) = Kern(E,/). Sei g € (f) beliebig. Dann
hat g die Form g = h - f fiir ein geeignetes h € K [T]. Weiter gilt wegen f(«a) = 0:
Ea(g) - Eoz(h ’ f) - Ea(h) ’ Ea(f) - Eoz(h) ’ f(a) = 0. Daraus folgt: (f) - Kern(Ea)'
Analog gelangt man auch zu (f’) C Kern(E).

Sei jetzt umgekehrt g € Kern(E,) beliebig. Dann gilt 0 = E,(g9) = g(a). Wegen
me ~ f und mg|g folgt dann f|g und damit g € (f), d.h. (f) 2 Kern(E,). Analog zeigt
man fiir ein beliebiges ¢’ € Kern(E,): f'|¢’ und damit ¢’ € (f'), also (f') D Kern(E,).
Damit ist die Behauptung (f) = Kern(E,) und (f’) = Kern(E,/) bewiesen.

Weil «v algebraisch tiber K ist, gilt Bild(E,) = {Eu(g9) | g € K [T]} = {g9(a) | g € K [T]} =
K o] = K(«a). Mit Kern(E,) = (f) folgt dann nach dem Ringhomomorphiesatz in
[1] Bemerkung 3.11 c¢), dass es einen Ringisomorphismus E? : K [T]/(f) — K(«a)
gibt, definiert durch [g] ;) — FEa(g9) = g(a) (Vg € K[I1]). Analog lafit sich zeigen:
Bild(Ey) = K'(¢/) und es gibt einen Ringisomorphismus EY, : K'[T] /() — K'(d/),
definiert durch [¢'] ;) — Ew(g') = ¢'(a’) (Vg' € K'[T]).

Nun soll gezeigt werden, dass es einen Isomorphismus @' : K [T]/(f) — K'[T]/(f)
gibt und damit der Isomorphismus ¢ := E¥, o ®' o Ex~! existiert.

K[ ———K'[T]
S

v K(a)- - 2 - = K'(a) v
Ef |~ NTEZ,

Nach [1] Satz 1.18 gibt es die natiirliche Abbildung v : K [T] — K [T]/(f) und die
natiirliche Abbildung v' : K'[T] — K'[T]/(f'), definiert durch v(g) = [g] ;) und
V'(g') =1d] (7). Aus dem gleichen Satz ist bekannt, dass v und V' surjektive Ringhomo-
morphismen sind.

Sei nun ¢ : K [T] — K'[T]/(f’) definiert durch ¢ := 1/ o .

K [T

(I)l

K [T/ (f) B = K'[T] /()

[=23

Da ® und v/ surjektive Ringhomomorphismen sind, ist ¢ als Hintereinanderausfiihrung
dieser beiden Abbildungen ebenfalls ein surjektiver Ringhomomorphismus. Nach [1] Be-
merkung 1.8 a) gilt dann Bild(y) = K" [T /(f").

Behauptung: Kern(y) = (f). Es gilt offenbar ¢(f) = (V' o ®)(f) = V' (®(f)) =
V() = [f’](f,) = [0];, d.h. f € Kern(¢)). Wegen mq ~ f gilt fiir alle g € Kern(¢): flg
und damit g € (f), d.h. (f) D Kern(2)).

Andererseits gilt fiir alle g € (f): g = h - f, fiir ein h € K[T] und ¥(g) = ¢¥(h -
f) = v(h) -(f) = 0, weil f € Kern(y) gilt. Es folgt g € Kern(y)) und damit auch
(f) € Kern(v). Die Behauptung Kern(¢)) = (f) ist damit gezeigt.

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
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1. ZERFALLUNGSKORPER VON POLYNOMEN Dietrich Travkin

Mit Bild(y) = K'[T]/(f’) und Kern(¢) = (f) kann nun wieder der Ringhomo-
morphiesatz angewandt werden und es folgt: Es gibt einen Ringisomorphismus &' :
KI(T)/(f) — K'[T]/(f'), definiert durch [g] , — (g) = ¥/(®(g)) = [B(9)] ). Die-
se Abbildung ist sogar ein Korperlsomorphlsmus denn weil f iiber K irreduzibel ist,
gilt nach [1] Bemerkung 3.24 i) grad(f) > 1 und nach [1] Satz 3.34 ist K [T]/(f) ein
Korper. Analog zeigt man, dass K'[T]/(f’) ein Korper ist, da f' = ®(f) irreduzibel
in K'[T] ist. Da K (o) und K’(c/) ebenfalls Kérper sind, folgt, dass auch E}, und E’,
Korperisomorphismen sind.

Die Abbildung ¢ := E*, o0 ®' o E;_l ist eine Hintereinanderausfithrung von Koérper-
isomorphismen und damit selbst wieder ein Kérperisomorphismus. Nun muss noch ¢|K =
¢ und p(«) = o nachgewiesen werden.

Sei a € K beliebig. Dann gilt nach [1] Satz 3.10: EX([a ]( ) = Eq(a) = a und
dnmit (E5))(a) = [a] . Bs folst dann 3(a) = B2 (/((E2)-} (@) = B2y (@/([a] 1)) =
Ey([®(a)l (1) = E&([p(a)] () = Ea(p(a)) = ( ) d.h. 9|K = ¢.

Fir o gilt pla) = EL(2((B1) ) = Ey(@(T]y) = EL(®'(D)y) =

E* ([T ( f/)) = Ey(T) = . Damit sind alle gewunschten Elgenschaften fiir @ erfiillt
und die Existenz bewiesen.

O

1.7 Korollar Sei L : K eine Koérpererweiterung und seien ay, o € L algebraisch iiber
K. Stimmen dann die Minimalpolynome von a1 und «s iiber K iiberein, so gibt es genau
einen Isomorphismus ¥ : K(o1) — K(ag) mit 9|K = idg und ¥(aq) = as.

Beweis: Wir konnen Satz 1.6 fiir K = K’ und ¢ = idx anwenden:

ay und ag sind Nullstellen des gemeinsamen Minimalpolynoms mg, = mq, € K [T,
welches iiber K irreduzibel ist. (®(mg,) ist hier gerade m,, selbst und damit ist g
Nullstelle von ®(mg, ) = mq,.) Dann gibt es nach Satz 1.6 genau einen Isomorphismus
¢ K(a1) — K(az) mit 9|K = idg und @(o1) = ag. ¥ := @ ist also der gesuchte
Isomorphismus.

O

1.8 Satz Seien K und K' Korper, ¢ : K — K’ ein Isomorphismus und ® : K [T] —
K'[T] der zugehorige Isomorphismus der Polynomringe. Ferner sei f € K [T| nicht
konstant.

Ist dann Z O K ein Zerfillungskorper von f und Z' O K’ ein Zerfillungskérper von
I = ®(f), so gibt es einen (i.a. nicht eindeutig bestimmten) Isomorphismus ) : Z — Z'
mit Y|K = ¢, der die Menge der Nullstellen von f in Z auf die Menge der Nullstellen
von f' in Z' abbildet.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion iiber die Anzahl r der in Z\ K
liegenden Nullstellen von f:
Induktionsanfang: r=0: Hier gilt Z = K, da f keine Nullstellen in Z \ K hat und

damit {iber K in Linearfaktoren zerfillt. Es gibt also a1, aq,...,an,¢ € K mit f =
(T —ag) ... (T — ap). Damit gilt f = &(f) = ®(c(T —a1) - ... - (T — ay)) =
()T —aq) ... - P(T —ayp) = () (T —p(a1)) ... - (T — ¢(ay)). Die Nullstellen
von f, ndmlich aq,...,q, € K, werden auf die Nullstellen von f' = ®(f), nidmlich

olaq),...,o(an) € K', abgebildet. Damit erfiillt 1) := ¢ die gewiinschten Eigenschaften.
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5



1. ZERFALLUNGSKORPER VON POLYNOMEN Dietrich Travkin

Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fiir alle K, K', o, f, Z, Z’, die die Vor-
aussetzungen des Satzes erfiillen und fiir die zusétzlich gilt, dass hochstens » — 1 Null-
stellen von f in Z \ K liegen.
Induktionsschluss: v >1: Falls nun K, K', o, f, Z, 7’ die Voraussetzungen des Satzes
erfiilllen und liegen r Nullstellen a,...,a, von f in Z \ K, so betrachtet man das Mi-
nimalpolynom mg,, von «; iiber K. Dieses ist nach [1] Satz 5.4 b) ein Teiler von f,
sodass my,, := ®(mg,) ein Teiler von f' = ®(f) ist, denn es gilt ®(f) = ®(mq, - q) =
®(myg,) - P(g) fiir ein geeignetes Polynom ¢ € K [T]. Da f’ in Z' in Linearfaktoren
zerféllt, hat my,, eine Nullstelle o) in Z’. Nach Satz 1.6 gibt es dann einen Isomorphis-
mus ¢ : K(a;) — K'(o)) mit |K = ¢ und @(a;) = o). Fiir K(an), K' (), @, f, 2,2’
gilt nun, dass f hochstens r — 1 Nullstellen in Z \ K(«;) hat. Deswegen kann auf
K(a),K' (o)), ®, f,Z,Z" die Induktionsannahme angewandt werden und man erhilt
so unmittelbar die Behauptung, d.h. es gibt einen Isomorphismus v : Z — Z’' mit
Y| K(aq) = @, der die Menge der Nullstellen von f in Z auf die Menge der Nullstellen
von f’in Z' abbildet.

O

Jetzt sind die benétigten Hilfsmittel fiir den Beweis der Eindeutigkeit eines Zerfil-
lungskorpers ZFK i (f) zu einem Polynom f € K [T] vorhanden, deswegen folgt nun der
nachstehende Satz.

1.9 Satz (Eindeutigkeit) Seien K ein Kérper und f € K [T ein nicht-konstantes
Polynom. Sind Z O K und Z' O K Zerfillungskorper von f, so gibt es einen Isomor-
phismus ¢ : Z — Z' mit ¢|K = idk, der die Menge der Nullstellen von f in Z auf die
Menge der Nullstellen von f in Z' abbildet.

Z ist also bis auf Isomorphie eindeutig und es kann von dem Zerfallungskorper eines
nicht-konstanten Polynoms gesprochen werden.

Beweis: Setzt man K = K’ und ¢ = idg, so folgt aus Satz 1.8, dass es einen Iso-
morphismus ¢ : Z — Z' gibt mit ¢¥|K = ¢ = idg, der die Menge der Nullstellen von
f in Z auf die Menge der Nullstellen von f in Z' abbildet, denn es gilt f' = ®(f) =
(" aiT?) = St op(a)T = Y0 jidg(a)Tt = Yr gaT" = f, falls f die Form
f=>1"aT" a; € K hat. Das ist aber gerade die Behauptung.

O

1.10 Beispiele
a) Sei f := T°—1 € Q[T] ein Polynom. Die Nullstellen von f sind dann 1, a, o2, o, o
fiir o 1= €5 = cos(2) + isin(2E). Damit Lifit sich f wie folgt schreiben f =
(T—1)(T—a)(T—a?)(T—a3)(T—a), d.h. f zertillt iiber Q(«) in Linearfaktoren.
Nach Satz 1.4 ist aber Q(1,a,a?, a3, a*) = Q(a) D Q ein Zerfillungskérper von
f. Dieser ist nach Satz 1.9 eindeutig (bis auf Isomorphie).

b) Sei g := 5T° + 1573 — 10T? — 30 € Q[T]. g LiBt sich nach dem Faktorisieren
in Q ausdriicken durch g = 5(T% — 2)(T? + 3) oder nach dem Faktorisieren
in © durch g = 5(T — ar)(T — a2)(T — a3)(T — B1)(T — Be) fiir ay := /2,
g = \3/5'6%, ag = 2. e%, 61 := iv3 und B = —iv/3. Offensichtlich zerfillt
g iiber C in Linearfaktoren, doch nach Satz 1.4 ist Q(a1, a9, as,(1,32) C C ein
Zerfillungskorper von g. Wegen ag = (3—3)2 € Qag,an) und B2 = =1 € Q(H1)
gilt Q(a1, ag, ag, 1, P2) = Q(a1, s, B1), das ist nach Satz 1.9 der (bis auf Isomor-
phie) eindeutig bestimmte Zerféillungskérper von g. Damit gibt es keinen echten
Zwischenkérper von Q(aq, e, 1) : Q, tiber dem g in Linearfaktoren zerfillt.

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
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2. SEPARABLE UND NORMALE KORPERERWEITERUNGEN Nadja Dvoretski

2 Separable und normale Korpererweiterungen

2.1 Definition FEine Korpererweiterung L : K heifit normal, wenn gilt:
a) L : K ist algebraisch.

b) Jedes irreduzible Polynom f € K [T], das in L eine Nullstelle hat, zerfillt iiber L
in Linearfaktoren.

Bedingung b) ist offensichtlich gleichwertig damit, dass fiir jedes a € L gilt: Das
Minimalpolynom von a iiber K zerféllt iiber L in Linearfaktoren.

2.2 Satz Seien K und K' Koérper, ¢ : K — K’ ein Isomorphismus und
® : K[T] — K'[T] der zugehorige Isomorphismus der Polynomringe. Ferner sei f
ein nicht-konstantes Polynom aus K [T)].

Ist dann Z O K ein Zerfillungskérper von f und Z' O K' ein Zerfillungskérper von
1= ®(f), so gibt es zu jeder Nullstelle « eines irreduziblen Faktors g von f in Z und zu
jeder Nullstelle 8 von ¢ := ®(g) in Z' einen Isomorphismus ¢ : Z — Z' mit ¢(a) = (
und ¢ (z) = () fiir alle x € K, der die Menge der Nullstellen von f in Z auf die Menge
der Nullstellen von f' in Z' abbildet.

Beweis: Da ¢ irreduzibel ist, gibt es nach Satz 1.6 einen Isomorphismus
p: K(a) — K'(8) mit g(x) = p(z) fir alle x € K und p(a) = 3.
Da Z O K(«) ein Zerfillungskorper von f und Z' O K'(3) ein Zerfillungskorper von
f! ist, gibt es nach 1.8 einen Isomorphismus ¢ : Z — Z' mit ¥(z) = p(z) fiir alle
x € K(a), der die Menge der Nullstellen von f in Z auf die Menge der Nullstellen von
f"in Z'" abbildet.
Das heift, es gilt () = p(z) = ¢(x) fur alle z € K und ¥(a) = p(a) = S.

O

2.3 Satz Fiir eine endliche Korpererweiterung L : K sind folgende Aussagen dquivalent:
1) L: K ist normal.
2) L DO K ist Zerfallungskorper eines Polynoms f € K [T].

3) Ist L' : L eine Kérpererweiterung und ¢ : L. — L' ein Kérperhomomorphismus
mit p|K = idg, so gilt (L) C L.

Beweis: 1) = 2) Da L : K eine endliche Korpererweiterung ist, gibt es nach [1]
Satz 5.14 iiber K algebraische Elemente ai,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,). Fur
jedes i € {1,...,n} zerfillt das Minimalpolynom f; von a; nach Voraussetzung iiber
L in Linearfaktoren. Ebenso zerfillt das Produkt f := f1-...- f, € K[T] iiber L in
Linearfaktoren. Ist N die Menge aller Nullstellen vonf in L, so gilt:

L=K(ay,...,a,) C K(N)CL.

Folglich ist L = K(N) der Zerféllungskorper von f.

2) = 3) Wegen 2) und 1.4 gibt es ein f € K|[T]| und aq,...,a,,b € L mit
f=4-T—-a) ... (T —-a,) ud L = K(ay,...,a,). Haben L' und
¢ : L — L' die in 3) verlangten Eigenschaften, so gilt f(¢(a;)) = ¢(f(a;)) = ¢(0) =0
fiir jedes i € {1,...,n}, d.h. p(a;) ist die Nullstelle des Polynoms f € K [T] fiir alle
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2. SEPARABLE UND NORMALE KORPERERWEITERUNGEN Nadja Dvoretski

i € {1,...,n}. Man erhilt p({a1,...,a,}) C {a1,...,an}. Sei nun y € ¢(L) beliebig.
Folglich existiert ein € L mit y = ¢(z). Da L = K(ay,...,a,) = Klai,...,a,] nach
[1] Korollar 5.8 gilt, existiert ein Polynom g € K [Ty, ...,T,] mit z = g(a1,...,a,). Weil
v({a1,...,an}) € {a1,...,a,} ist und ¢ nach Voraussetzung ein Kérperhomomorphismus
ist, erhdlt man ¢(x) = ¢(g(ai,...,an)) = g(p(ar),...,e(a,)) € L. Daraus folgt
¢(L) C L.
3) = 1) Als endliche Koérpererweiterung ist L : K nach [1] 5.13 a) algebraisch. Sei f ein
irreduzibles Element von K [T'], das eine Nullstelle a in L hat. Wahlt man ay,...,a, € L
so, dass L = K(a,aq,...,a,) gilt und bezeichnet man fiir jedes i mit f; das Minimalpo-
lynom von a; iiber K, so ist L ein Zwischenkérper des Zerfillungskérpers L' O K von
g:=f-fi+... fn. [ zerfillt natiirlich iiber L’ in Linearfaktoren. Ist aber b € L’ eine
Nullstelle von f, so gibt es nach 2.2 einen K-Automorphismus ¢ von L’ mit 1(a) = b.
Wendet man die Bedingung 3) auf den Koérperhomomorphismus ¢|L : L — L’ an, so
erhélt man b = v (a) € L; f zerfillt also schon iiber L in Linearfaktoren.

]

2.4 Beispiele

Da die Kérpererweiterung Q(v/2) D Q der Zerfillungskérper des Polynoms T? — 2 €
Q [T7] ist, ist sie normal. Die Kérpererweiterung Q(+v/2) D Q(v/2) ist als Zerfillungskérper
des Polynoms T? —+/2 € Q(v/2) [T] ebenfalls normal. Die Korpererweiterung Q(v/2) O
Q ist jedoch nicht normal, denn das Polynom T* — 2 = (T? — 2)(T? + V2) =
(T — V2)(T + V2)(T — iv/2)(T + iv/2) ist ein irreduzibles Element von @ [T] und hat
eine Nullstelle in Q(v/2), es zerfillt iiber Q(+/2) aber nicht in Linearfaktoren.

2.5 Definition Sei K ein Koérper und Z O K der Zerfillungskorper eines nicht-kon-
stanten Polynoms f € K [T]. Ferner sei a ein Element von Z.
Die natiirliche Zahl

wu(f;a) :=max{n € N: (T —a)" teilt fin Z [T}

heift Vielfacheit von f in a.
Man nennt a eine einfache Nullstelle von f, wenn u(f;a) = 1 gilt. Im Falle p(f;a) >2
heifit a mehrfache Nullstelle von f.

2.6 Definition a) Sei K ein Korper. Ein nicht-konstantes Polynom f € K [T heifit
separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von f in seinem Zerfillungskérper nur
einfache Nullstellen hat.

b) Sei L : K eine Korpererweiterung. Ein Element a € L heifit separabel iiber K,
wenn a Nullstelle eines separablen Polynoms f € K [T ist.

¢) Eine Koérpererweiterung L : K heifit separabel, wenn jedes a € L separabel iiber
K ist.

d) Ein Korper K heiit vollkommen, wenn jedes nicht-konstante Polynom aus K [T]
separabel ist.

Ist L : K eine Korpererweiterung, so ist ein iiber K algebraisches a € L offensichtlich
genau dann separabel iiber K, wenn das Minimalpolynom von a {iber K separabel ist.
In 2.12 werden wir sehen, dass jeder Korper der Charakterisitik Null vollkommen ist.
Ebenso ist jeder endliche Kérper vollkommen.

Mehrfache Nullstellen charakterisiert man in der Analysis durch das Verschwinden
der Ableitung. Dieses Verfahren wird hier imitiert.
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2.7 Definition Sei R [T] der Polynomring iiber einem kommutativen Ring. Die Abbil-
dung

D:R[T] - R[T], Y aT' > ia T
=0 =1

heiBt formale Differentiation in R [T']. Sie ist (wie man leicht nachrechnet) eine Derivation
von R[T], d.h. es gilt

D(af +bg) =aD(f)+bD(g) und  D(f-g)=f-D(g9)+g-D(f)

fiir alle f, g € R[T] und alle a, b € R.

2.8 Lemma Sei K ein Korper und Z O K der Zerfiallungskorper eines nicht-konstanten
Polynoms f € K [T]. Dann gilt fiir jedes a € Z:

1) p(f;a) =1 f(a) =0 und (Df)(a) #0.
2) p(fia) > 1 & f(a) = 0 und (Df)(a) = 0.

Beweis: Sei r := u(f;a), dann gibt es nach [1] Lemma 3.12 g € Z [T| mit f = (T'—a)"g
und g(a) # 0, und man erhilt

D(f) = (T —a)""(rg + (T — a)D(g)).

1) “=*“Ausr=1folgt f = (T —a)g und f(a) =0. Mit Df = g+ (T —a)D(g), erhélt
man (Df)(a) = gla) £0.
“«=* Falls r >2 gilt, ist (D f)(a) = 0. Widerspruch!
2) ist die Negation von 1).
(]

Ob ein Polynom iiber einem Korper K mehrfache Nullstellen in seinem Zerféllungs-
korper iiber K hat, kann man feststellen, ohne die Nullstellen zu kennen.

2.9 Lemma Sei K ein Korper, f ein nicht-konstantes Polynom aus K [T und Z O K
sein Zerfallungskorper. Dann sind dquivalent:

1) f hat in Z mehrfache Nullstellen.

2) f und Df haben in K [T| einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler.

Beweis: 1) = 2) Sei a € Z mehrfache Nullstelle von f und g das Minimalpolynom von

a iiber K. Wegen f(a) = (Df)(a) 280 ist dann nach [1] 5.4 b) g ein gemeinsamer Teiler
von f und Df.
2) = 1) Sei g € K [T] ein gemeinsamer Teiler von f und D f mit grad(g) > lund a € Z
eine Nullstelle von g. Dann existieren f; und fs aus K [T] mit gf; = f und gfy, = Df.
Es gilt
g9(a) - fila) = f(a)=0  und  g(a)- fo(a) = (Df)(a) =0,

so dass nach 2.8 a eine mehrfache Nullstelle von f ist.

O

2.10 Satz Sei K ein Korper. Ein irreduzibles Polynom f € K [T ist genau dann sepa-
rabel, wenn D f # 0 gilt.
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Beweis: Sei Z O K der Zerfillungskorper von f. Ist Df = 0, so ist nach 2.8 jede
Nullstelle von f in Z eine mehrfache Nullstelle. f ist dann also nach Definition 2.6
nicht separabel. Ist Df # 0, so ist f separabel. Denn andernfalls hitte f in seinem
Zerfillungskorper nicht nur einfache Nullstellen, was nach Lemma 2.9 dquivalent dazu
wére, dass f und Df in K [T] einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler g hétten. Da
f irreduzibel in K [T] ist, wiirde dies zum Widerspruch grad(g) = grad(f) > grad (Df)
fiihren.

O

2.11 Lemma Sei K ein Korper und f € K [T).
Im Falle char(K) = 0 gilt:
Df =0<« f ist konstant.

Im Falle char(K) = p > 0 gilt:

Df =0« Esgibt g € K [T] mit f(T) = g(T").

Beweis: Sei char(K) = 0.
“=“ Annahme: f ist nicht konstant, d.h. f = Y0 ja;T° € K[T] mit n > 1.
Dann ist Df = >°1' ia; 77! € K [T] und nach Voraussetzng Df = 0. Daraus folgt

1 .
ia; 1 Aufe 11 (ilg)-a; =0V ie{l,...,n} mit a; # 0. Dies fithrt zum Widerspruch, da

char(K) = 0.
“e=*“Esgilt K[T]> f=c#0. Folglich, Df = 0.

Ist p :=char(K) > 0 und f = >_I ;a;T% so ist Df = 0 gleichbedeutend damit, dass p
fiir alle s € {1,...,n} mit a; # 0 ein Teiler von i ist, dass also f von der Gestalt

f=ao+apTP + ag,T* + ... + app T

ist. Das war aber zu zeigen.

Aus 2.10 und 2.11 folgt unmittelbar:

2.12 Korollar Jeder Korper der Charakteristik Null ist vollkommen.

Beweis: Seien K ein Korper mit char(K) = 0 und f € K [T] ein nicht-konstantes
Polynom. Nach [1] Satz 3.27 148t sich f als Produkt von (endlich vielen) irreduziblen
Polynomen darstellen. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge und Multi-
plikation mit Einheiten. Sei g ein beliebiger irreduzibler Faktor von f. Nach Lemma 2.11
gilt Dg # 0 und nach Satz 2.10 ist g € K [T separabel und damit auch f.

O

In [1] Satz 7.6 haben wir eine Galoiserweiterung L : K definiert durch die Bedin-
gungen, dass L : K endlich und K der Fixkorper von Gal(L : K) ist. Aufgrund dieser
Definition konnten wir den Hauptsatz der Galois-Theorie mit elementaren Hilfsmitteln
der Linearen Algebra beweisen. Fiir die Anwendungen ist es jedoch wichtig, leichter
nachpriifbare Kriterien fiir Galoiserweiterungen zu kennen.
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2.13 Theorem Fiir eine Korpererweiterung L : K sind folgende Aussagen dquivalent:
1) L: K ist eine Galoiserweiterung.
2) Die Korpererweiterung L : K ist endlich, normal und separabel.
3) L D K ist Zerfallungskérper eines separablen Polynoms aus K [T)].

Bevor wir diesen Satz beweisen, notieren wir ein Lemma.

2.14 Lemma Sei L : K eine Galoiserweiterung und a € L. aq,...,a, seien die paar-
weise verschiedenen Bilder von n K-Automorphismen o; € Gal(L : K) von a. Dann ist
f=T-a)-...- (T — a,) das Minimalpolynom von a iiber K.

Beweis: Sei f =) ", bT" € L[T).

Zuerst zeigen wir, dass die Koeffizienten von f aus K sind, d.h. f € K|[T]. Sei
7 € Gal(L : K) beliebig und 7 : L[T] — L|[T] der zugehérige Polynomringisomor-
phismus. Dann gilt

n n n

7(f) = 7([[(T = oi@)) = [[(T — 7(0i(a)) = [[(T — 0ila)) = 1.

i=1 i=1 i=1

Weiter erhilt man

3

() =D TO)T" =D bT" = f.

=0 i=0

Der Koeffizientenvergleich ergibt 7(b;) = b; fiir alle 7 € Gal(L : K), d.h. es gilt
1) 7.

b; € LC 76 ¢ fiir alle 4 € {0,...,n}. Weiterhin ist f normiert, a ist die Nullstel-

le von f, daidy € Gal(L : K). Bleibt noch zu zeigen, dass f irreduzibel ist.
Angenommen, f ist reduzibel. Dann existieren Polynome ¢, h aus K [T] mit g -h = f
und 0 < grad(g) < grad(f). Da g(a) - h(a) = f(a) = 0 gilt, folgt g(a) = 0 oder h(a) = 0.
Sei 0.B.d.A. g(a) = 0. Dann gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein ¢; aus Gal(L : K) mit
a; = 1;(a) und man erhélt g(a;) = g(vi(a)) = 1i(g(a)) = 0 fiir jedes i. Da die Elemente
ai,...,a, paarweise verschieden sind, besitzt g n Nullstellen, d.h. grad(g) >n. Wider-
spruch!

O

Beweis:[von 2.13] 1) = 2) Nach [1] Satz 7.6 ist jede Galoiserweiterung endlich. Nach
2.14 ist das Minimalpolynom jedes Elementes a € L iiber K endliches Produkt von
paarweise verschiedenen Linearfaktoren aus L [T']. Die Korpererweiterung L : K ist also
auch normal und separabel.

2) = 3) Da die Korpererweiterung L : K endlich und normal ist, ist sie nach 2.3
Zerféllungskorper eines Polynoms f € K [T]. Wir wollen zeigen, dass f notwendigerweise
separabel sein muss. Ist g ein irreduzibler Faktor von f und a € L eine Nullstelle von g,
o ist g bis auf einen konstanten Faktor gleich dem Minimalpolynom von a iiber K. Da
a separabel iiber K ist, ist g separabel.

3) = 1) Sei L : K der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € K [T]. Mit
G :=Gal(L : K) gilt K C L und mit [1] Satz 7.3 folgt |G| = [L: LY] < [L: K] < oo.
Nun zeigen wir durch die Induktion iiber die Anzahl r der Nullstellen von f in L\K,
dass auch K D L% gilt.

Im Falle r = 0 gilt L = K und daher L% = K. Sei nun 7 >1 und a € L\ K eine Nullstelle
von f. Das Minimalpolynom g von a iiber K ist ein Teiler von f in K [T]. Setzt man
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K' := K(a), so ist L 2 K’ der Zerfillungskorper des separablen Polynoms f € K'[T],
das r — 1 Nullstellen in L\ K’ hat. Nach Induktionsvoraussetzung ist daher L : K’ eine
Galoiserweiterung, so dass es eine endliche Untergruppe G’ von G gibt mit

K' =LY ud G =Gal(L:K')CG.

Sei nun # € L C LY = K' = K(a). Ist n :=grad(g), so existiert eine K-Basis
{1,a,a?,...,a" 1} von K’ (wegen [1] 5.9) und es gilt

-1
T =cp_1a" "+ ...+ cra+ co,

wobei ¢, ...,c,_1 die Elemente aus K sind. Sind a = a4, as, ..., a, die Nullstellen von
g in L, so gibt es nach 2.2 zu jedem i € {1,...,n} ein ¢; € G mit ¢;(a) = a; und man
erhéalt

x=i(r) = cn,la?_l + ...+ eca; + e

fiir jedes . Das Polynom
hi=cp T" '+ ... +cT+ (co—x) € L[T)

hat daher die n Nullstellen ay,...,a,. Wegen grad(h) < n — 1 folgt h = 0 und damit
r=c € K.
O

Mit Hilfe von 2.12 folgt aus 2.13 sofort:

2.15 Korollar Ist K ein Korper der Charakteristik Null, so ist eine Korpererweiterung
L : K genau dann eine Galoiserweiterung, wenn sie Zerfillungskorper eines Polynoms
aus K [T ist.

Beweis: Da char(K) = 0, ist K nach 2.12 vollkommen. Und nach 2.13 ist L : K genau
dann eine Galoiserweiterung, wenn sie der Zerfillungskorper eines Polynoms aus K [T]
ist.

O
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3 Die Galoisgruppe eines Polynoms

Im Folgenden bezeichne f ein rationales Polynom, Z := ZFKq(f) sei der (bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmte) Zerfillungskorper von f iiber Q. Ferner sei G := Galg(f) =
Gal(Z : Q) die Galoisgruppe von f. Die Frage ist, zu welcher (endlichen) Gruppe G
isomorph ist. Dabei beschrinken wir uns hier auf Polynome vom Grade < 4. Daraus
folgt, dass G auflosbar ist und dass die Nullstellen von f durch Radikale ausgedriickt
werden konnen. Weiter werden wir annehmen, dass f normiert ist. Dieses kann bei einem
beliebigen Polynom durch Teilen des Leitkoeffizienten, der # 0 ist, erreicht werden.
Zunichst beschreiben wir die generelle Struktur von G.

3.1 Satz Sei f € Q[T], grad(f) = n > 1, G := Galg(f) die Galoisgruppe von f und
Ny:={o,...,a,} CC (r > 1) die Nullstellenmenge von f. Dann gilt:

a) G ist isomorph zu einer Untergruppe von S,.
b) Ist f irreduzibel, so folgt
i) n teilt |G|.

ii) G ist isomorph zu einer transitiven Untergruppe von S,,.

Dabei heiit eine Untergruppe U < S, transitiv, falls V i¢,5 € {1,...,n} 30 € U :
o(i) =j.
Beweis: a) Sei a; € Ny beliebig (1 <i < r) und sei ¢ € G. Damit ist o(a;) € Ny. Also
erzeugt jedes Element o € G eine Permutation 7, € S,.
Definiere

h: G—S5, , o mn,.

Es ist klar, dass h ein Homomorphismus ist. b ist auflerdem injektiv. Dafiir ist z.z., dass
Kern(h) = {idz} gilt. Sei also 0 € G mit h(o) =idg, = o(a;) =a; Vie {l,...,n} =
o(c) =¢cVceZ = o=idz = h injektiv. Damit kann G also mit einer Untergruppe
von S, identifiziert werden.

b) i) Es gilt [Q(a1) : Q] = grad(f) = n. Damit folgt nach dem Gradsatz, dass [Q(aq) : Q]
ein Teiler von [Z : Q] ist. Da Z : Q aber eine Galoiserweiterung ist, folgt [Z : Q] = |G| =
Q1) : Q|G = n | |G].

ii) Sei ¢ # j beliebig (1 < 4,5 < n). Dann ex. nach (1.7) ein Q-Isomorphismus o :
Q) = Q(oy) , o(oy) = ;. Durch Fortsetzung dieses Isomorphismus erhélt man
einen Q-Isomorphismus von Z. Damit existiert ein ¢ € U < S, mit ¢ (o) = ¢, folglich
ist U eine transitive Untergruppe von S,,.

O

Wir betrachten nun die trivialen Félle, in denen der Grad von f 1 oder 2 ist.
grad(f)=1: f=T+b == Ny ={-b0} CQ = Z2=0Q = G={e}.

grad(f)=2: f =T?>+pT +q = Njy = {—g:l:\/ﬁ}, wobei D = (§)? — ¢ ist
= 7=0WD) "EV[Z.Q=2=|G| =G=8,=7.
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3.2 Definition Sei f € Q[T], grad(f) = r und Ny := {a1,...,0,} € C (n < 1) die
Nullstellenmenge von f. Setze

Af = H(az — OCj) = (041 — 042) . (041 — 043) e (Oén—l — Oén) e Z.
1<j

Dann heifit Dy := Afc die Diskriminante von f.

3.3 Satz Sei f € Q[T irreduzibel iiber Q, grad(f) =n, Ny := {a1,...,a,}. Dann gilt:

a) Af 7é 0.
b) Ay eQ < G <A,
c) SeiU := Gal(Z : Q(Ay)). Dann ist U < A,,.

Beweis: Setze D := Dy und A := Ay. Klar ist D € Q, da jedes Element von G die
Nullstellen von f permutiert und D somit fest ldsst. Sei nun o € G beliebig. Dann gilt:
D =0(D)=0c(A%) =d(A)? = o(A) € {£A}).

a) Annahme: A = 0 = es existieren ¢ # j mit oy = «; = f ist nicht separabel,
ein Widerspruch zu (2.12). Folglich A # 0.

b) 1. A € Q. Annahme: 3 0 € G mit sign(o) = -1 = o(Ad) = =A (# A, da
A # 0) = o lidsst das Element A nicht fest, folglich kann A nicht im Grundkérper Q
liegen, ein Widerspruch. Damit ist sign(c) =1 = G < A,,.

2.AN¢Q=3YpeG: P(A)=-A =sign(v) =-1 = G<LA,.

c) Q(A) ist ein Kérper = —A € Q(A). Darauf wende b) an.
(]

Dieser Satz zeigt in Verbindung mit der vorherigen Definition, dass G genau dann
eine Untergruppe von A, ist, wenn Dy eine Quadratzahl ist (, welches dquivalent dazu
ist, dass A € Q).

Sei f nun ein iiber Q irreduzibles Polynom vom Grade 3. Nach (3.1) ist G isomorph
zu einer transitiven Untergruppe von S3. An dem Untergruppenverband dieser Gruppe
sieht man leicht, dass hierfiir nur die Gruppen A3 und S3 selbst in Frage kommen. Falls
Dy eine Quadratzahl ist, folgt somit sofort G = Az = Z3, andernfalls G = S3.
Folgendes Lemma gibt eine explizite Formel zur Berechnung von Dy in Abhéngigkeit
von den Koeffizienten von f an.
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3.4 Lemma Sei f :=T3+aT?+bT +c € Q[T] und Dy die Diskriminante von f. Dann
hat das Polynom g := f(T — §) die Form g = T3 + pT + q € Q[T und es gilt

Dy = —4p® — 274>

Beweis: (Idee) Zunichst zeigen wir, dass Dy = D, gilt. Dazu beobachte man, dass
2 2 2

Dy = (o1 =% —ar+ )" (o1 = —an+ (02— —aa+$) = (01— 0 (o — o)

(042 — 043)2 = Df gilt.

Sei nun Ny = {aj,a0,a3} = f =T —a1) - (T —as) - (T —az) =T°— (m +
s + a3)T? 4 (o + ajas + asas)T — ajasas. Damit ergeben sich durch Koeffizien-
tenvergleich folgende Beziehungen:

ar+as+a3=0 , ovjas+ajazt+asaz=p , araaz = —q.
Weiterhin gilt, da «; Nullstelle von f ist, dass a? +pa;+q=0 < o@?’ = —pa; —q.

Diese beiden Bedingungen setzt man nun in die Formel fiir die Diskriminante ein und
benutzt dabei die oben berechneten Abhéingigkeiten.
O

Durch diese Formel ist es nun unter Beriicksichtigung der vorherigen Uberlegungen
einfach, zu entscheiden, ob G = Zs3 oder G = S3 gilt. Beachtlich ist, dass man dafiir
nicht die Nullstellen von f kennen muss, sondern G von den Koeffizienten von f abhéngt.
Hierzu zwei

Beispiele

1. Sei f =T3—3T+1 € Q[T). f ist iiber Q irreduzibel, da f(1) # 0 und f(—1) # 0.
Weiter ist Dy = —4-(=3)3 —27-12 =108 —27=81=9? = G = Zs.

2. Sei g =T3+3T? —T —1 € Q[T]. Wegen g(1) # 0 und g(—1) # 0 ist g ebenfalls
irreduzibel iiber Q. Durch die Substitution 7" := U — % = U — 1 erhélt man das
Polynom h = U3 —UT+2, wobei D), = —4-(—4)3—27-2? = 256—108 = 148 = D,,
welches keine Quadratzahl ist. Folglich G =2 Ss.

Nun betrachten wir den Fall, dass grad(f) = 4 gilt, d.h. vorgelegt sei das normierte
und irreduzible Polynom f = T% 4 aT® + bT? + T + d € Q[T).

Nach (3.1) kann G nur isomorph zu einer transitiven Untergruppe von Sy sein. Diese
sind Sy, A4, Dy (die Diedergruppe der Ordnung 8), Z4 und V = Zg x Zso, die Klein’sche
Vierergruppe, welche in den folgenden Uberlegungen eine wichtige Rolle spielen wird.
Deshalb geben wir hier die Elemente von V' explizit an:

V={), (12)34), (13)(24), (14)(23)}.

Diese Gruppe enthélt also — neben dem neutralen Element — drei Permutationen, die
ihrerseits aus je zwei disjunkten Transpositionen bestehen.
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Insgesamt gibt es also fiinf moégliche Gruppen, zu denen G isomorph sein kann. Wir
werden zeigen, dass auch alle Moglichkeiten auftreten, es also zu jeder der obigen Grup-
pen auch ein Polynom 4. Grades gibt, dessen Galoisgruppe isomorph dazu ist.

Zunichst ist jedoch etwas Vorarbeit notig. Ein, von f abhiingiges Polynom, wird ent-
scheidende Informationen {iber die Struktur von G liefern, die sogenannte kubische Re-
solvente von f.

3.5 Definition Sei f € Q[T], grad(f) =4, Ny = {ou,...,0u}. Setze
r=o1-at+az-0q , Y:=o1-a3+oag-0q , Z:=01 04+ Q- 03.
Dann heifit das Polynom
fRes = (T' =) - (T —y) - (T = 2) € Qlz,y,2) [T

die kubische Resolvente von f.

3.6 Lemma Sei f := T* + aT3 + bT? + T + d € Q[T]. Dann ist
fres = T% — bT? + (ac — 4d)T — a*d + 4bd — .

Insbesondere ist fres € Q[T].

Beweis: (Idee) Sei Ny = {aq,..., a4} CZ = f=(T—a1)-(T—a2)- (T —a3) (T — o).
Nun multipliziere man die einzelnen Faktoren aus fiihre einen Koeflizientenvergleich mit
der ausfaktorisierten Form f = T% + aT3 + bT? + ¢TI + d durch.
Weiter betrachte man die kubische Resolvente fres = (T'—z) - (T'—y) - (T'— z) ebenfalls
in ihrer ausfaktorisierten Form und nutze anschliefend die Definitionen von z, ¥ und z
(siehe (3.5)).

O

3.7 Lemma Sei L : K eine Korpererweiterung und seien ai, as € L algebraisch iiber
K. Es existiere ein Isomorphismus h : K(«1) — K(ag) mit h|K = idg und h(ay) = as.
Dann stimmen die Minimalpolynome von aq und s iiber K iiberein.

n

Beweis: Sei mg, = ZaiTi das Minimalpolynom von «; iiber K. Dann ist z.z., dass
i=0 ~

o ebenfalls eine Nullstelle von mg, ist. Sei h der zu h gehorige Isomorphismus der

Polynomringe K (o)[T] und K (a2)[T]. Dann gilt h(my,) = h (Z aiTi> = Mg, da
1=0

h|K = idg. Weiter ist

n

Ma, (2) = Zai o Zai h(ap)t =h (Z a; - ofi) = h(ma, (a1)) = h(0) =0,
i=0 i=0

=0

also ist ay Nullstelle von my, .

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
16



3. DIE GALOISGRUPPE EINES POLYNOMS Alexander Willms

3.8 Lemma Sei f € Q[T] ein iiber Q irreduzibles Polynom, grad(f) = 4, fres die
kubische Resolvente von f und Ny, . = {z,y,z} die Nullstellenmenge von fpres. Es
bezeichne G := Galg(f) und V die Klein’sche Vierergruppe. Dann gilt:

a) In der bestehenden Galois-Korrespondenz der Kérpererweiterung Z : Q entspricht
der Zwischenkorper Q(z,y, z) der Untergruppe GNV.

b) GNV ist Normalteiler in G.

¢) Q(z,y,2) : Q ist eine Galoiserweiterung.

d) Gal(Q(z,y,2): Q) =2 G/(GNV).
Beweis: a) Z : Q ist eine Galoiserweiterung. Dann ist z.z., dass Q(z,y,2) = Z¢"V
gilt. Aufgrund der bestehenden Galoiskorrespondenz kénnen wir Behauptung aber auch
gruppentheoretisch beschreiben und hierfiir einen Beweis liefern. Es ist also dquivalent
z.z., dass GNV = Gal(Z : Q(x,y, 2)) gilt.
7C7:Seic € GNV = o € V. Damit liegen die Elemente z, y und z im Fixkorper von o,
welches man elementweise nachpriifen kann. Wahle z.B. das Element ¢ := (1 3)(24) € V
und das Element x € Q(z). Dann gilt ¢(z) = ag-as+ a1 - = a1 -ags+az-aq =
x € Fix(1). Insgesamt ist o also nicht nur ein Q-Automorphismus von Z, sondern sogar
ein Q(z,y, z)-Automorphismus von Z. Dies bedeutet aber, dass o € Gal(Z : Q(z,v, 2))
gilt. Folglich ist GNV C Gal(Z : Q(z,y, 2)).
"D7:Seic €GNV =o€ G\(GNV) =Vo: x¢Fix(o) oder y ¢ Fix(o) oder z ¢
Fix(o), welches man leicht sieht. Damit ist o kein Q(z,y, z)-Automorphismus von Z,
also gilt o € Gal(Z : Q(x,y,2)) = Gal(Z : Q(z,y,2)) CGNV.
Insgesamt gilt damit die behauptete Gleichheit.

b) Klar ist G < Sy. Auerdem ist V' Normalteiler in Sy, mithin ist auch GNV < G.

c) und d) folgen direkt aus dem Hauptsatz der Galoistheorie.

3.9 Satz Sei f € Q[T] ein iiber Q irreduzibles Polynom, grad(f) = 4, fres := (T —
x)(T —y)(T — =) € Q[T] die kubische Resolvente von f. Bezeichne m := [Q(z,y, z) : Q].
Dann gilt:

a) m=6 < G=85,.
b) m=3 < G = A4.
c)m=1 <<= G=V.

d)m=2 < { G =D, , falls firreduzibel iiber Q(x,y, z)ist }

G =74 ,sonst

Beweis: Q(z, y, z) ist ZFK von einem Polynom dritten Grades, also ist [Q(z,y, 2) : Q] <
3-2-1=6. Weiter gilt nach dem Gradsatz:

[Z : Q] = [Z : Q(:ﬂ,y,z)] ’ [Q(:ﬂ,y,z) @]
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Wegen [Z : Q] = |G| und [Z : Q(z,y,2)] = |GN V| (3.8d) folgt sofort [Q(z,y,2) : Q] =
G|
|GNV|’
Insgesamt ergibt sich, dass m € {1,2,3,6} gilt. Aufgrund dieser Feststellung und der
Tatsache, dass alle moglichen Gruppen im Satz erwidhnt werden, geniigt es, in jedem

Fall die Implikation ”<" zu zeigen.

damit ist m ein Teiler von [Z : Q.

) G=S =GNV =V = m=|G/V|= = =6
b)G= Ay =GNV =V :m:]G/V\:%:&
)GEV =GNV =G :>m:|G/G|:§:1.

Q) G=D, =GNV =V :>m:\G/V]:§:2.

4
G=Zy, =|GNV|=2 :>m:yg/vy:§:2_

Es bleibt nun der Fall m = 2, in dem die Aquivalenz der Aussagen tatséichlich ge-
zeigt werden muss. Sei dazu Ny = {a,..., a4} C Z und gelte ferner G = D,. Damit ist
GNV =V und V = Gal(Z : Q(z,y,z)). Da V eine transitive Untergruppe von Sy ist,
gibt es nach (1.7) fur alle ¢, j € {1,2,3,4} ein 0 € V, so dass

o: Qz,y,2)(0) — Qz,y,2)(aj) , o) =q;

ein Isomorphismus ist. Nach (3.8) sind a; und «; damit Nullstellen des gleichen irredu-
ziblen Polynoms g € Q(z,vy, z). Damit sind «g,...,as Nullstellen von g und grad(g) >
4 =2g=T—-a1) (T—az) (T —a3) (T —ay)-hfir h € Q(zx,y, z) geeignet. Es folgt,
dass f ein Teiler von g ist. Da g irreduzibel ist, ist grad(f) = 0 oder grad(f) = grad(g).
Offensichtlich gilt grad(f) = grad(g). Also ist f ~ g, welches die Irreduzibilitit von f
iiber Q(z,y, z) impliziert.

Gelte andererseits G 2 Zy = |GNV| =2 = GNYV ist keine transitive Untergruppe
von Sy, es gibt also ein Paar i # j mit der Eigenschaft, dass es kein 0 € G NV mit
o(o) =« gibt.

Analog zu oben gibt es nun wieder einen Isomorphismus

(U Q(m,y, Z)(al) - @(m,y,z)(aj) ) 19(0%) = Qj.

9 ist somit die Einschrinkung eines Q(z,y, z)-Automorphismus von Z. Solch ein Iso-
morphismus existiert jedoch nicht, da es in G kein Element 7 mit «(i) = j gibt. Damit
kénnen «; und «; nicht die Nullstellen des gleichen iiber Q(x,y, z) irreduziblen Poly-
noms sein. Seien g1, g2 € Q(z,y, z) zwei irreduzible und verschiedene Polynome, so dass
g1(a;) = 0 und g2(cr;) = 0 gilt. Dann folgt f = g1 - g2 - h, wobei h € Q(z,y, z) geeignet
gew#hlt ist. Also ist f reduzibel iiber Q(z,y, 2).

Damit ist Satz (3.9) vollsténdig bewiesen.
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Abschlieflend behandeln wir einige

Beispiele

1. Sei f =T*—T+1 € Q[T]. f ist irreduzibel und die kubische Resolvente von f ist
fRes = T? — 4T — 1, welches ein iiber Q irreduzibles Polynom ist, da fres(1) # 0
und fres(—1) # 0. Weiter gilt Dy, = 4* — 27 = 229, welches kein Quadrat in Q
ist. Folglich ist Galg(fres) = S3 und damit ergibt sich nach (3.9), dass m = 6 gilt.
Man erhilt G =2 Sy.

2. Sei f =T*—6T%+8T+28 € Q[T]. f hat keine rationale Nullstelle, da f normiert
ist und fiir jeden Teiler ¢ von 28 folgt, dass f(t) # 0 ist. Dass f keinen Teiler
vom Grade 2 hat, zeigt man durch Koeffizientenvergleich (f lédsst sich im Falle
der Reduzibilitit durch (T2 + aT + b) - (T? + T + d) darstellen, welches man
zum Widerspruch fiihrt). Also ist f irreduzibel iiber Q. Weiter ist fres = T7° +
672 — 1127 — 736. Substituiere mit 7" := U — 2. Man erhilt das Polynom g =
U3 —124U — 496, welches irreduzibel iiber Q ist, da es keine Teiler des Absolutglieds
496 als Nullstelle hat. Es ist D, = Dy, - = 41243 — 27 - 496% = (31 - 32)?, also
eine Quadratzahl. Damit ist Galg(fres) = A3 = m=3 = G = Ay.

3. Sei f =T*+1 € Q[T]. Das Polynom f(T + 1) = T* 4 4T3 4 6T? + 4T + 2 ist
nach Eisenstein (p = 2) irreduzibel iiber Q, mithin ist auch f irreduzibel iiber Q.
Weiter ist fres = T° — 4T =T - (T — 2) - (T + 2). Man sieht leicht, dass fres nur
rationale Nullstellen hat, folglich ist [Q(z,y,2) : Q] =1 und G = V.

4. Sei f = T* —2 € QI[T). f ist nach Eisenstein (p = 2) irreduzibel iiber Q und
fres =T3+8T =T - (T?+8)=T-(T+2-vV2:4)- (T-2-V2-i) =2=0, y=
2-v2-i, 2= -2-V2-i = Qx,y,2) = Q2-v2-i) = Q(a) mit @ = V2 .
me = T? + 2 ist Minimalpolynom von « iiber Q = [Q(v/2 i) : Q] = 2. Wegen
V2 & Q(v/2 1) ist f irreduzibel iiber Q(v/2 - 7). Folglich ist G & D,.

5. Sei f = T*+4T? + 2 € Q[T)]. f ist nach Eisenstein irreduzibel iiber Q und
fRes =T2 —4T? —8T +32= (T —4)- (T?-8) =2 =4, y=—/8, 2=8 =
Qz,y,2) = Q(V8) = Q(2-Vv2) = Q(v2). [Q(v2) : Q] =2 = G = Dy oder
G = 7Z,4. Die Substitution U := T? liefert das Polynom f = U? + 4U + 2 mit
Np={-2-v2, —2+V2} = Ny ={£V-2£2} = [= (- (-2+2))
(T% — (-2 = V2)) € Q(v2)[T] = f reduzibel iiber Q(v2) = G = Z,.
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4 Der Fundamentalsatz der Algebra

4.1 Satz Ist K ein Korper, so sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Jedes nicht-konstante Polynom aus K[X] hat eine Nullstelle in K.

2) Jedes nicht-konstante Polynom aus K[X| zerfillt iiber K in Linearfaktoren, d.h,
es gibt ay,...,an,b € K mit f = b(X — a1)...(X — ay).

3) Ein Polynom aus K|[X] ist genau dann irreduzibel, wenn es den Grad 1 hat.

4) Ist L D K eine algebraische Korpererweiterung, so gilt L = K.

Beweis:

1) = 2) Sei f € K[X] nicht konstant,so gibt es nach 1) ein @ € K mit f(a) = 0
und daher ein g € K[X] mit f = (X — a)g. Ist g konstant, so ist man fertig, anderfalls
wendet man 1) auf g an und setzt das Verfahren fort, bis das Verfahren ein konstantes
Polynom liefert. Das Verfahren terminiert, da der Grad des Faktorpolynoms immer um
eins kleiner wird.

2) = 3) ist klar

3) = 4) Jedes a € L ist algebraisch iiber K, sein Minimalpolynom f iiber K ist
irreduzibel und normiert und es gilt f(a) = 0. Wegen 3) gilt daher f = X — a, also
X —a € K[X], so dass a € K folgt.

4) = 1) Sei f € K[X] nicht konstant. Wegen 1.3 (Satz von Kronecker) gibt es einen
Oberkérper L von K und ein a € L mit f(a) = 0. Die Kérpererweiterung K (a) D K ist
nach 4.3 algebraisch und wegen 4) ist K(a) = K = a € K. Also hat f eine Nullstelle in
K.

4.2 Definition FEin Koérper K heisst algebraisch abgeschlossen, wenn er eine (und
damit jede) der Bedingungen aus Satz 4.1 erfiillt.

4.3 Satz Sei L O K eine Korpererweiterung. Dann gilt:

1) Ist die Korpererweiterung L O K endlich, so ist sie algebraisch und es gibt
ay,....an, € L mit L = K(ay,...,ay).

2) Gibt es iiber K algebraische Elemente aq,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,), So ist
die Korpererweiterung endlich und damit algebraisch.

Beweis:

1) Sei m die Dimension des K-Vektorraums L, so sind fiir jedes a € L die Elemente
1,a,a?,...,a™ linear abhingig iiber K. Zu jedem a € L gibt es daher ein Polynom
f € KIX]\{0} mit f(a) = 0. Ausserdem gilt L = K (ay, ..., an,) fiir jede Basis (a1, ..., am)
des K-Vektorraums L.

2) Es wird durch vollstdndige Induktion bewiesen. Ist a € L algebraisch tiber K
und gilt L = K(a), so folgt [L : K] < oo, da ein Minimalpolynom von a iiber K
existiert, das einen endlichen Grad besitzt, der gleich [L : K] ist. Sei nun n € N\
{0} und die Behauptung richtig fiir alle Kérpererweiterungen L' D K, bei denen L’
durch Adjunktion von n iiber K algebraischen Elementen an K entsteht. Gilt dann
L = K(ai,...,any1) mit iiber K algebraischen Elementen aq,...,a,+1 € L so folgt
[L : K] = [K(a1,....apn)(ans1) : K(a1,...,ap)][K(a1,...,a,) : K] < 00, da ein Mini-
malpolynom von a4 iiber K(ay, ..., a,) existiert, das einen endlichen Grad besitzt, der
gleich [K (a1, ...,an)(an+1) : K(a1,...,a,)] ist, und wegen Voraussetzung [K (ai,...,a,) :
K] < oo, denn a1 ist auch algebraisch iiber K(aq, ..., ay).

4.4 Lemma Jeder Korper der Charakteristik Null ist vollkommen.
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4.5 Satz Sei L D K eine Korpererweiterung.Gibt es iiber K separable Elemente a1, ..., a, €
L mit L = K(ay,...,ay), so gilt:

1) Die Korpererweiterung L O K ist endlich und separabel.

2) Es gibt einen Oberkérper L' von L, so dass L' O K eine Galoiskérpererweiterung
ist.

Beweis:

Sei L D K eine Korpererweiterung. Gibt es iiber K separable Elemente aq, ...,a, € L
mit L = K(ay, ..., a,). Wegen 4.3.2 ist die Koérpererweiterung L O K endlich. Fiir jedes
i € {1,...,n} ist ferner das Minimalpolynom f; von a; iiber K separabel, so dass auch
das Polynom f = fy - ... f, € K[X] separabel ist. Sei L’ der Zerfillungskérper von f
iiber L, dann ist L’ auch der Zerfillungskorper von f iiber K,da L = K(aq,...,a,) ist.
Wegen 2.13 ist L’ D K eine Galoiserweiterung und auch separabel. L D K ist daher
auch separabel.

4.6 Definition Sei G eine Gruppe, e ihr neutrales Element und p eine Primzahl.

a) G heisst p — Gruppe, wenn es zu jedem a € G ein (i.a. von a abhéngiges) k € N
gibt mit a?" =e.

b) Eine Untergruppe H von G heisst p — Untergruppe von G, wenn H eine p-Gruppe
ist.

c¢) Eine Untergruppe S von G heisst p — Sylow — Gruppe in G, wenn S eine maximale
p—Untergruppe von G ist, d.h. wenn gilt:

i) S ist eine p—Untergruppe von G.

ii) Es gibt keine p—Untergruppe H von G mit S C H.

4.7 Satz Sei p eine Primzahl und seien k,m,n natiirliche Zahlen mit n = p*m und
p{m. Dann ist p*~'*1 fiir kein | € {1, ..., k} Teiler von (;Ll)

4.8 Lemma Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. k,m € N seien so gewéhlt,
dass |G| = p*m und p { m gilt. Dann gibt es zu jedem | € 0, ...,k eine Untergruppe H
von G mit |H| = p.

Beweis:

Sei | € {1,....,k} fest gewdhlt und sei X die Menge aller Teilmengen von G der
Ordnung p'. Bekanntlich gilt | X| = (gl), wenn man die Ordnung von G mit n bezeichnet.
Da im Falle I = 0 nichts zu beweisen ist, wird [ # 0 vorausgesetzt. Die Abbildung
T:GxX — X, (a,U) — aU := {au : u € U} ist eine Operation von G auf X. Aus
dem letzten Satz folgt, dass p*~!*1 kein Teiler der Ordnung von X ist, so dass es wegen
der Bahnengleichung ein U € X mit p*~*+1 { |G(U)| gibt.

Es soll gezeigt werden, dass H = Iso.(G;U) eine Untergruppe der Ordnung p' von
G ist: Zunéchst gibt es r,v € N mit |H| = p"v und p { v und ebenso s,w € N mit
[G : H] = p*w und p { w. Da 7 eine Operation der Gruppe G auf die Menge X ist und
H = Is0.(G;U) ist, dann gilt [G : H] = |G(U)|, also s < k—I, und aus |G| = |H|-[G : H]
folgt p*m = p"Svw, also k = r + s < r 4+ k — [. Man erhilt [ < r, so dass p' ein Teiler
der Ordnung von H ist. Da fiir ein w € U die Abbildung H — U, a — au, injektiv ist,
hat man anderseits auch |H| < |U| = p.

4.9 Korollar Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, so gilt:
1) Ist p ein Teiler der Ordnung von G, so gibt es ein a € G mit ord(a) = p.
2) G ist genau dann eine p—Gruppe, wenn die Ordnung von G eine Potenz von p ist.
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3) Gilt |G| = p*m mit k,m € N und p { m, so ist jede Untergruppe von G der
Ordnung p* eine p-Sylow—Gruppe in G.

Beweis:

1) Ist p ein Teiler der Ordnung von G, so gibt es ein k,m € N mit k& # 0, p { m und
|G| = p*m. Nach 4.8 gibt es eine Untergruppe H der Ordnung p von G. Als Gruppe
von Primzahlordnung ist H zyklisch und fiir jedes erzeugende Element a von H gilt
ord(a) = p.

2) Ist e das neutrale Element von G und gilt |G| = p*, so folgt aP" = e fiir jedesa € G
d.h. G ist eine p—Gruppe. Sei umgekehrt G eine endliche p-Gruppe. Im Fall G = {e} ist
alles klar. Gilt G # {e} und ist ¢ ein Primfaktor von |G|, so gibt es nach 1) ein a € G
mit ord(a) = q. Da G eine p—Gruppe ist, ist ord(a) eine Potenz von p, so dass ¢ = p
folgt. Daher ist p der einzige Primfaktor von |G]|.

3) Sei S eine Untergruppe der Ordnung p* von G und H eine p-Untergruppe von G
mit S C H. Nach 2) gibt es ein [ € N mit |H| = p' und aus S C H folgt k < I. Da die
Ordnung von H ein Teiler der Ordnung von G ist, erhdlt man | = k und damit H = S.

4.10 Satz Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k € N so, dass die Ordnung
von G durch p*, aber nicht durch p**! teilbar ist. Ist dann Sy eine p-Sylow-Gruppe in
G mit |Sy| = p¥, so gibt es zu jeder p—Untergruppe H von G ein b € G mit H C bSyb™".

4.11 Satz (von Sylow) Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, so gilt:

1) Eine Untergruppe S von G ist genau dann eine p—Sylow—Gruppe in G, wenn
|S| = p* gilt und |G| durch p*, aber nicht durch p**+ teilbar ist.

2) Zu jeder p—Untergruppe H von G gibt es eine p—Sylow—Gruppe S in G mit H C S.

Beweis:

1) Dass jede Untergruppe der Ordnung p* eine p-Sylow-Gruppe in G ist, wenn |G|
durch p”, aber nicht durch pF*! teilbar ist, wurde in 4.9 bewiesen. Sei umgekehrt S eine
p-Sylow-Gruppe in G und |G| sei durch p¥, aber nicht durch p**! teilbar. Nach 4.8 gibt
es eine Untergruppe Sy der Ordnung p* von G. Sy ist wegen 4.9 eine p-Sylow—Gruppe
in G. Wendet man den letzten Hilfsatz auf H = Sy an, so erhélt man |S| = |Sp| = p”.

2) Nach 4.8 und 1) gibt es in G eine p—Sylow—Gruppe Sy. Daher folgt die Behauptung
aus dem vorigen Hilfsatz und 1).

4.12 Lemma Jede Galoiserweiterung ist einfach. Sei K ein Korper der Charakteristik
0, so ist jede endliche Korpererweiterung L O K einfach.

4.13 Satz Ist f € R[X] ein Polynom mit ungeradem Grad, so hat f mindestens eine
reelle Nullstelle.

Beweis:
Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe zur reelen Analysis, bei der der Zwischenwertsatz
fiir stetige Funktionen benutzt wird, der auf der Vollstdndigkeit von R beruht.

4.14 Satz Ist f € C[X] ein Polynom vom Grad 2, so zerféllt f iiber C in Linearfaktoren.

Beweis:
Zum Beweis dieses Satzes benutzt man eine Folgerung aus den Anordnungsaxiomen
von R, dass jede nicht negative reelle Zahl eine reelle Quadratwurzel besitzt. Auf Grund
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dieser Tatsache kann man namlich fiir jedes z = z 4+ iy € C, z,y € R, die komplexe

Zahl w = \/w + z\/w, bilden. Wegen w? = z falls y > 0 und @? = z
falls y < 0 hat jede komplexe Zahl eine komplexe Quadratwurzel. Daher kann man zu
jedem Polynom f = aX?4bX +c¢ € C[X] vom Grad 2 die komplexen Zahlen =2£vb-—dac V;f_ﬂ‘“c
bilden. Diese sind die Nullstellen von f.

4.15 Satz (Fundamentalsatz der Algebra) Der Kérper C der komplexen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossen.

1. Beweis:

Wegen 4.1 geniigt es zu zeigen, dass C keine algebraische Erweiterung gestattet. Es
geniigt sogar zu zeigen, dass C keine endliche Erweiterung gestattet. Angenommen, dass
C keine endliche Erweiterung gestattet. Sei o € K beliebig (K algebraische Erweiterung)
= « ist algebraisch iiber C = C(«) : C ist eine endliche Kérpererweiterung = C(a) = C
= a €, also K =C.

Sei K D C endlich, dann wegen 4.3.4 ist K algebraisch mit K = C(ay, ..., a,) mit a; €
K und nach 4.4 ist K separabel iiber C. Dann ist K = R(by, ..., b, ) auch separabel iiber
R (K O C 2 R). Wegen 4.5 existiert eine Galois-Erweiterung L 2 R mit L O K. Also
geniigt es zu zeigen L = C. Wir haben R C C C K C L. Da L eine Galois-Erweiterung
ist und [C : R] gleich 2 ist,ist 2 ein Teiler der Ordnung von G. Sei G = Gal(L : R) und
p = 2. Nach 4.8 existiert eine 2-Sylow-Gruppe S in G. Sei L® der Fixkérper von S. Da
L eine Galois-Erweiterung ist und L° der Fixkérper von S ist = [L° : R] = [G : S)].
[G : S] ist ungerade wegen 4.11.1 (da S eine 2-Sylow-Gruppe in G ist). Nach 4.10 gibt
es ein Element a € L mit L° = R(a). Der Grad des Minimalpolynoms von a iiber R ist
gleich [L® : R], also folgt aus 4.13 L° = R und damit G = S. Aus 4.13 folgt, dass es
b € R so dass f(b) = 0 existiert. Dann L = R(a) 2 R(b) 2 R und [R(a) : R] = grad(f)
und 1 = [R(b) : R]. Da f das Minimalpolynom von a ist = f ist irreduzibel = f ist auch
das Minimalpolynom von b = [R(b) : R] = grad(f) = R(a) = R(b). G ist also eine
2-Gruppe. Da H = Gal(L : C) eine Untergruppe von G ist, gibt es wegen des Satzes
von Lagrange ein r € N mit ord(H) = 2". Wére r > 0, so gébe es eine Untergruppe
H' C H mit ord(H') = 2"71. Sei L' = Fiz(L,H'), soist [L* : C] = [H : H'] = 2. Das
kann aber nicht sein nach 4.14 = r =0 = ord(H) = 1 und also |Gal(L : C)| = 1. Nach
dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist [L : C] = 1 und also L = C.

2. Beweis:

Wegen 4.1 geniigt es zu zeigen, dass jedes nicht-konstante f € C[X] eine komplexe
Nullstelle besitzt. Ist f das Polynom mit den komplexen konjugiert Koeffizienten, so hat
f - f reelle Koeffizienten. Sei a € C eine Nullstelle von f - f, so ist a Nullstelle von f oder
von f. Im letzteren Fall gilt aber 0 = f(a) = f(a) = f(@). Also ist @ € C eine Nullstelle
von f. Es geniigt also zu zeigen, dass jedes nicht—konstante f € R[X] eine komplexe
Nullstelle besitzt. Sei n = grad(f), so kénnen wir n = 2m mit ungeradem m schreiben
und Induktion iiber 1 fithren. Fiir [ = 0 folgt die Behauptung aus Satz 4.13 (da n ungerade
ist). Sei [ > 0 und K D C der Zerfallunskérper von f und f = (z —ay) - ... - (x — ayp)
mit aq,...,a, € K. Wir definieren b,s = a, + as + Aa,as fiir ein festes A € R und
r,s € {l,..,n} sowie g = [[jc,<scpn(® — brs) € K[X]. Fiir jedes ¢ € Gal(K : R)
gilt o({a1,...,an}) C {ai,...,a,} wegen f € R[X] und Satz 2.2. Die Koeffizienten von
g sind invariant unter Gal(K : R). Da ferner K der Zerfillungskérper von (22 + 1) f
iiber R ist, ist K O R eine Galois—Erweiterung (Korollar 2.15) und R ein Koérper der
Charakteristik Null ist, erhilt man also g € R[X]. Weiter ist grad(g) = in(n+1) =
2=Im(n + 1) und wegen [ > 1 ist m(n + 1) ungerade (da [ > 1 ist, ist n gerade und
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damit n 4+ 1 ungerade). Nach Induktionsannahme hat g eine komplexe Nullstelle, d.h,
es gibt zu unserem vorgegebenen A € R Indizes 7,5 € {1,...,n} mit r < s, so dass
brs = ar + as + Aaras in C liegt. Da es unendlich viele reelle Zahlen aber nur endlich
viele solcher Indizen gibt, konnen wir A, ¢ € R mit A # p und r» < s finden, so dass
ar + as+ Aarag und a, + as + paras in C liegen. Daraus folgt a,-as € C und a, +as € C
(denn wenn man beides subtrahiert, erhélt man (A — p)a,as € C und damit a,as € C),
d.h, das Polynom (z —a,)(x — as) € K[X] hat komplexe Koeffienten. Nach 4.14 sind a,
und as komplexe Zahlen. Also hat f eine komplexe Nullstelle.

Die Lemmata 4.4 und 4.12 und die Sétze 4.7 und 4.10 wurden in der Vorlesung
Algebra bewiesen.
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5 Einheitswurzeln und Kreisteilungspolynome

In dieser Ausarbeitung wird gezeigt, wie der Grad einer n-ten Einheitswurzel iiber Q
bestimmt wird. Die Grundlage dafiir bietet [2], Seiten 169 bis 175.

5.1 Definition Sei K ein Kérper und n € N\ {0}. Ein Element a eines Oberkérpers
von K heifit n-te Einheitswurzel tiber K, wenn

a =1
gilt, d.h. wenn a Nullstelle (NS) des Polynoms T™ — 1 ist.

5.2 Bezeichnung Sei K ein Koérper, dann bezeichnet K, den Zerféllungskérper (ZFK)
von T" — 1 iiber K und E,(K) die Menge der in K,, liegenden n-ten Einheitswurzeln
(EW) iiber K.

5.3 Bemerkung Sein € N\ {0}. Dann gilt:

2-mi-k

1. E,(Q) ={e"5) | ke{0,....,n—1}} cC.
2. K, = K(E,).

3. Ist K ein Kérper der Charakteristik p > 0, so gilt Vm,n € N\ {0} mit n = m - p:

Ky = Ky, und En(K) = Ep(K).

4. Fiir jeden Korper K ist E,(K) eine zyklische Untergruppe von (K}, -). Ihre Ord-
nung ist n, wenn char(K) [ n ist, d.h. das Polynom T™ — 1 € K[T] hat in diesem
Fall keine mehrfache NS in seinem ZFK.

5. Fiir jeden Korper K ist K, : K eine Galois-Erweiterung (GE).

Beweis: Zu 1) Trivial, denn es gilt (e(Q‘Wﬁi‘lC )= 1.

Zu 2) Adjungiert man die Nullstellen, so erhélt man den ZFK K,.
Zu 3) Sei K,, der ZFK von T™ — 1. Dann gilt:

L™ —1) . (T™—1) = (T — 1P PE (™ — 1) =T" — 1

p—mal
2. e€E(K)&e"—1=0=("-1Pesc"-1=0c¢c€ E,(K)
= Ey(K) = Ep(K)

3. K, =ZFKg(T"-1)=K(E,(K)) = K(En(K)) = K
Zu 4) Hierzu reicht es aus zu zeigen, dass E,,(K) eine Untergruppe von K ist. Dazu sei
f=1T"-1
Ul) €1,€9 € En(K) = €189 € En(K)

(e1-e2)" =€l ehf =1-1=1=¢1- -9 € Ep(K)

Uy) 1 € Ey(K)
f)=1"-1=1-1=0= 1€ E,(K)
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Us)e € Ey(K) = et € Ey(K)
feh=E")-1=(")"-1=1-1=0=¢c"' € E,(K)

Da nun E, (K) eine endliche Untergruppe von (K, ) ist, folgt aus [1] Satz (3.39) , dass
E,(K) zyklisch ist.
Es gilt | E,(K) |= n, falls char(K) / n. Dazu sei € € E,(K). f(e) =0& " —-1=0
und (Df)(e) # 0 < n-e"~! #£0, denn char(K) fn. Daraus folgt aus (2.8) des Algebra-
Seminars, f hat nur einfache Nullstellen, ist also seperabel.
Zu 5) Danach 4) T"—1 fiir char(K) fn separabel ist, kénnen wir aus (2.13) des Algebra-
Seminars schliefien, dass K, : K eine GE ist. Mit Hilfe von 3) folgt diese Aussage auch
fiir den Fall char(K)|n.

(]

5.4 Definition Sein € N\ {0}.
Die Gruppe (Z},-) heift die Einheitengruppe von Z,, .

Zy, ={laln|a € Z, 99T (a,n) = 1}

Ist ¢(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen m mit 1 < m < n, die zu n teilerfremd sind,
so heifit die Abbildung ¢ : N\ {0} — N,n — ¢(n) die Eulersche ¢-Funktion.

5.5 Satz 1. Fiir jedesn € N\ {0} gilt:
Z={m+nZ|me{0,...,n—1},ggT(m,n) = 1}.

2. Fiir jedes n € N\ {0} gilt:
ord(Zy) = p(n).

3. Fiir alle teilerfremden m,n € N\ {0} gilt

p(mn) = p(m)p(n).

4. Ist n € N\ {0,1} und gilt n = pll1 -...-plr, wobei p1,...,p, die verschiedenen
Primteiler von n sind, so gilt
1 1
pon)=nl-—)-...-(1——
(1) =n(= 1) (1= 1)

Beweis: Diese Beweise sind Wiederholungen aus [1] oder aus den Grundziigen der Al-
gebra (GdA). Es wird dem ambitionierten Leser iiberlassen, diese nachzulesen.
Zu 1) GdA (6.14)

Zu 2) [1](1.23)
Zu 3) [1] Aufgabe 9a) und (1.25)
Zu 4) Zu zeigen: o(p*) = pF — pF—1.

99T (a,p") =1 < ggT(a,p) =1 < p fa

Daher sind unter den Zahlen von 1 bis p* genau pF~! Zahlen nicht teilerfrend zu pF.

Daraus folgt, dass p(p*) = p* — p*~1 ist. Insgesamt erhilt man fiir n mit seiner PFZ
n:plll-...-pl;
1 1

pln)=n- (1= ) (=)
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5.6 Definition Sei K ein Kérper und n € N mit char(K) [ n.
Eine n-te Einheitswurzel ¢ iiber K heifit primitiv, wenn sie die Gruppe E,(K) erzeugt.
Die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln itber K bezeichnen wir mit PE, (K).

5.7 Bemerkung Sei K ein Korper, n € N und char(K) [ n. Dann gilt:
1. e€ PE,(K) = K, = K(¢)

2. € € PE,(K),m € N, so liegt €™ in PE,,(K) genau dann, wenn m und n teilerfremd
sind. Daraus ergibt sich, dass es genau ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln iiber
K gibt.

3. Fiir jeden Teiler d von n mit d > 0 ist E4(K) C E,(K) und

PEyK)={e| e € E,(K),ord(e) = d}.
4. Die Mengen PE4(K) mit d|n und d > 0 sind paarweise disjunkt und es gilt

d|

d>0

Beweis: Zu 1)K,, = K(PE,(K)) = K({e¥1 <d < n,ggT(d,n) =1} = K(¢)
Zu 2) Diese Aussage gilt allgemein fiir endliche zyklische Gruppen. Da ¢(n) die Anzahl
der zu n teilerfremden Zahlen angibt, gibt es genau ¢(n) primitive Einheitswurzel iiber
K.
Zu 3) Hierzu sind 2 Richtungen zu zeigen.
" CV¢ € PEy(K) = ord(e) =d, € € E,(K)
" D7 € Ey(K),ord(e) =d = e =1=¢" = 1(da dn) = ¢ € E,(K)
7.2.:€ € PEy(K). e = 1 = ¢ € E4(K). Das bedeutet, dass < ¢ > eine Untergruppe von
E4(K) sein mufl. Da | < e > | = d ist, folgt sogar, dass ¢ ein erzeugendes Element ist.
Zu 4) 7 O 7 Klar, denn die Menge der primitiven Einheitswurzeln, deren Ordnung
teilerfremd zur Gruppenordnung ist, ist als zyklische Untergruppe immer enthalten.
" C7 Sei e € Ep(K) 2 ord(e) = d mit djn = ¢ € PEy(K).

O

Den letzten Teil des Beweises kann man durch Umstellen nutzen, um die Anzahl der
pimitive Einheitswurzeln auszurechnen. Denn

n = |Eo(K)| = || JPEK)| = S IPEAK) 23 ¢(d)
dln

din din

5.8 Beispiele

Errechnen der n-ten (primitiven) Einheitswurzeln

a)n =8

EW 8::6(¥);k€{0,...,7}

primitive EW  o(8) = |{k| 1<k <8,99T(k,8) =1} | =14

PE8(K) = {€a€3,55,67}

b)n="7
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2-m-i-k

EW e:=eT7 )k e{0,...,6}
primitive EW (7)) = |{k| 1<k <7,99T(k,7) =1} | =6
4

PE;(K) = {e,e% &3 64,65 £5}

5.9 Definition Sei K ein Kérper, n € N und €y,...,€,,) seien die primitiven n-ten
Einheitswurzeln iiber K. Das Polynom

@n(T) = (T — 51) e (T — e’f(p(n)) S Kn[T]
heiit das n-te Kreisteilungspolynom (KTP) von K.

5.10 Satz Sei K ein Korper, n € N und char(K) [ n. Dann gilt fiir das n-te Kreistei-
lungspolynom ®,, von K:

1. grad(®,) = ¢(n)

2. T"—le(I)d
d|

d>0

3. Die Koeffizienten von ®,, sind von der Form m - 1 mit m € 7Z, wobel 1 das
Einselement von K ist.

Beweis: Zu 1) Klar, dass grad(®,) = ¢(n) gilt, denn wie in (5.7) gezeigt, existieren
genau ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln.

Zu?2)Beh.:T"—-1= H ®,. Durch (5.7)3) kann ich den Ausdruck H ®,; umschreiben

o o
in H H (T — %) . Zusammengefasst bedeutet das H (T — €). Das ist eben
dln e€PE4(K) e€E, (k)

genau der gewiinschte Term 77 — 1.

Zu 3) Dieser Beweis wird mit vollstéindiger Induktion nach n gefiihrt.
IA:n=1:9;1=T -1 Klar!

IV: Sei n > 1 beliebig und die Beh. richtig fiir alle £ < n, d.h. ®; hat ganzzahlige
Koeffizienten fiir alle k& < n.

IS: Esgit T" -1 = &, - H ®,. Nach IV ist [ @4 ein Polynom mit ganzzahligen

din
n>d>0

Koeffizienten. Division mit Rest in Z[T] ergibt, dasss auch ®,, lauter ganzzahlige Koef-

fizienten hat.
O

Hieraus ergibt sich eine Formel fiir die rekursive Berechnung von Kreisteilungspoly-
nomen, wie man in den folgenden Beispielen sieht.

5.11 Beispiele
Mit Hilfe von (5.10) 2) kénnen wir nun rekursiv KTP berechnen:

T —1=]]®s=%n- [] 2a
d|

d|n
a>0 n>d>0
T —1
B = ———
11
d|
n>d>0
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1. Sein=p, peP

TP — 1
H, = TPl T+
b= T +...+T+
2. Sein==6
76 -1

Qs = =T -T+1

(T-1)-(T+1)-(T>?+T+1)
3. KTP firn <11

n d,,

1 T-1

2 T+1

3 T?>+T+1

4 T? +1

5 T 4T3 4+T?2+T+1

6 T2 -T+1

7 TS+ T+ T+ T3 4+T%24+T+1
8 T4+ 1

9 TS + T3 +1

10 T —T34+T2-T+1

1T+ T8 T+ T+ TS+ T4+ T3+ T2+ T +1

5.12 Satz Sei K ein Kérper und n € N und char(K) [ n. Dann gibt es einen injektiven
Gruppenhomomorphismus

Gal(K, : K)— Z;

der Galois-Gruppe von K,, : K in die Einheitengruppe Z;,.
Die Galois-Gruppe von K, : K ist also insbesondere abelsch.

Beweis: Zuerst wird gezeigt, dass jedes 0 € Gal(K,, : K) E,(K) auf sich abbildet.
z.z.. € € Ey(K) = o(e) € Ep(K).

" =1=0E") =01) =1= (c") = (c(e)" =1 = o(e) € E,(K). Da o
injektiv ist, folgt daraus, dass o(E,(K)) = E,(K) ist. Und wir erhalten die Abbildung
o: Ey(K) — E,(K). Da o ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ist, gilt weiterhin,
dass ord(e) = ord(o(g)). Sei n € PE,(K). Dann folgt o(n) € PE,(K) und es gibt ein
zu n teilerfremdes m mit o(n) = ™. Gilt auerdem o(n) = n! mit | € N, dann erhalt
man:

nm=n |y
"yl =1k
77mfl — 1K

Daraus folgt insgesamt, dass n | (m —[) , denn ord(n) = n.
Auf diese Weise erhélt man eine Abbildung

h: (Gal(K, : K),0) — (Z,-)

o [ml, ={b|b€Z,b=m (modn)}

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass h ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.
Seien dazu 7,0 € Gal(K, : K) mit
h(roo)=[mln , falls n" = 7(a(n)),
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h(t) = [l], , falls n = 7(n) un
h(c) = [k, , falls n* = 0(57)

Z.z.: h(tr oo) = h(T) - h(o), also [l],, - [k]n = [m]n

T K'Or}frhom.

(r(n)* = (")F =n"*

—m

"= (o) = (")

=% |

k—m

lg ="
=ordn) | l-k—m=n|l-k—m=1l k|, =[mln=[l|n-[k]n=[m]n.
h ist injektiv: Z.z.: Kern(h) = {idk, }.
Kern(h) ={o | 0 € Gal(K,, : K),h(o) = [1],}. Sei h(c) = [1],.
Z.z.: 0 = idg, , das ist gleichbedeutend mit o(a) = a (Va € K},)
h(o) = [Kln = [U]n , falls n* = o(n)

k=1+1-n flireinl € N

=0T = (") =9
= o(n) =1
p(n)—1
Sei v € K,, = K(n Z a;nt mit a; € K = Fiz(Gal(K, : K))

O'(Oé)_z o(a;) Zam = a.

= —n

Es existiert also ein injektiver Gruppenhomomorphismus
Gal(K, : K)— Z;

Da Z} abelsch ist, ist auch Gal(K,, : K) abelsch.
O

Der Abschluss und gleichzeitig der Hohepunkt dieser Ausarbeitung soll nun die
Verschirfung von (5.12) auf den Fall K = Q sein.

5.13 Satz Sei n € N\ {0}, ®,, € Z[T| das n-te KTP und Q,, der ZFK des Polynoms
T™ — 1 iiber Q. Dann gilt:

1. ®,, ist irreduzibel iiber Q.

2. [Qn: Q] = ¢(n).
3. Es gibt einen Gruppenisomorphismus Gal(Q, : Q) — Z.

Beweis: Da 2) und 3) aus 1) folgen, werde ich zunéchst die Folgerungen aus 1) darlegen
und dann auf 1) eingehen.

Zu 2) Aus 1) folgt, dass ®,, irreduzibel und damit MP von jeder primitiven n-ten EW
n € Q, ist.

Aus Q,, = Q(n) folgt [Q, : Q] = p(n).

Zu 3) Wegen [Q,, : Q] = ¢(n) =| Z! | folgt, dass der injektive Gruppenhomomorphismus
Gal(Qy : Q) — Z? aus (5.12) ein Gruppenisomorphismsus ist.
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Zu 1) Es geniigt zu zeigen, dass ®,, irreduzibel iiber Z ist. Da Z[T] ein faktorieller Ring
ist, besitzt ®,, einen irreduziblen Faktor f € Z[T] vom Grade > 1, d.h. ®,, = f - g mit
fyg € Z[T] normiert, f irreduzibel. Wir beweisen zunichst die Behauptung;:

(%) Ist 7 eine beliebige Nullstelle von f, so gilt f(n?) = 0 fiir alle d € Nmit 1 < d <n
und ggT'(d,n) = 1.

1.Fall: d=peP, g¢T(p,n)=1, dh.p [n

fn)=0= @,(n) = f(n) - g9(n) =0=n¢€ PE,(Q) =’ € PE,(Q) =

0=®u(n") = f(n") - 9(n")
Annahme: f(n?) #0
Dann muss ¢g(nP) = 0 gelten, so dass n Nullstelle des Polynoms h := g(T?) € Z[T] ist.
Da f das MP von 7 iiber Q ist, folgt f | h in Q[T] und daher auch in Z[T], da f, h € Z[T].
Es existiert also ein hy € Z[T] mit

h=f-hy (inZ[T)).

Der natiirliche Homomorphismus v : Z — Z, induziert einen surjektiven Ringhomo-
morphismus
v: ZT] — Z,[T)

Daher gilt in Z, [T

Wegen char(Z,) = p folgt
und damit

Sei A € Z,[T] ein irreduzibler Faktor von f. Dann ist A auch ein Faktor von gP und
damit von g. Also hat

A% als Faktor. Da ®,, ein Teiler von 7" — 1 € Z,[T] ist, hat dann 7™ — 1 eine mehrfache
Nullstelle im Widerspruch zu (4) aus (5.3).

Folglich gilt f(n?) = 0.

2.Fall: Sei d € Nmit 1 < d < n und ggT'(n,d) = 1 beliebig, d besitze die PFZ d =
P1- ... ps. Dann folgt ggT(pj,n) =1 fir alle j =1,2,...,s, d.h. p; fn. Wegen p1 fn
ist nach dem 1. Fall nP! eine Nullstelle von f. Wegen ps [ n ist dann auch

(P1)P2 = pPrp2

eine Nullstelle von f, usw. Schliefflich ist

nPrP2Ps = pé eine Nullstelle von f. Damit ist (*) bewiesen. f besitzt mindestens eine
Nullstelle n (grad(f) > 1), die auch Nullstelle von ®,, ist, d.h. 7 ist eine primitive n-
te Einheitswurzel. Wegen PE,(Q) = {n?1 < d < n,ggT(d,n) = 1} ist nach (*) jede
primitive n-te Einheitswurzel Nullstelle von f, d.h.

grad(q)n) > grad(f) > ‘PEn(Q)’ - 90(77‘) - grad(q)n)'
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Daraus folgt grad(f) = grad(®,).
Aus @, = f - g ergibt sich damit grad(g) = 0, also g = 1, da g normiert ist.
Folglich ist ®,, = f irreduzibel tiber Z und damit auch irreduzibel iiber Q.
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6 Endliche Korper

In dieser Ausarbeitung wird gezeigt, dass endliche Korper als Zerfiallungskorper geeigne-
ter Polynome auftreten und dass endliche Korper bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
sind. Dabei baut diese Arbeit auf [2], Seite 162 bis 166 auf.

6.1 Bemerkung Ist K ein endlicher Korper und P sein Primkérper, so gilt
|K| = (char(K))KF),
Die Anzahl der Elemente von K ist also eine Primzahlpotenz.

Beweis: Die Charakteristik eines endlichen Korpers ist nach [1] Bemerkung 2.14 immer
eine Primzahl, so dass nach [1] Satz 2.13 b) gilt P := P(K) = Z,,. Daraus folgt, dass der
Primkorper von K genau p Elemente hat.

Da K ein endlicher Korper ist, ist auch der Grad der Korpererweiterung K : P endlich.
Der n-dimensionale P-Vektorraum K ist isomorph zu P™, so dass

|K| = |P"| = |P|" = p" = (char(K))¥F] folgt.

6.2 Satz Ist K ein endlicher Korper, so gilt

H a=—1

acK*
Beweis: Ist M :={a € K*:a=a"'} ={a € K :a%> =1}, so gilt

Il e=1]

aceK* aeEM

da sich aufgrund der Kommutativitdt von K* die Elemente, die nicht zu sich selbst
invers sind, in dem Produkt gegenseitig auftheben.

Ein Element a € K liegt genau dann in M, wenn a Nullstelle des Polynoms T2 —1 € K|[T]]
ist. Dieses hat aber nur die Nullstellen +1 und —1. Durch Einsetzen der Nullstellen ergibt
sich die Behauptung.

O
6.3 Korollar (Satz von Wilson) Fiir jede Primzahl p gilt
(p—1D!'=—1(mod p).
Beweis: Durch Anwendung von Satz 6.2 auf den endlichen Korper Z, erhalten wir:
=l a=kp-1p- =2 - [Mp=p-1) - p-2) .. 1y =[p-1),
acZ}
< (p—1)!'=—1(mod p).
O
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6.4 Satz Ist K ein Korper, so ist jede endliche Untergruppe von (K*,-) zyklisch.

Beweis: Wir betrachten die endliche abelsche Gruppe (U, -). Sei n := |U].
Die Menge {ord(b)|b € U} C N der Ordnungen aller Elemente aus U ist endlich und
besitzt daher ein grofites Element m. Sei a € U mit ord(a) = m.

Wir zeigen anschlielend
(x)Vb € U : ord(b)|m.

Hieraus ergibt sich dann die Behauptung: Aus (x) folgt mit ord(b) - t = m (t € N)
(ex)Wb € U : 0™ = (40t = 1% = 1.

Nun betrachten wir das Polynom f :=T" — 1 € K[T|. Bezeichnet N die Menge der in
K gelegenen Nullstellen von f, so gilt nach [1] Satz 3.14 |N| < grad(f) = m.

Fiir ein beliebiges b € U folgt wegen (xx) f(b) =0, also b € N.

Folglich U C N und |U| < |[N| < m = ord(a) < |U|, woraus sich |U| = ord(a) ergibt.
Aus < a >C U und | < a > | = ord(a) = |U|, folgt dann aber U =< a >, d.h. U ist
zyklisch mit a als erzeugendem Element.

Nachweis von (*): Wir nehmen an, dass ein Element ¢ € U mit ord(c) /m existiert.
Sei | := ord(c). Wegen der Moglichkeit der eindeutigen Primfaktorzerlegung muss eine
Primzahl p geben, die als Faktor von [ mit einer hheren Potenz vorkommt als als Faktor
von m, d.h. I =p* - I’ mit ggT(p,I') =1, m = pt - m’ mit ggT(p,m’) =1, A > p.
Es folgt

ord(a) m _ ptm/ W _ord(c) 1 pN'

Py — - —m! Iy — -~ —
ord(a’) = o o =m,ord(c") = it el

Sei d:=a?" - € U. Da a” und ¢ vertauschbar und ihre Ordnungen teilerfremd sind,
ergibt sich

ord(d) = ord(a® - ') = ord(a®) - ord(d’) =m’ - p* = m - p ™ > m = ord(a).
(d) ( ) (a?) (c") p p>2 (a)

Dies steht im Widerspruch dazu, dass a als ein Element groffter Ordnung aus U gewéhlt
war. Damit ist die Giiltigkeit von () nachgewiesen.
O

6.5 Korollar Ist K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen, so gilt:

1. (K*,-) ist zyklisch.

2. Es gibt ein a € (K*,-), so dass K = {0,1,a,...,a??}.

3. Jedes Element von K ist Nullstelle des Polynoms T — T € K|[T].
Beweis:

zu 1.) Da K ein endlicher Korper ist, ist K* selbst eine Untergruppe von K* und somit
nach Satz 6.4 zyklisch.

zu 2.) Da K ein Koérper mit g Elementen ist, folgt |K*| = ¢— 1. Nach 1) ist K* zyklisch,
somit existiert ein Element ¢ € K* mit < a >= {1,a,...,a9 2} und
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K =1{0,1,a,...,a7?}.

zu 3.) Ein Element a von K ist genau dann Nullstelle des Polynoms 77 — T' € K|[T],
wenn a? = qa gilt. Dies gilt fiir jedes Element von K, denn aus der Gruppentheorie wissen
wir, dass a?~! = 1k fiir alle a € K* gilt, da |K*| = ¢ — 1.

Daraus folgt a? = q fiir alle a € K* und somit auch fiir alle ¢ € K.

6.6 Bemerkung Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0,
so ist die Abbildung
ok : K — K,z — aF

ein (injektiver) Kérperhomomorphismus.
ok heifit Frobenius-Homomorphismus von K.

Beweis: Nach [1] Satz 2.10 ist jeder Kérperhomomorphismus injektiv. Es geniigt also
zu zeigen, dass o ein Kérperhomomorphismus ist.

Da fiir jedes k € {1,...,p — 1} die Zahl p € P ein Teiler des Binomialkoeffizienten (i)
ist, folgt mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes (x + y)? = 2P + 4P fiir alle z,y € K.
Trivialerweise gilt auch (x - y)P = 2P - yP fiir alle x,y € K und 1%, = 1x. Dies ist gerade
die Bedingung dafiir, dass o ein Kérperhomomorphismus ist.

O

6.7 Bemerkung Es gilt
1. Der Frobenius-Homomorphismus eines endlichen Kérpers ist ein Automorphismus.

2. Fiir jede Primzahl p ist der Frobenius-Homomorphismus des Kérpers Z,, die
Identitat.

Beweis:

zu 1.) Der Frobenius-Homomorphismus ist als Kérperhomomorphismus injektiv. Da jede
injektive Abbildung einer endlichen Menge in sich auch surjektiv ist, folgt die Behaup-
tung sofort.

zu 2.) Es ist zu zeigen, dass die Abbildung Z, — Z,, [z], — [2P], fir jede Primzahl p
die Identitét ist.
. . -1
Fiir alle a], € Z; gilt [27], = [} = [al, - (e} = [al, - 1], = [t],.
Auflerdem wird das Nullelement bei einem Kérperhomomorphismus immer auf das Null-

element geschickt.
O

6.8 Satz Fin Korper K der Charakteristik p > 0 ist genau dann vollkommen,
wenn sein Frobenius-Homomorphismus o surjektiv ist.

Beweis: Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0.

? =7 Ist K vollkommen, so ist nach Definition fiir jedes a € K das Polynom

f:=TP —a € K[T] separabel.

Sei g ein in K[T] irreduzibler Faktor von f, L O K sein Zerféllungskorper und b € L eine
Nullstelle von g. Dann ist b € L auch eine Nullstelle von f und es folgt ¥ = a. Dann gilt
f=TP - =(T—-bPeL[T)],dapeP, sodasseseinn € {l,...,p} mit g= (T —b)"

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
35



6. ENDLICHE KORPER Annemarie Schulz

gibt. Da f separabel ist, hat g nach Definition nur einfache Nullstellen in L. Daraus
folgt n =1 und b € K. Zu jedem a € K gibt es also ein b € K mit a = b = ox(b).
Somit ist ok surjektiv.

? <7 Sei nun ok surjektiv.
Wir nehmen an, dass K nicht vollkommen ist. Dann existiert ein nicht-separables Poly-
nom f € K|[T]. Daraus folgt, dass es einen irreduzbiblen Faktor g € K[T] von f gibt, der
mehrfache Nullstellen in seinem Zerfillungskorper hat. Damit existiert ein irreduzibles
Polynom g € K[T] mit mehrfachen Nullstellen im Zerfiallungskorper.
Dann folgt nach Lemma 2.11, dass es ein Polynom h € KI[T| mit g(T') = h(TP) gibt.
Wir erhalten

g(T) =ag+ar1T? + ...+ ap_1(TP)" 1 + a,(TP)"

mit ag,...,a, € K. Da nach Voraussetzung og surjektiv ist, gibt es zu jedem ¢ €
{0,...,n} ein b; € K mit b = a;. So erhalten wir

g(T) = b+ TP +. . 4B (TP)" = b+ b)TP+. .. +B2(T")P = (bo+ 1T+ ... +b,T™) P

=i€K|[T], da b;eK

= t|g. t ist ein echter Teiler, da wir die trivialen Fille grad(t)=0 oder grad(t)=grad(f)
ausschlielen kénnen. Denn mit grad(¢)=0 folgt ¢ = by und g = bf) und somit ist g als
konstantes Polynom nicht irreduzibel iiber K. AuBerdem gilt grad(t)# grad(f), denn
grad(t)=n und grad(g)=np > n, da p € P. Somit fiihrt dies zum Widerspruch, da g iiber
K irreduzibel ist und damit keine echten Teiler besitzt. Also ist K vollkommen.

O

6.9 Korollar Jeder endliche Korper ist vollkommen.

Beweis: Nach Satz 6.8 ist ein endlicher Kérper K genau dann vollkommen, wenn o
surjektiv ist. Wir wissen nach Bemerkung 6.7, dass ox ein Automorphismus und damit
surjektiv ist.

O

6.10 Satz Fiir jede Primzahl p und n € N\ {0} gilt:

1. Ist K D Z, der Zerfillungskorper des Polynoms TP" — T € Z,[T],
so ist K ein Korper mit p" Elementen.

2. Ist K ein Korper mit p" Elementen und P sein Primkorper,
so ist K O P Zerfillungskérper des Polynoms TP" — T € P[T).

3. Je zwei Korper mit p"” Elementen sind isomorph.

Beweis:

zu 1.) Sei M die Menge der Nullstellen von f := TP" — T in K.

Wir zeigen zunichst, dass M ein Zwischenkérper von K : Z, ist. Dann muss K mit
dieser Menge {ibereinstimmen, denn nach Voraussetzung ist K := ZF Kz, (f) und somit
der kleinste Korper, der alle Nullstellen von f enthilt.

Da die Gruppe Z,, die Ordnung p — 1 hat, gilt a?P~! =1, also @ = a und a?" = a fiir
alle a € Zy, damit auch fiir alle @ € Zj,. Somit ist Z; in M enthalten.

Sind a,b € M, so erhalten wir (a4b)?" = a?" £0"" = a+bund (a-b)P" = a?" -b"" = a-b.
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AuBerdem gilt (b=1)P" = (})P" = 11):%: =1 =071, falls b # 0 und somit b=' € M. M ist

demnach ein Kérper und stimmt mit K iiberein.
Wegen D(f) = —1 # 0 hat f nach Lemma 2.8 nur einfache Nullstellen in M.

Daraus folgt |K| = |M| = grad(f) = p™. K ist also ein Kérper mit p” Elementen.

zu 2.) Da die Gruppe K* die Ordnung p” — 1 hat, gilt ¢! = 1 und somit a?" = a
fir alle a € K*, damit auch fiir alle a € K. Daraus folgt, dass alle Elemente aus K
Nullstellen von f sind.

Da das Polynom TP" — T in einem Oberkorper von P hochstens p” Nullstellen hat und
|K| =p", ist K die Menge seiner Nullstellen im Zerféllungskorper.

K D P ist daher Zerfallungskorper dieses Polynoms.

zu 3.) Sind K und K’ Kérper mit p" Elementen, so gilt nach Bemerkung 6.1

char(K) = p = char(K'). Daraus folgt, dass die Primkérper P := P(K) und

P':= P(K') nach [1] Satz 2.13 isomorph sind zu dem Kérper Z, und somit auch zuein-
ander isomorph sind.

Wir fithren den weiteren Beweis mit Satz 1.8 durch: Sei ¢ : P — P’ ein Kérperisomorphismus
(dieser existiert!) und ® : P[T] — P[T) der zugehorige Isomorphismus der Polynom-
ringe.

Nach 2) ist K D P Zerfillungskorper des Polynoms f := TP" — T € P[T] und K' O P’
Zerfallungskorper des Polynoms f/ := TP" — T € P'[T].

Um Satz 1.8 anwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen, dass ®(f) = f’.

O(f) = ®(T"" —=T) = (1pT"" + (=1p)T) = ¢(1p)T"" + p(~1p)T

= o(1p)T?" — (1p)T = 1pTP" —1pT =T"" —T = f' € P'[T].

Mit Satz 1.8 folgt nun K = K’. Ein Kérper mit p” Elementen ist also bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt!

O

6.11 Bezeichnung Ist p ein Primzahl und n € N\ {0}, so nennt man den bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmten Korper mit p" Elementen manchmal das Galois-Feld
mit p" Elementen und bezeichnet ihn mit GF(p™).

6.12 Satz Ist p eine Primzahl und n € N\ {0},
so gilt fiir jeden Korper K mit p™ Elementen und seinen Primkdérper P:

1. Die Korpererweiterung K : P ist eine Galoiserweiterung.

2. Der Frobenius-Homomorphismus von K erzeugt die Automorphismengruppe
von K. Diese stimmt mit der Galoisgruppe von K : P iiberein.

Beweis:

zu 1.) Nach Theorem 2.13 ist eine Koérpererweiterung K : P genau dann eine Galoiser-
weiterung, wenn K O P Zerfallungskorper eines separablen Polynoms aus P[T] ist.
Nach Satz 6.10 ist ein Korper K mit p™ Elementen Zerfiallungskorper des Polynoms
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TP" —T € P[T] iiber dem Primkoérper P. Dieses ist separabel, da P als endlicher Korper
vollkommen ist.

zu 2.) Zunéchst zeigen wir, dass die Automorphismengruppe von K mit der Galoisgrup-
pe von K : P iibereinstimmt.

7 C 7 Sei 0 € Gal(K : P) beliebig, so folgt 0 € Aut(K) und somit
Gal(K : P) C Aut(K).

7 D7 Sei o € Aut(K) beliebig. Dann folgt Fiz(o) ist ein Unterkérper von K und es gilt
o(a) = a fiir alle a € Fiz(o). Da der Primkorper P(K) der kleinste Unterkorper von K
und somit auch ein Unterkérper von Fiz(o) ist, folgt o(a) = a fiir alle a € P.

o ist also ein P-Automorphismus von K. Damit ist 0 € Gal(K : P) und
Gal(K : P) D Aut(K).

Nun miissen wir zeigen, dass der Frobenius-Homomorphismus o von K die Automor-
phismengruppe von K erzeugt.

Nach Bemerkung 6.7 ist ok ein Automorphismus und daher ein Element der Automor-
phismengruppe von K.

Der Hauptsatz der Galois-Theorie liefert: |Aut(K)| = |Gal(K : P)| = [K : P] = n, da
K : P eine Galoiserweiterung ist. Demnach gilt < o >= Aut(K) < | < o > | = n.

Beh.: < o >= {0%, 0k, ... ,a}‘(_l}. Wir miissen nun zeigen, dass die Potenzen von o
paarweise verschieden sind.

Sei dazu a ein erzeugendes Element der Gruppe K* (vgl. 6.5).

Wegen o'(a) = aP fiir alle i geniigt es zu zeigen, dass die Elemente a,d?,...,a?
paarweise verschieden sind. _

Wir nehmen an, dass a” = a” mit i,j € {0,1,...,n — 1},j < i ist. Dann folgt

7

n—1

a?' -a? =1+ a P =1 Dal < pt—pl < pt—1 < p*—1 fiihrt dies zum
Widerspruch, denn a hat als erzeugendes Element von K* die Ordnung p™ — 1.

Somit sind die Elemente a,...,cﬁ”ni1 wie auch die Elemente von < ox > paarweise
verschieden.

Dann folgt ord(ox) =| < ox > | =n = |Aut(K)| und < og >= Aut(K).
Der Frobenius-Homomorphismus von K erzeugt also die Automorphismengruppe von
K. Die Galoisgruppe von K : P ist zyklisch!

O

6.13 Satz Sei p eine Primzahl und n € N\ {0}.

Ist dann K ein Korper mit p" Elementen und o sein Frobenius-Homomorphismus,
so sind die Fixkorper K<k~ iln, i € N\ {0} genau die Unterkérper von K.
Insbesondere gibt es zu jedem Teiler i von n genau einen Unterkérper mit p* Elementen.

Beweis: Wir fithren den Beweis zunéchst mit Gruppentheorie.

Die Gruppen < % >, i|n, i € N\ {0} sind die einzigen Untergruppen der Automor-

phismengruppe von K, da Aut(K) =< ox > nach Satz 6.12 zyklisch ist. Damit ist auch

jede ihrer Untergruppen zyklisch und nach [GdA] Satz 3.25 gibt es zu jedem Teiler ¢ von
n

n genau eine Unterguppe mit | < Jﬁ( > =%

Der Hauptsatz der Galois-Theorie liefert eine bijektive Korrespondenz zwischen den Un-
tergruppen der Galoisgruppe und den Zwischenkorpern einer Galoiserweiterung. _

Fiir jede Untergruppe < o% > der Automorphismengruppe von K ist demnach K <%k~
ein Zwischenkorper von K : P und zu jedem Teiler ¢ von n existiert genau ein Un-
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terkorper.
Wir miissen noch zeigen, dass die Unterkérper genau p* Elemente haben.
K<9k> ist ein Zwischenkorper der Kérpererweiterung K : P. Nach Bemerkung 6.1 gilt

= (char (K))K~7<>:P]

fiir endliche Koérper und ihre Primkorper ‘K <ok>

Wir suchen also den Grad der Kérpererweiterung K <0x> : P.
Mit dem Gradsatz erhalten wir

[K : P] B n B
K :K<ox>] [<ol>|

[K<°k>: P] =

=3 3
Il
-

Damit folgt ‘K<U§<>‘ = (char(K))[K<0}(>¢P} —
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7 Irreduzible Polynome iiber endlichen Kérpern

In diesem Vortrag wird die Anzahl der irreduziblen normierten Polynome eines bestimm-
ten Grades iiber einem endlichen Koérper bestimmt. Damit kann gezeigt werden, dass
es irreduzible Polynome beliebigen Grades iiber einem endlichen Koérper gibt. Dies hat
zur Folge, dass zu einer beliebigen Primzahlpotenz p" ein Koérper mit p™ Elementen
konstruiert werden kann.

7.1 Satz Ist K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und ist f ein irreduzibles Polynom
vom Grade n iiber K, so ist f genau dann ein Teiler von T4 — T, wenn n ein Teiler von
s ist.

Beweis: ”<=“ Es wird durch Induktion nach i gezeigt, dass f ein Teiler von 79" — T
fiir alle 7 € N ist:

(IA)i=1 L:=K[T]/(f)ist ein Kérper mit ¢" Elementen. Es ist f([T] ) = [f] ) =
0, so dass [T} € L eine Nullstelle von f ist. Weil nach 6.4(3) alle Elemente von L
Nullstellen des Polynoms 79" — T sind, haben f und 79" — T eine gemeinsame Nullstelle
in L. Nach [1] Satz 3.19 existiert » € K [T] mit h := ggT(f,T9" —T). AuBerdem gibt es
Polynome w,v € K [T) mit h =w - f +v - (T? — T). Dann gilt

h([T](f)) = w([T](f)) : f([T](f)) + U([T](f)) : ([T]?}l) - [T](f)) =0,

d.h. h ist keine Einheit in K [T]. Da h|f gilt und f irreduzibel ist, folgt daraus h ~ f.
Somit ist f ein Teiler von 79" — T.
(IV) Fiir eine beliebige, aber feste natiirliche Zahl i sei die Behauptung richtig.

n(i+1) _

(IB) f ist ein Teiler von T T.
(IS) i —i+1
an(i+1) . T _ ani_qn . T _ ani_qn o an + an . T _ (anz . T)qn + an . T

n

Dabei beachte man dass g Potenz der Charakteristik von K ist, so dass 79" T =
(T9" —T)7" ist. Nach (IV) und (IA) teilt f die Polynome 79" —T und 79" — T'. Folglich

n(i+1)

ist f auch ein Teiler von T — T. Ist also n ein Teiler von s, so ist f ein Teiler von

T —T.

"—“ Es sei umgekehrt f ein Teiler von 79" —T'. Ferner sei s = un +r mit 0 < r < n.
Z.z.. =0, d.h. n|s. Aus

un—+r un
q

T - T =174" —T=T79"7 _ 7" 4 7" - T =(T9" —-T) +T7 - T
folgt dann, dass f auch ein Teiler von 79 — T ist.
m

Sei g = Z g;T" ein beliebiges Polynom iiber dem Korper K. Dann gilt

2:24 qa m qa m q"
g7 = (90 +> g@-Ti> = g8 + (Z g@-Ti> = g0+ <g1T +> giTi>
i1 i1 =2
m q"
= g0+ (aT)" + (Z gz'TZ) = =g+ aT" + @™ +. 4 g T
i—2

T N 2 T r
=90+ 0T + 92 (T) + ...+ g (T7)" =g (T7),
man beachte dabei, dass g eine Potenz der Charakteristik von K und wegen Lagrange
gl =g fiir g; € K Vi€ {0,1,...,m} ist. Also gilt g¢ = g(T?") fiir alle g € K [T].
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Da f das Polynom T7 — T teilt, ist [T9" —T] , = (0], dh. [T7] ;) = [T]).

Daer ist g1y = [97] (s = [9T)](p) = 9([T7] ) = 9(T)p)) = lolpy v alle
g € K[T], dh. [g ]( 1 — [9](s) = [0](y)- Somit sind alle Elemente aus L Nullstellen von

T? —T. Wegen ¢" < ¢" ist daher 79" — T das Nullpolynom, so dass ¢" = 1 und damit
r = 0 ist. Folglich ist n ein Teiler von s.

O

7.2 Satz Ist K ein endlicher Kérper mit q Elementen und ist f € K [T irreduzibel, so
ist f? kein Teiler von T9 — T fiir alle s € N.

Beweis: Angenommen fiir s € N gilt f2 | 79 — T. Dann gibt es g € K [T] mit
T — T = f%2g. In K gilt ¢° - 1x = Og, da g Potenz der Charakteristik von K ist. Ist D
die formale Differentiation in K [T] wie in 2.7, dann ist also D(f?g) = f?Dg+2gfDf =
f(fDg+2gDf) = ¢°TT ! —1 = —1, so dass f eine Einheit ist im Widerspruch zur
Irreduzibilitdt von f.

O

7.3 Satz Bezeichnet N, , die Anzahl der irreduziblen normierten Polynome vom Grade

n iiber einem Koérper K mit ¢ Elementen, so ist ¢" = Z dNg 4.
dln

Vorbemerkung: N, , ist eine endliche Zahl.

Beweis: Sei f; das Produkt iiber alle irreduziblen normierten Polynome vom Grade d

iitber K und f = H fa. Da jedes dieser Polynome irreduzibel und normiert ist, so sind
dln

sie paarweise teilerfremd. Nach 7.1 teilt jedes dieser Polynome das Polynom 79" — T.

Folglich wird 79" — T auch vom Polynom f geteilt. Dann gibt es ein Polynom h € K [T]

mit 79" — T = fh.

Annahme: h ist ein nicht-konstantes Polynom. Nach [1] Satz 3.27 148t sich h als Produkt
von irreduziblen Polynomen darstellen. Sei hy ein irreduzibler Faktor von h. Nach Satz
7.1 ist der Grad von hj ein Teiler von n. Damit ist hy ein Teiler von f. Folglich teilt h?
das Polynom 79" — T'. Dies ist ein Widerspruch zu 7.2.

Also ist h konstant. Da f und 79" — T normiert sind, ist h = 1, d.h. f = T9" —T. Daraus

folgt: ¢" = grad (an —T) = grad (f) = grad Hfd = Zgrad (fa) = Z dNgg4.
dln

dln din

Die folgenden Ergebnisse brauchen wir um die Anzahl der irreduziblen Polynome zu
bestimmen.

7.4 Lemma FEs sei R die Menge aller Abbildungen von N in R. Man definiert auf R
eine Multiplikation * durch

(f*g)(n Zf ):Zf(x)g<§> Vf,g€ R, ¥Yn € N.

Ty=n z|n

Versieht man R noch mit der punktweise definierten Addition, so wird R zu einem Ring.
Das Einselement ist die durch (1) =1 und e(n) = 0 fiir n > 1 definierte Abbildung ¢.
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Beweis: Die Addition auf R ist definiert durch (f + g)(n) = f(n) + g(n) Vf,g € R.
Zuerst zeigen wir, dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist.

0) Abgeschlossenheit  Seien f,g € R beliebig. Fiir alle n € N gilt (f + g)(n) =

f(n)+ g(n). Damit ist f 4 g eine Abbildung von N in R, d.h. f + g € R.

—_—

ceR
1) Assoziatives Gesetz  Seien f,g,h € R beliebig. Es gilt

((f +9) +h)(m) = (f +g)(n) + h(n) = (f(n) + g(n)) + h(n) = F(n) + (g(n) + h(n))
— [0+ (g+h)m) = (f + (g+ W)(n) ¥neN.

Alsoist (f+g)+h=f+(g+h).
2) Kommutatives Gesetz Seien f,g € R beliebig. Es gilt (f + g)(n) = f(n) + g(n) =
gn)+ f(n)=(9+ f)(n) Vn € N.Damit ist f+g=g+ f.
3) Existenz eines Nullelementes Die Nullabbildung o € R ist definiert durch o(n) =0
fiir alle n € IN. Sei jetzt f € R beliebig. Esist (f+0)(n) = f(n)+o(n) = f(n) VYn € N.
Also gilt f+ 0= f, d.h. 0 € R ist das Nullelement in R.
4) Ezistenz von negativen Elementen Sei f € R beliebig. Die Abbildung —f € R ist
definiert durch (—f)(n) = —f(n) Vn € N. Dann gilt (f+(—f))(n) = f(n)+(—=f)(n) =
fn)+(=f(n)) =0=o0(n) VneN. Alsoist f+(—f) = o0, d.h. —f ist das Negative zu
/.

Nun zeigen wir, dass (R, %) eine kommutative Halbgruppe mit einem neutralen Ele-
ment ist.
0) Abgeschlossenheit Seien f,g € R beliebig. Fiir alle n € N gilt (f * g)(n) =

Z flx . Damit ist f % g eine Abbildung von N in R, d.h. fxg € R.

TY=n

€R
1) Assoziatives Gesetz Seien f,g,h € R beliebig. Es gilt

((fxg)xh)(n) = D (frg)(@)h(y) = > (Z f(m )h(y) = Y fim)g(k)h(y)

TY=n ry=n \mk=zx mky=n

=) (Z f(m)g(k)h(y)) =) (f(m) > g(k)h(y)>
ms=n \ ky=s ms=n ky=s

Z f(m)(g=h)(s) = (f*(g*h))(n) VneN.
Damit ist (f *g) xh = fx(g*h).
2) Kommutatives Gesetz Seien f,g € R beliebig. Fiir alle n € N gilt (f % g)(n) =
. F@gw) = > 9w f(z) = (g% f)(n). Alsoist f+g=gxf.
TYy=n yr=n
3) Euxistenz eines Einselementes Sei f € R beliebig. Es gilt Z f(@)e(y) = f(n)e(l) =
TYy=n
f(n) ¥n e N. Also ist fxe = f, d.h. € ist Einselement in R.
Es bleibt noch zu zeigen, dass in R die distributiven Gesetze gelten.
Seien f,g,h E R beliebig. Fur alle n E N gilt

(f*(g+h)n) = > f@)(g+h) Z fx + h(y))
TY=n :vy n
=Y (f(@)g(y) + f(@)h(y)) = Z f(@)g Z F@)h(y) = (f = g)(n) + (f = h)(n).

Somit ist f* (g+ h) = (f xg) + (f * h). Ferner gilt auch (g+h)xf=f*x(g+h) =
(f+xg)+ (fxh)=(g*f)+ (h*f), da R kommutativ bzgl. * ist.
O
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7.5 Bemerkung Die Abbildung j € R sei definiert durch j(n) =1 ¥n € N. Dann gilt
(G * f)(n Z fd) VfeR

Beweis: Sei f € R beliebig. Dann gilt

G )= G(s)f(d)=>_ f(d)

ds=n din

O

7.6 Definition FEine natiirliche Zahl n heifit quadratfrei, falls fiir alle Primzahlen p gilt,
dass p* kein Teiler von n ist.

7.7 Bezeichnung Mit «(n) bezeichnet man die Anzahl der Primteiler von n.

7.8 Definition Die Funktion p € R sei definiert durch

(n) = (=1)*™) | falls n quadratfrei
. - 0 , falls n nicht quadratfrei.

u heifit die Mdébiusfunktion.
7.9 Satz Esgilt pxj=e.

Beweis: Es ist

(o 3)(1) = p(d) = ()W = (-1)° =1=¢(1).

d/1

Sind m und n teilerfremde natiirliche Zahlen, so folgt aus dem Satz von der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung, dass

{de | d,e € N, dm, eln} ={f | f €N, flmn}
ist. Da m und n teilerfremd sind, so ist gg7'(d,e) = 1. Dann gilt
p(de) = (1)) = (~1)°D4) = (1) (1)) = () - fe).

Somit ist
(s f)(mn) = > p(f) =D wlde) => > u(d)-ple) = [ D nuld) |- [ D nle)
flmn delmn dlm eln dlm eln
= [(u# ) (m)] [(u+ 5)(n)]
Es sei jetzt 1 < n € N und p ein Primteiler von n. Ferner sei n = p'm mit
ggT(p, ) = 1. Dann ist also (u *7)(n) = [(u*5)(0")] [(1 * 5)(m)]. Wegen
(= 7)( Z,u +u(p) =1—1=0ist daher (ux*j)(n) =0 = (n). Folglich

klp*
ist (u*j)(n) =¢e(n) Vne N, dh. pxj=ce.
(]

Der folgende Satz wurde fiir den Fall, dass g eine Primzahl ist, schon von R. Dedekind
im Jahr 1857 bewiesen.
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7.10 Satz Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Ferner sei n eine natiirliche

Zahl und p1, pa, ..., pm seien alle Primteiler von n. Ist I C {1,2,...,m} eine beliebige Teil-

menge, so setzt man n(I) =n H p[l. Ist dann wieder N, , die Anzahl der irreduziblen
el

normierten Polynome vom Grade n iiber K, so ist

= n—lz lgnn),

wobei die Summe iiber alle Teilmengen I C {1,2,...,m} zu erstrecken ist.

Beweis: Definiere F,G € R durch F'(n) = ¢" und G(n) = n- N, , fiir alle n € N. Es

gilt F'=j G, denn es ist (j *G)(n 7526‘ Zk-qu@q”—F(n) vn € N.

Daraus folgtG:e*GLg(,u*j)*G:,u*(j*G):,u*F. Dann ist

NNy = Gln) = (ux F)(n) = 3 u(d)F(e) = Y p(@d)F (5).

de=n din

Da fiir jeden nicht quadratfreien Teiler d von n p (d) = 0 gilt, miissen wir also nur iiber
die quadratfreie Teiler von n summieren.

Ist d ein quadratfreier Teiler von n, so ist d = pﬁl ooptmomit t; € {0,1} Vie {1,...,m}.
Sei die Menge I = {ie {1,...,m} |t; =1} C {1,...,m}. Dann ist a(d) = |I| und
& =n(I). Damit gilt

nNug= . P (5)= Y (~)gt = 3~

d|n d|n Ig{LQ,...,m}
d quadratfrei d quadratfrei

Daraus folgt die Behauptung.

7.11 Beispiele
Wir bestimmen die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grade 9 und 12 iiber dem

Korper Zs.
1
No3 = 5((—1)0 394 (=)' 3%) = 2184.

Dann ist die Anzahl aller irreduziblen Polynome vom Grade 9 iiber Zs gleich 2 - 2184 =
4368. Insgesamt gibt es 2-3° = 39366 Polynome vom Grade 9 iiber Zs. Also ist ungefihr
ein Neuntel aller Polynome vom Grade 9 irreduzibel iiber Zs.

1

Nig3 =

12((—1)0 B2 (=)t 30 4 (=)t -3t (—1)% - 32) = 44220.

Dann ist die Anzahl aller irreduziblen Polynome vom Grade 12 iiber Zs gleich 2-44220 =
88440. Insgesamt gibt es 2 - 312 = 1062882 Polynome vom Grade 12 iiber Zs. Also ist
ungefahr ein Zwolftel aller Polynome vom Grade 12 irreduzibel iiber Zs.

7.12 Korollar Ist K ein Kérper mit ¢ Elementen und ist n eine beliebige natiirliche
Zahl, so gibt es irreduzible Polynome vom Grade n iiber K.
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Beweis: Gibt es kein solches Polynom, so ist N, , = 0, d.h., es ist Z (—1)mq”(1) =
ICM
0, wobei M = {1,2,...,a(n)} ist. Dann ist ¢"*) Z(—l)mq"([)*"(M) = 0. Es folgt
ICM
Z (=)Hlgnt)=nM) — o da ¢"M) =£ 0 ist. Nun gilt n(I) > n(M), und n(I) = n(M)
ICM
genau dann, wenn I = M ist. Dann ist

S (1) Hlgn(D=n() | (_q)[Mlgn(d)=n(a) _ .
IcM

Daraus folgt Z(—l)mq"(l)_"(M) = — (=)™, Fiir I ¢ M gilt n(I) > n(M) und
IcM
somit n(I) —n(M) > 1. Dann ist

a3 (~1)l g0ty = (—p)e),

IcM

d.h., ¢ ist ein Teiler von (—1)0‘(") = =+1. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass ¢ eine
Primzahlpotenz ist. Also ist IV, 4 # 0.
O

7.13 Korollar Ist p eine Primzahl, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n € N einen
und bis auf Isomorphie auch nur einen Kérper mit p" Elementen.

Beweis: Wir setzen K = Z,. Nach 7.12 existiert ein Polynom f € Z, [T] vom Grade n,
das irreduzibel {iber Z, ist. Dann ist nach [1] Satz 3.37 Z, [T] /(f) ein Kérper mit p™
Elementen und nach 6.10(3) sind je zwei Kérper mit p™ Elementen isomorph.

O
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8 Ein Satz von Wedderburn

Ziel dieser Ausarbeitung soll es sein, den 1905 aufgestellten Satz von Wedderburn zu
beweisen, der besagt, dass endliche Schiefkérper kommutativ sind. Diesbeziiglich werden
zur Motivation einige veranschaulichende Beispiele vorausgeschickt, die bezeugen, dass
es sowohl abzéhlbar unendliche als auch tiberabziahlbar unendliche Schiefkérper gibt, die
nicht kommutativ sind.

8.1 Beispiel Sei K ein Zwischenkérper von Q und R. Dann ist

e {(52)

ein nicht kommutativer Schiefkérper. Fiir K = Q ist Mg abzédhlbar unendlich. Fiir
K =R ist My iiberabzidhlbar unendlich.

a,be K [’L]} - MQ(C)

Beweis: Im Folgenden ist zu zeigen: M ist ein nicht kommutativer Schiefkorper.
Es folgt leicht, dafl Mg eine Untergruppe von (Ms(C), +) ist.
Offensichtlich ist M g abgeschlossen bzgl. der Matrixmultiplikation, denn es gilt:

b . d\ ac—bd ad+ be
-b a —d ¢ ) \ —bc—ad —-bd+ac )’

wobei (ac — bd) = ac — bd = —bd + @c und —(ad + bc) = —ad — be.

S e
ISHNe

Nun ist zu zeigen, dass M \ {0} beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist.
Fir A € Mg gilt

det(A) = |a|* + > €R und A #0 < det(A) # 0.

Also: A, B € Mg \{0} = det(AB) = det(A) det(B) # 0 und damit AB € Mg\ {0}.
Wegen Mg C My(C) gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation.
Ferner ist < (1) (1) ) € Mg \ {0} Einselement beziiglich der Multiplikation.

Sei A € Mg \ {0}. Dann gilt

L1 (a —b
=g lh ) emeon

Desweiteren gelten die distributiven Gesetze.

Abschlieflend wird gezeigt, dafl die Matrixmultiplikation auf M g nicht kommutativ ist:
i 0 (0 =17 _ 0 —i
0 —i 10 =i 0
0 -1\ (¢ 0 \_(0u
1 0 0 —i ) \ i 0)°
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8.2 Definition und Satz Der Schiefkérper

ve=q( 5 a)

heifit Quaternionenschiefkérper und wird mit H bezeichnet.
Die Elemente von H heiflen Quaternionen. Fiir die Elemente

10 . i 0 . 0 -1 0 —i .
e.-(o 1>,z.—<0 —i)’J'_<1 O)’k'_<—i 0>€Hg1lt.

a) {e,i,j,k} ist eine Basis von H iiber R.

a,be(C}

b) Es gilt
i?=2 =k =ijk=—e¢

ij=—ji=k , ik=—ki=—j , jk=—kj=1i.

c) Q:={+e,—e,+i,—i,+J,—j,+k,—k} ist eine nicht abelsche Untergruppe von (H*, -).
(Q heiBt Quaternionengruppe).

d) Bezeichnet Im H den von i, j, k erzeugten Unterraum von H, so gilt

2% € Re fiir alle z € Im H.

e) Fiir jede Quaternion x = ae + bi + c¢j + dk € H gilt:

2% = 20z — (a® + b* + & + dP)e.

Beweis:
a) Offensichtlich sind e, i, 7, k linear unabhéingig. Es bleibt zu zeigen e, i, j, k bilden ein
Erzeugendensystem. Diesbeziiglich muss gelten:

(12) =3 D)a(s ) (3 2)e( 2 0)

_ a+ i —y—di

- Ny—06i a—pFi )7
Da fiir a = v + Bi gilt @ = a — B und fiir b = —(y — §i) gilt —b = v — i, gilt obrige
Aussage nach Definition von @ und b.

b) Alle Aussagen sind leicht nachzurechnen.

c) Nach (8.2 b) ist klar, dass die Multiplikation abgeschlossen und offensichtlich nicht

.. . . 0
kommutativ ist. Des weiteren ist ey = < 0 1 > € Q und
el=e, —el=—e,il=—i, —i =i, i =), T =g, KT =k
sowie — k7l =k,

Damit ist @ abgeschlossen beziiglich Inversenbildung und erfiillt die Eigenschaften einer
Untergruppe.
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d) Sei z € Im H, dann gilt = bi 4+ ¢j + dk mit b,c,d € R. Dies liefert

22 = (bi+cj+ dk)?
b2 2 4% % +d® k® +4bcij + bdik + cbji +cdjk + dbki + dckj
v +c” )7+ +bciy + 0drk + cOj1 +cdjk + Az—i— cky
—e —e —e —bcij —bdik gk
= e(-b* - - d?)

Da b,c,d € R ist auch (—b% — ¢ — d?) € R.
e) Seiz =ae+ bi+ cj+ dk mit a,b,c,d € R. Dann gilt

22 = (ae)® + (0i)? + (¢j)* + (dk)? + abi + acj + adk + bai + caj + dak + beij

+bdik + cbji + cdjk + dbki + dckj
= da®e — b%e — Pe — de + 2abi + 2acj + 2adk
2abi + 2acj + 2adk + 2a%e — a’e — b%e — c*e — d2e
2a(ae + bi + cj + dk) — e(a® +b* + & + d?)
= 2az —e(a® +0*+ 2 +d%

O

8.3 Exkurs (Konsequenzen aus der Nichtkommutativitdt von H) Wie in (8.2) gezeigt,
handelt es sich bei H um einen Schiefkérper. Offensichtlich ist H nicht kommutativ.
Dies hat ungewohnte Konsequenzen. So wurden beispielsweise Polynome in Bezug auf
unseren bisherigen Wissenstand lediglich auf kommutativen Hintergriinden betrachtet.
An dieser Stelle stellt sich die Frage: Kénnen Polynome iiber Schiefkérpern betrachtet
werden, und welche Folgen kann das Fehlen der Nichtkommutativitédt haben. Die folgen-
den Punkte sollen diesbeziiglich einen kleinen Einblick geben.

a) Polynome kénnen nicht in gewohnter Art und Weise faktorisiert werden.
Seien x,y € H. Dann gilt (T — 2)(T —y) =T? —aT — Ty +xy # T? — (x +y)T + xy.

b) Polynome koénnen mehr Nullstellen haben, als ihr Grad ist. T? + e = 0 wird offen-

sichtlich erfiillt von i, —i, j, —j, k, —k. Das Polynom f := T?+e hat folglich mindestens 6

Nulistellen. Nach (8.2 d) hat f sogar unendlich viele Nullstellen, denn fiir jedes u € Im H

mit Linge 1 gilt u?> = — (b®> + 2 +d?) = e = —e. Damit erfiillt jedes u obige Glei-
—_———

chung und es ist gezeigt, das Po];lfnom f hat unendlich viele Nullstellen. Nun ist nach
bisheriger Kenntnis ein Polynom iiber einem kommutativen Kérper mit unendlich vie-
len Nullstellen das Nullpolynom. f jedoch ist offensichtlich nicht das Nullpolynom. Ein
erster Widerspruch wird deutlich.

c) Es gibt kubische Polynome, die von allen Quaternionen anulliert werden. Auch
dieses Beispiel spiegelt das in b) angesprochene Problem. Sei g := T?iTi + iT?*T —
iTiT? — TiT?i. Nach Voraussetzung wird das Polynom iiber einem nichtkommutati-
ven Schiefkérper betrachtet. In Folge dessen handelt es sich offensichtlich nicht um das
Nullpolynom. Einsetzen einer beliebigen Quaternion x, die nach (8.2 e) der Gleichung
22 = ax + PBe geniigt, annulliert g jedoch. Gleichzeitig verdeutlicht sich an diesem Bei-
spiel ein Problem in Bezug auf die Begriftbestimmung des Grades von Polynomen. Im
urspriinglichen Sinn wurde der Grad eines Polynoms verstanden als die héchste Potenz
desselben. Da die hier gewédhlte Multiplikation nicht kommutativ ist, miisste man von
einem Polynom zweiten Gerades sprechen, obwohl man es eher als ein Polynom dritten

Gerades auffassen wiirde.
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d) Determinaten konnen nicht sinnvoll in herkémmlicher Weise definiert werden.
Betrachtet man zwei Moglichkeiten der Definition der Determinante:

det a b =ad —bec oder det a b = ad — cb.
c d c d

Im Folgenden wird jeweils ein Beispiel angefiihrt. Im ersten Fall erhilt man

(A W
det(i j>—’Lj ji = 2k.

(A
det| . . | =1j—ji=2k.
(5 8)=i-g

Nach Definition der Determinante ist diese jedoch alternierend, das heifit: Hat eine
Matrix gleiche Zeilen bzw. Spalten, so ist ihre Determinante Null. In beiden Féllen
jedoch ist 2k offensichtlich von Null verschieden.

Der zweite Fall liefert

8.4 Definition Sei G eine Gruppe, x,y € G. x heifit konjugiert zu y (in Zeichen x ~ y)

wenn es ein g € G gibt mit y = g~ lxg.

K(z) = {g 'zglg € G}

bezeichnet die Menge der zu x konjugierten Elemente. C(z) heifit Konjugationsklasse von x.

8.5 Bemerkung Die Konjugation ist eine Aquivalenzrelation auf der Gruppe G.

Beweis: Es muss gezeigt werden, dass die Konjugation reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv ist.
Reflexiblitét: a ~ a, da a = e Lae.
Symmetrisch: a ~ b < a =g lbg < b=gag~'. Da (g71)~! = g folgt b ~ a.
Transitiv: Sei @ ~ b und b ~ ¢. Dann gilt @ = g~ 'bg und b = G~ 'cg. Einsetzen liefert
a=g"'5" cgg = (§9)"'c(gg). Daraus folgt a ~ c.

O

8.6 Definition Sei G eine Gruppe, g € G. Dann heif3t
Ca(g) :={z|x € G,xg = gz}

der Zentralisator von g in G.

8.7 Bemerkung Cg(g) ist eine Untergruppe von G.

Beweis: Klar ist, dass e € Cg(g), da eg = ge fiir alle g € G.
Des Weiteren muss gelten:
Fiir y, z € Ca(g) folgt yz € Ca(g). Es gilt (y2)g = y(29) = (y9)z = 9(yz) = yz € Ca(9)-
AuBerdem muss gelten, aus = € Ca(g) folgt 27! € Cs(g). Aus xg = gz folgt
g=a"lgr & gzl =27 lg & 27lg = gz~!. Daraus folgt 7! € Cg(g). Damit ist
gezeigt, Ca(g) ist Untergruppe von G.

U
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8.8 Definition Sei G eine Gruppe. Dann heifit

2(@) = () Calg)

geG

das Zentrum von G.

8.9 Lemma Fiir x € G gilt

a)
Z(GQ) ={z|zr € G, gz = zg fiir alle g € G}.

b)
K(z)] =1 2 € 2(G).

Beweis:

a) Kklar

b) Sei z € Z(G). Dann gilt g = gz fir alle g € G < g~
{z} ={97'2g| g€ G} & {2} = K(z) & |K(z)| = L.

lgg =z firalle g € G <

O

8.10 Definition Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G und G/H die Menge
der Rechtsnebenklassen von G bzgl. H. Dann heifit
(G:H):=|G/H|

der Index von H in G.

8.11 Lemma Sei G eine endliche Gruppe, S sei eine Konjugationsklasse.
Fiir g € S gilt
18| = (G : Calg)),

d.h. es gibt genausoviele zu g konjugierte Elemente wie Rechtsnebenklassen von G bzgl.

Cal(g)-

Beweis: Um die Elementzahl von S zu bestimmen, muss iiberlegt werden, wann zwei
zueinander konjugierte Elemente gleich sind. Seien z,y € G, dann gilt

s lgr =y gy s yrlg=gyr ! ©yrt € Calg) & y € Calg)r.

Da Nebenklassen entweder gleich oder disjunkt sind, ist Cg(g)z = Cg(g)y. Demnach sind
zwei zueinander konjugierte Elemente genau dann gleich, wenn ihre Rechtsnebenklassen
gleich sind. Es gibt also genau so viele zu g konjugierte Elemente, wie Rechtsnebenklassen
von G beziiglich Cq(g), d.h. |S| = (G : Ca(g)).

O

8.12 Satz (Die Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe. S1, ..., Sy, seien sdmtliche
Konjugationsklassen mit mehr als einem Element. Fiir g; € S;,i = 1,...,n gilt:

Gl = 2(G)| + ) (G : Calg)).

i=1
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Beweis: Sei V := {g1,92,...,94} ein vollstindiges Vertretersystem beziiglich Konjuga-
tion in G. Wihle n € N so, dass {g1,...,9n} ¢ Z2(G) und {gn+1,...,94} € Z(G). Da die
Konjugation nach (8.5) eine Aquivalenzrelation ist, ist G’ die disjunkte Vereinigung ihrer

Aquivalenzklassen. Es gilt
d

G=J K@)
i=1

Nach (8.9) besteht Z(G) aus denjenigen Elementen, deren Konjugationsklassen einele-
mentig sind, woraus folgt

n n

G=ZG)U({JK(g) =2 u(l S

i=1 i=1
Da es sich in beiden Fillen um disjunkte Vereinigungen handelt, ergibt die Betrachtung
der Elementzahlen

Gl = Z(@)] + || Sil = 2@+ |Sil-
i=1 i=1

n

Nach (8.11) gilt |S| = (G : Ca(g)) und es folgt |G| = |Z(G)| + > (G : Ca(9:)).

=1

8.13 Hilfsatz (iiber Teilbarkeit) Es seien q,m,n € N. Ferner sei ¢ > 1.
Genau dann ist ¢"* — 1 ein Teiler von ¢ — 1, wenn m ein Teiler von n ist.

Beweis: 7 <=7 Im Folgenden wird gezeigt, aus m teilt n folgt ¢™ — 1 teilt ¢" — 1. Aus
m|n folgt n = ms fiir s € N. Einsetzen von ms fiir n liefert

ms _ 1

q
gm—1"

Durch Anwenden der geometrischen Summenformel erhélt man

s—1

¢ =1=(" -1 ",

i=0
woraus ¢ — 1]¢" — 1 folgt.
7 = 7 Nun gelte ¢"* — 1|¢" — 1. Im Folgenden ist zu zeigen m|n. Der Beweis wird durch
Widerspruch gefiihrt. Dazu nehmen wir an, dass m [ n gilt. Dann folgt n = ms + r mit

0 <r < m. Ziel wird sein, zu zeigen, dass gilt » = 0, woraus n = ms und m|n folgt.
Weise zuerst folgende Behauptung nach:

q"—=1]¢"—1—q"(¢"™ —1).

Nach Vorraussetzung gilt ¢™ — 1|¢"™ — 1. Falls (¢™ — 1) auch (¢ — 1) teilt, so teilt
(¢™ — 1) den gesamten Ausdruck nach Teilbarkeitsregeln.

Es geniigt zu zeigen ¢™ — 1|¢™° — 1. Es gilt ¢"* — 1 = ¢™ — 1. Ein Anwenden der
Binomischen Formel a” — b = (a —b) - ("' 4+ a" " 2b+ a7 3b% + - - - + b" ! liefert

S
¢ =1=(" =) (e ) =@ - D)) T EN,
i=1
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woraus ¢ — 1|¢"™* — 1 folgt. Damit gilt nach obigen Ausfiihrungen

= q"‘—l

Durch Auflgsen der Klammern und Vereinfachen erhélt man ¢" —1—¢"(¢™*—1) = ¢"—1,
und es folgt
q" -1 -1 = ¢"-1<q"-1.

Aus 0 < r < m lasst sich jedoch folgern
gt —-1>4q"—1.

Dieser Widerspruch liefert » = 0, woraus n = ms folgt, d.h. m|n.

8.14 Definition Sei K ein Schiefkorper. Fiir a € K heifit
C(a) = {z|xr € K,za = ax}

der Zentralisator von a in K.

8.15 Bemerkung C(a) ist ein Unterkérper von K.

Beweis: Im Folgenden ist zu zeigen 1x € C(a), C(a) ist abgeschlossen beziiglich Multi-
plikation, Subtrakion und der Bildung von Inversen.

1k € C(a), da 1ga = a = alk.
Seien z,y € C(a). Dann gilt (z — y)a = za —ya = ax —ay = a(x —y) = (x —y) € C(a).
Des Weiteren gilt (zy)a = z(ya) = z(ay) = (za)y = a(zy) = (zy) € C(a).

Sei y € C(a),y # 0, dann folgt ya = ay < ay~! = y~'a. Damit gilt y~! € C(a).

8.16 Definition Sei K ein Schiefkérper. Dann heifit

Z(K):= () Cla)

aceK

das Zentrum von K.

8.17 Bemerkung Z(K) ist ein Unterkérper von K.

Beweis: Nach (2.5) des Algebra-Skripts gilt, der Durchschnitt eines beliebigen Systems
von Unterkorpern ist wieder ein Unterkorper.

O

8.18 Hilfsatz Ist m ein Teiler von n mit m < n, so gibt es ein g € Z[T] mit
(T —1)-g=(T" -1).

Ferner ist ®,, ein Teiler von g € Z[T].
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Beweis: Nach (5.10.2) gilt

T"—1:H<I>d:(1>n- H P,
d|

d|n
o<d 0<d<n

Sei im Folgenden {dj,...,d,} die Menge der von n verschiedenen Teiler von n .

T"—1=®, - @4 - Pg, ... - Pg,_, - Py, - Pg,, - - Py,
DaT% —1=%, - [[ &, gilt
0d e,
T4 — 1
Tn—lzq)n'q)dl 'q)dg "“'q)di—l .Hiq)f.q)di'Fl . ..'(I)dr.
fld;
0< f<d;

f|d; und d;|n, woraus folgt f|n. Infolgedessen ldsst sich der Nenner des Bruches vollstéindig
wegkiirzen und man erhélt

" —1=(T% - 1)g - ®,,
S——
=g

wobei g das Produkt iiber die iibrig gebliebenen Kreisteilungspolynome ist. Da Kreis-
teilungspolynome ganzzahlige Koeffizienten haben folgt g € Z[T| und daraus g € Z[T.
Fiir d; = m erhélt man 7" — 1 = (T™ — 1)g mit g € Z[T]. Des Weiteren gilt ®,|g, da
g=®,-gmit g € Z[T].

O

8.19 Satz (von Wedderburn, 1905) Jeder endliche Schiefkérper ist kommutativ.
Beweis: Der im Folgenden dargestellte Beweis stammt von E. Witt aus dem Jahr 1931
und wird durch Widerspruch gefiihrt.

Annahme: Es gibt einen nichtkommutativen, endlichen Schiefkérper K .

Dann ist Z(K) ein Unterkorper und hat mindestens zwei Elemente. Nach Annahme gilt
aufferdem: K ist nicht kommutativ, d.h. Z(K) C K, mit Z(K) # K. Demnach lisst
sich folgende Ungleichung aufstellen:

1 <|Z(K)|:=q<|K| mit ¢>2.

Z(K) ist ein kommutativer Unterkérper von K. Betrachte im Folgenden K als Vektor-
raum iiber Z(K). Es gilt

dimzgy K = [K : Z(K)] =:n mit n>1.
Hieraus folgt K = Z(K)". Betrachtet man die Elementzahlen, so erhélt man
K| = |2(K)"| = [2(K)[" = ¢".

Um im weiteren Verlauf (8.11) und (8.12) anwenden zu koénnen, betrachte (K™, -), die
multiplikative Gruppe von K.
Seien 51, ..., S; die Konjugationsklassen von K* mit mehr als einem Element. Sei a; € S;.
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Bestimme im Folgenden die Ordnung des Zentralisators C(a;). Z(K) ist kommutativer
Unterkorper von C(a;). C(a;) ldsst sich demnach als Vektorraum tiber Z(K') betrachten.
Es gilt

dimz gy C(a;) = [C(a;) : Z(K)] =:m; fiir m; € N.

Demnach gilt C(a;) = Z(K)™. Betrachtet man die Elementzahlen, so erhélt man
[Clai)| = [Z(K)™ | = [Z(K)[™ = ¢™.
Fiir a; # 0 ist offenbar C(a;)* = Cx+(a;). Mit Anwendung obiger Ergebnisse gilt ferner

IC(a;)*] = q™ — 1, sowie |K*| = ¢™ — 1. Nach (8.7) ist C(a;)* Untergruppe von K* und
es folgt mit Anwendung von (8.11)

K* n_q
KT _ a eN (da|S;| € N).

|Sz| = (K* C(al)*) = |C(az)*| - qgmi — 1

Folglich ist ¢ — 1 ein Teiler von ¢"™ — 1, wobei ¢,m;,n € N mit ¢ > 2 gilt. Mit
Anwendung von (8.13) folgt m;|n mit m; < n. Im Folgenden wird gezeigt, dass m; < n
fiir alle 1 = 1,..., ¢ gilt.

Annahme: Sei m; = n fiir ein i € {1, ...,¢}. Dann folgt

|IK*|=q¢"—1=|C(a;)"| = C(a;)" = K~.

Demnach kommutiert jedes Element aus K* mit a; € S;. Dann kommutiert auch jedes
a; € S; mit jedem Element aus K*, woraus folgt a; € Z(K*). Mit Anwendung von (8.9)
ist |.S;| = 1. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der Konjugationsklasse .S;. Demnach gilt
m;|n mit m; < n.

Betrachte die Klassengleichung (8.12). Es gilt:

K| = [Z(K)| + ) (K Cla)").

i=1

Einsetzen der oben bestimmten Beziehungen liefert

Im Folgenden wird auf Kreisteilungspolynome zuriickgegriffen und gezeigt, dass ®,(q)
q" — 1 und die Summe teilt. Anschliefend folgt nach Teilbarkeitsregeln ®,,(q)|q — 1.

Zeige @, (q)|¢™ — 1. Nach (5.10.2) gilt

Einsetzen von ¢ liefert

Oé%Zn
Da Kreisteilungspolynome ganzzahlige Koeffizienten haben, gilt ¢" — 1 € N, ®,,(¢) € Z
und H ®,(q) € Z, woraus folgt ®,,(q)|¢" — 1.
dl

n
0<d<n
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Nach (8.18) gilt des Weiteren fiir m;|n mit m; < n:
Es gibt ein g € Z[T] mit (7™ —1)g = (T — 1) und g = ®,, - g mit g € Z[T.

(T —1)- @, -g=(T"—1).
Einsetzen von g liefert (¢ — 1) - ®,(q) - g(q) = ¢" — 1, woraus folgt

g" -1
qgmi—1

(I)n(Q) ’

(¢) = = |Sil e N.

@

Da Kreisteilungspolynome ganzzahlige Koeffizienten haben, gilt ®,,(¢), §(q) € Z, woraus

n t n
folgt ,,(¢)|-o——, und damit ,,(g)| > L.
q i=1

-1

Damit folgt aus (%) ®,(¢)|¢ — 1 und somit

(%) [@n(g)] < ¢ —1.

Dies wird zum Wiederspruch gefiihrt.

Es ist
®u(q) = [J(a— ),
A

wobei A alle primitiven n-ten Einheitswurzeln durchlduft. Nach (5.10.1) ist
grad(®,,) = ¢(n).

Da n > 1ist, ist X\ # 1.

Desweiteren ist A = a + bi mit a,b € R und es gilt 1 = |\|?> = a? + b%.

Esist = A?=|¢g—a—bi>=(¢—a)?+b>=¢>—2 2+ b folgt
S 18 \q ‘ \q a Z’ (g —a)*+ q qa—i—a—i; , woraus folg

lg— A? =¢* —2qa + 1.
Da A # 1 ist, ist a < 1. Dies liefert folgende Abschitzung
=N’ =¢*—2qa+1>¢*—2¢+1=(¢g—1)>2%

Da g > 2 ist, ist (¢ — 1) > 0 und es folgt |¢ — A\| > ¢ — 1. Also

@@ = [[la—-A>TJla-D=(@- D™ >q-1, da g—1>1.
A A

Zusammenfassend gilt |®,,(¢)| > ¢ — 1 im Widerspruch zur vorherigen Aussage
|, (q)] < q—1 (vergleiche (xx)).

Also ist jeder endliche Schiefkdrper kommutativ.
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9 Endlichdimensionale reelle Algebren

9.1 Definition a) Eine (reelle) Algebra (oder auch R—-Algebra) A ist ein R—Vektorraum,
auf dem eine RR—bilineare Multiplikation

AxA— A, (z,y)r—x-y (= 2y)
definiert ist.
b) Eine reelle Algebra A heifit assoziativ, wenn die Multiplikation assoziativ ist.
c) Eine reelle Algebra A heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.
d) e € A heifit Einselement der Algebra, wenn z-e =z = e - x fiir alle x € A gilt.
e) dim A := dimg(.A) heift die Dimension der reellen Algebra A.
f) FEine reelle Algebra A heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle x,y € A gilt:
z-y=0 = z=0o0dery=0.
g) Eine reelle Algebra A heifit alternativ wenn fiir alle z,y € A gilt:

v(e-y) =2y und (z-y)-y=a-y?.

9.2 Bemerkung a) Bei einer reellen Algebra A treten insgesamt 5 Verkniipfungen
auf, die zum Teil mit denselben Symbolen bezeichnet werden: Die Kérperaddition und
—multiplikation auf IR, die Addition und die Skalarmultiplikation auf dem Vektorraum
A und die Multiplikation auf der Algebra A. Diese Verkniipfungen sind in vielfacher

Weise miteinander verzahnt, was durch die entsprechenden Korper—, Vektorraum— und
Algebraeigenschaften zum Ausdruck kommt.

b) Die R-Bilinearitéit der Multiplikation bedeutet in Formeln ausgedriickt:
(ax +By) -z =a(z-2)+ By - 2)
z-(ay+Pz) = afz-y) + Bz - 2)
Dies mu# fiir alle o, 8 € R und z,y, z € A gelten.
c) Aus b) folgt insbesondere a(x-y) = a(x-y) = z-(ay) firallea € Rundz,y € A.
d) Wenn eine Algebra ein Einselement besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt.

e) Die Eigenschaft “alternativ” ist eine Abschwéchung der Assoziativitét (ein besserer
Name wére wohl “halb—assoziativ”). Jede assoziative Algebra ist insbesondere alternativ.

f) Verallgemeinerung: An Stelle von R kann man allgemeiner auch einen beliebigen
Korper K nehmen. Ein K—Vektorraum mit einer K —bilinearen Multiplikation heiflt dann
eine K—Algebra.

9.3 Beispiele a) R und C sind kommutative und assoziative reelle Algebren mit Eins-
element. Beide sind nullteilerfrei und besitzen die Dimension 1 bzw. 2.

b) M,(R) und M, (C) sind assoziative Algebren mit Einselement, die fiir n > 2 nicht
kommutativ und nicht nullteilerfrei sind. dim M,,(R) = n? und dim M,,(C) = 2n?.

w
z
dimensionale, nullteilerfreie, assoziative und nichtkommutative IR—Algebra mit einem

FEinselement.

c) Der Schietkérper H = {<

_@Z ) ‘ w,z € C } der Quaternionen ist eine 4—

d) Es bezeichne x das &ulere Produkt (oder Vektorprodukt) auf dem Anschauungs-
raum R3. Aus der Linearen Algebra I ist bekannt, daB das &ufiere Produkt R-bilinear,

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
56



9. ENDLICHDIMENSIONALE REELLE ALGEBREN Christian Nelius

nicht assoziativ und antikommutativ ist (a X b = —b x a). Daraus folgt a x a = 0 fiir
alle a € R? . Folglich ist R?® eine nicht assoziative und nicht kommutative Algebra, die
auch nicht nullteilerfrei ist.

e) Es bezeichne Sym,(R) C M,,(R) den Unterraum der symmetrischen Matrizen. Eine
Multiplikation auf Sym,,(IR) sei definiert durch

A-B = %(AB +BA) (4, B € Sym, (R))

Man rechnet leicht nach, da8 Sym,,(IR)) eine endlichdimensionale kommutative Algebra
mit Einselement ist, die fiir n > 2 nicht assoziativ ist.

f) Jeder reelle Vektorraum V # 0 ldBt sich immer zu einer asoziativen und kommu-
tativen Algebra mit Eins machen: Wiéhle zu einem festen Vektor e € V einen Unter-
raum U C V mit V = Re ® U. Zwei Elemente x = ae +u , ' = de+u €V
(a,o/ € R,u,u € U) werden dann nach der Vorschrift

-2 = (ad)e+ au +d'u

multipliziert. Diese Multiplikation hat die gewiinschten Eigenschaften, insbesondere ist

e das FEinselement.

g) Ein beliebiger R—Vektorraum V' wird durch die Multiplikation = -y := 0 zu einer
trivialen Algebra.

h) Der Polynomring R[T] ist ein unendlichdimensionaler IR—Vektorraum. Die Poly-
nommultiplikation macht R[T] zu einer assoziativen, kommutativen und nullteilerfreien
Algebra mit Einselement (IR[T] ist Vektorraum und Integritétsbereich!).

9.4 Definition FEin Unterraum U einer IR—Algebra A heil3t eine IR—Unteralgebra von
A, wenn gilt:
x-yeU fiirallex,yeU.

«

9.5 Beispiele a) {( 3 _g > ‘ a,feR } C My(IR) ist eine 2—dimensionale Un-
teralgebra von Ma(IR) .
b) H ist eine 4-dimensionale Unteralgebra von My(C) .

c) Die Menge A,(R) der oberen Dreiecksmatrizen ist eine $n(n + 1)-dimensionale
Unteralgebra von M, (IR) .

d) Die Menge A, (C) der oberen Dreiecksmatrizen ist eine n(n + 1)-dimensionale Un-
teralgebra von M, (C).

9.6 Definition A und B seien reelle Algebren. Eine Abbildung f : A — B heifit ein
IR—-Algebrahomomorphismus, wenn gilt:

i) f ist R-linear
il) f(z-y)=f(z)- fly) firallexz,ye A.
9.7 Beispiele f:C — My(R) , a+if+— ( g _g > ist ein injektiver Algebra-

homomorphismus, d.h. C ist algebra—isomorph zu einer Unteralgebra von Ms(IR) .

b) Ist A eine Algebra mit Einselement e, so ist f : R — A | o — «e ein injektiver
Algebrahomomorphismus.

c) Ist A eine eindimensionale Algebra mit Einselement, so folgt A= R.
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9.8 Satz Jede eindimensionale reelle Algebra mit nichttrivialer Multiplikation besitzt
ein Einselement und ist isomorph zu R .

Die Algebren IR, C und H besitzen alle ein Einselement und sind Schiefkérper, d.h.
jedes Element # 0 besitzt ein multiplikatives Inverses. Wir wollen diese Figenschaft von
Algebren herausstellen, nehmen aber die Formulierung so vor, dafl wir nicht die Existenz
eines Einselementes voraussetzen miissen. Unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen
folgt diese aber automatisch.

9.9 Definition Fine reelle Algebra A # 0 heifit reelle Divisionsalgebra, wenn fiir
jedes a € A\ {0} die Gleichungen

ar=0b und ya=5b

fiir alle b € A eindeutig in A Iésbar sind.

9.10 Beispiele a) R und C sind Divisionsalgebren der Dimension 1 bzw. 2, die beide
assoziativ, kommutativ und nullteilerfrei sind und die ein Einselement besitzen.

b) H ist eine 4-dimensionale Divisionsalgebra, die nicht kommutativ ist.

c) M,(R) und M,(C) sind fiir n > 1 keine Divisionsalgebren.

d) Der Quotientenkérper IR(T') von RR[T] ist eine unendlichdimensionale reelle Divisi-
onsalgebra.

e) Jede Divisionsalgebra ist nullteilerfrei.
9.11 Lemma Jede alternative reelle Divisionsalgebra besitzt ein Einselement.

9.12 Satz Ist A eine assoziative reelle Divisionsalgebra, so ist (A\{0},-) eine Gruppe
und (A, +, ) somit ein Schiefkérper.

9.13 Bemerkung a) Der Beweis von (9.12) li8t sich auch rein gruppentheoretisch
ohne (9.11) beweisen. Es gilt ndmlich der folgende Satz:

Satz: G sei eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung x. Genau dann
ist (G, ) eine Gruppe, wenn gilt: Fiir beliebige a,b € G sind die Gleichungen a*x =b
und y*a=1>= in G losbar. (Beweis als Ubungsaufgabe!)

b) Eine assoziative reelle Divisionsalgebra A ist ein Schiefkérper und enthélt eine zu
R isomorphe Unteralgebra.

9.14 Satz Fiir eine endlichdimensionale reelle Algebra A sind folgende Aussagen dquivalent:
a) A ist eine Divisionsalgebra

b) A ist nullteilerfrei.

9.15 Satz Jede endlichdimensionale reelle Divisionsalgebra A mit Einselement, deren
Dimension eine ungerade Zahl ist, ist isomorph zu R..

Wir wollen uns jetzt kurz ein konstruktives Verfahren zur Bildung von reellen Alge-
bren anschauen.

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
58



9. ENDLICHDIMENSIONALE REELLE ALGEBREN Christian Nelius

9.16 Bemerkung Sei V' ein n—dimensionaler R—Vektorraum und {ey,es, ..., e,} eine
Basis von V . Eine Multiplikation ist eindeutig festgelegt, wenn man die n® Produkte

ep-er (Hv=12,...,n)

vorgibt. Die R—bilineare Multiplikation V xV —— V  ist dann durch die Vorschrift

n

n n
Ty = Z (apon)eye, fir x= Z aye, und y = Z a,e,

pr=1 p=1 v=1
definiert. Um dabei etwa e; zum Einselement zu machen, mufl man nur
ere, = e, =eye; (firallev=1,2,...,n)
setzen. Es gelten die beiden folgenden Sétze:

9.17 Satz Die oben definierte Algebra ist genau dann assoziativ (kommutativ), wenn
die Multiplikation der Basisvektoren assoziativ (kommutativ) ist.

9.18 Satz Ist W eine weitere reelle Algebra, so ist eine IR-lineare Abbildung f : V —
W genau dann ein Algebrahomomorphismus, wenn gilt:

fleper) = flen)f(e,) (fiiralle p,v=1,2,...,n)

9.19 Beispiel Wir betrachten die kanonische Basis {e1,es} von IR?, die aus den beiden
Einheitsvektoren e; := (1,0) und ez := (0,1) besteht. Fiir die Basisvektoren legen wir
die folgende Multiplikationstafel fest:

Die dadurch definierte Multiplikation auf R? ist nach den obigen Uberlegungen asso-
ziativ und kommutativ und besitzt e; als neutrales Element. Wir berechnen jetzt das
Produkt x - y fiir z = (a1,2) = age; +ages und y = (61,02) = Pier + Paes und
benutzen dabei die obige Multiplikationstafel der Basisvektoren .

-y = (arer+azez)(Brer + Paez)
= aifi(erer) + ar1fz(erez) + aafi(eze1) + azfBa(ezen)
= aifher) +aifher + azfres — azfaer
= (f1 — azf)er + (a1 + azfr)es
= (a1f1 — azf2 , a1f2 + azf)

Das Ergebnis entspricht genau der Multiplikation komplexer Zahlen, d.h. wir haben auf
diesem Wege aus R? den Korper der komplexen Zahlen gewonnen.

9.20 Beispiel Die Quaternionenalgebra H bzw IH

Sei {e1, ez, €e3,e4} die kanonische Basis von R*, die aus den Einheitsvektoren besteht.
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Eine Multiplikation auf R* wird entsprechend (9.16) auf dieser Basis durch die folgende

Tafel definiert:
€1 €9 €3 €4

€1] €1 €2 €3 €4
€2 | €2 —€1 €4 —€3
€3 | e3 —€e4 —e€1 €2

€4 | €4 €3 —€y —e€1

Dadurch wird R* zu einer reellen Algebra, die wir mit H bezeichen (Hamilton’sche Al-
gebra).

Es sei H der von den iiber R linear unabhéngigen Matrizen E := < (1) (1) ) , I =

1 0
0 — ’
0 -1 0 — )
J = < 1 0 ) , K = ( i 0 ) erzeugte reelle Unterraum von Ms(C). Expli-
zit ist H die folgende Menge:

H = {aE+pI+~J+0K|a,(,7,0 € R}

_ {(13 _£>‘w,zeC} C My (C)

Bezgl. der Matrizenaddition und —multiplikation ist IH ein nichtkommutativer Schiefkérper,
und damit eine nichtkommutative, assoziative reelle Divisionsalgebra (Quaternionenal-
gebra aus (8.1)) . Die Matrizenprodukte von je zwei Matrizen der Basis {E, I, J, K} sind
in der folgenden Tafel zusammengefafit:

E 1 J K

E\|FE 1 J K
I1\1 -E K —-J
J|J -K —-FE 1
K| K J -1 —-F

Die durch lineare Fortsetzung definierte R-lineare Abbildung
f:H—H

mit es— F |, eo— 1, e3— J |, e — K ist ein IR—Algebraisomorphismus nach
(9.16b), da sich die Basisvektoren aus der kanonischen Basis entsprechend multiplizieren
wie die Matrizen der Basis {FE,I,J, K} . Dieser Isomorphismus ermdéglicht es, in H
giiltige Rechenregeln nach H zu iibertragen. Da z.B. die Matrizenmultiplikation auf IH
bekanntermaflen assoziativ ist, 1483t sich sofort schlieen, daf3 auch die Multiplikation auf
‘H assoziativ ist. Dies erspart den recht langwierigen direkten Nachweis, daf3 die auf 'H
definierte Multiplikation assoziativ ist.

Es soll im folgenden auf zwei Punkte hingewiesen werden, die als Hilfsmittel fiir den
Beweis des Satzes von Frobenius wichtig sind.
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9.21 Bemerkung Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dafl jede quadratische Matrix
ihr charakteristisches Polynom erfiillt (Satz von Cayley—-Hamilton). Ist also py € C[T]
w —z

das charakteristische Polynom einer Matrix A = < S ) € H , so gilt pa(A) = O.

Fiir ps gilt
pa = T? — spur(A) T + det(A)

Nun ist spur(A) = 2R(w) € R und det(A4) = |w|? + |z|? € R, so daB sogar p4 € R[T]
richtig ist. Es folgt

O = pa(A) = A? —spur(A) A+ det(A)E

Damit gibt es zu jedem A € H Elemente o, 3 € R, fiir die gilt A?> — oA — E = O,
oder

A2 = aA+ BE.

Eine solche Algebra wird spéter als quadratisch bezeichnet, so daf3 wir sagen kénnen:

Satz: H ist eine quadratische Algebra.

9.22 Bemerkung IR: ist die Menge der rein—imaginéren Elemente von C , und es gilt
C=R1&R:.

Hier ist die Menge ImC := RRi sogar ein Unterraum von C, der sog. Imagindrraum
von C.
In der Quaternionenalgebra H gilt

H = IRey @ IReg @ IReg b IRey
=:ImH

Hierbei heifit ImH = RRes ® Res @ Rey der Imagindrraum von H , dessen Elemente
als rein—imaginér bezeichnet werden, also

H = Regy ® ImH

Im™H 148t sich auch basis—unabhéngig definieren. Nach (8.1e) gilt fiir ein Element x =
aey + Peg +ve3 +des € H

2?2 = 207 — (&® + B +72+6%)e; .

Wegen x € InH <= « =0 folgt © = 0 oder x ¢ Re; fiir ein Element x € ImH und
2?2 = (8% + 92 + 62)e; € Rey. Folglich

ImH = {z|z€ImH, ¢ Res \ {0} und 2% € Re; }
Jedes x € Im'H 148t sich also eindeutig in der Form
r = «ae;+u

darstellen, wobei ey der skalare Anteil oder der Realteil und u € ImH der vekto-
rielle Anteil oder der Imaginéirteil von x ist.
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Es sei noch darauf hingewiesen, dafi die Menge der rein—imagindren Elemente einer
Algebra mit FEins i. a. kein Unterraum zu sein braucht. Dies gilt jedoch, wenn A ei-
ne endlich—dimensionale alternative Divisionsalgebra ist, wie wir im 10. Vortrag sehen
werden.

9.23 Beispiel Die Oktavenalgebra O von Cayley {ej,es,...,eg} sei die kanoni-
sche Basis von R®, die aus den Einheitsvektoren besteht. Eine Multiplikation auf R®
wird entsprechend (9.16) auf dieser Basis definiert:

€1 €9 €3 €4 €5 €6 (4rd €g

€1 | €1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €s
€2 | €2 —€1 €4 —E€3 €6 —€5 —€38 €7
€3 | €3 —€4 —e €2 er €g —€5 —E€g
€4 | €4 €3 —€2 —€1 €g —¢€r €6 —6€5
€5 | €5 —€¢ —€r —eg —€1 €2 €3 €4
€6 | €6 €5 —€g8 €7 —€2 —€1 —¢€4 €3
€7 | er €s €5 —€s —€3 €4 —€1 —€2

€g | €g —e€7 €6 € —€4 —€3 €y —€1

Dadurch wird R® zu einer reellen Algebra, der sog. Oktavenalgebra O von Cayley.
Dies ist eine endlichdimensionale, nicht assoziative, alternative, nichtkommutative Divi-
sionsalgebra mit einem Einselement.

Wir haben damit die wesentlichen Beispiele fiir reelle Divisionsalgebren zusammen-
gestellt, wie die drei folgenden Eindeutigkeitsséitze zeigen.

9.24 Satz Frobenius, 1877

Jede endlichdimensionale assoziative reelle Divisionsalgebra ist zu IR, C oder H iso-
morph.

9.25 Satz Zorn, 1933

Jede endlichdimensionale alternative, nicht assoziative reelle Divisionsalgebra ist zu
O isomorph.

9.26 Satz Hopf, 1940

a) Jede endlichdimensionale kommutative reelle Divisionsalgebra ist hochstens 2—
dimensional.

b) Jede endlichdimensionale kommutative reelle Divisionsalgebra mit Einselement
ist isomorph zu IR oder C .

In diesem Seminar werden wir noch einen Beweis des Satzes von Frobenius kennen-
lernen (10. Vortrag), die Beweise der beiden anderen Sitze findet man ebenfalls in dem
Buch von Ebbinghaus et al. Erstaunlicherweise werden bei dem Beweis des Satzes von
Hopf topologische Methoden benétigt.
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Einige historische Anmerkungen

Nachdem sich zu Beginn des 19. Jahrhunderts die komplexen Zahlen bei den Mathema-
tikern durchgesetzt hatten, wurde versucht, C umfassende Systeme mit entsprechenden
Recheneigenschaften (“hyperkomplexe Systeme”) zu finden. Nach vergeblichen Versu-
chen kam man dahin, dafl das “Permanenzprinzip” nicht mehr vollstindig aufrechter-
halten werden konnte, sondern dal man auf Eigenschaften wie Kommutativitéit oder
Assoziativitdt der Multiplikation verzichten miifite . Gefunden wurden dann die nicht-
kommutativen Quaternionen von Hamilton und die nichtassoziativen Oktaven von Gra-
ves und Cayley. Erst viel spéter stellte sich dann heraus, daff es keine weiteren Strukturen
dieser Art mehr geben kann (Sétze von Frobenius, Zorn und Hopf) .

1799 | Fundamentalsatz der Algebra (Dissertation von Gauf)

1843 | Einfithrung der Quaternionen duch Hamilton als Elemente des IR* mit einer speziellen
Multiplikation

1843 | Entdeckung der Oktaven durch John T. Graves, 1845 von Cayley wiedergefunden

1858 | Einfithrung der Matrizen durch Cayley. Die Quaternionen werden dabei als spezielle
(2 x 2)-Matrizen tiber C dargestellt

1877 | Satz von Frobenius
1933 | Satz von Zorn
1940 | Satz von Hopf

Carl Friedrich Gauf3 1777-1855
William Rowan Hamilton 1805-1865
Arthur Cayley 1821-1895
Ferdinand Georg Frobenius 1849-1917
Heinz Hopf 1894-1971
Max Zorn 1906-1993
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10 Ein Satz von Frobenius

Ziel dieser Ausarbeitung soll sein, den 1877 aufgestellten Satz von Ferdinand Georg
Frobenius zu beweisen, welcher Aufschluss dariiber gibt, dass es weitaus weniger in-
teressante reelle Algebren gibt, als Mathematikergenerationen, (unter anderem Hamil-
ton) zuvor annahmen. Dieser Satz besagt, dass es bis auf Isomorphie nur drei reelle
endlich-dimensionale, assoziative Divisonsalgebren gibt: R, C und H, die vierdimensio-
nale Hamiltonsche Algebra der Quaternionen. Zuvor werden die Hilfsmittel erldutert,
die zum Beweis des Satzes von Frobenius notig sind. Zunéchst werden zwei Definitionen
angefiihrt, welche an die Inhalte der Vortrige 8 und 9 ankniipfen.

10.1 Definition In einer Algebra A mit Einselement e nennt man drei Elemente u, v,
w ein Hamiltonsches Tripel, wenn die neun Hamiltonschen Bedingungen erfiillt sind:

U2ZU2:U}2:—€ s w=uv = —vu , Uu=vw = —wv , V=wWUu = —uw.

10.2 Definition Fiir jede Algebra A mit Einselement e ist
ImA:={z e A : 2> € Re und z & Re \ {0}}

die Menge der rein-imaginédren Elemente.

10.3 Bemerkung a) Aus der Definition folgt ReNImA =0 und v € ImA = au €
ImA fiir jedes o € R.

b) Aus u,v € ImA folgt nicht ohne weiteres v + v € ImA. Deswegen ist ImA im
allgemeinen kein Untervektorraum von A.
10.4 Lemma (Unabhéngigkeitslemma)

a) Sind u,v € ImA linear unabhéngig, so sind auch e,u, v linear unabhingig.
b) Sind u,v,u +v € ImA, so folgt uv + vu € Re.

c¢) Ist A nullteilerfrei, so gibt es zu jedem u € ImA, u # 0 ein w € R, w > 0 mit
2

u® = —we.
Beweis: a) Im Folgenden soll ein Widerspruchsbeweis gefiihrt werden. Man nehme an:
e, u,v, linear abhingig. Wegen u € Im.A lassen sich dann «, 3 € R finden mit:

v =ae+ Pu
Des Weiteren gilt dann:
v? = (ae + Bu)? = ae + aefu + fuae + [u? = ae + afeu + afue + [’
Weitere Umformungen ergeben:
208u = v — e — F?u® € Re

Aus v? — o?e — f2u? € Re folgt o = 0, da u laut Definition ein Element aus der
Menge der rein-imagindren Elemente ist. Daraus folgen die beiden Fille o = 0 und
B = 0. Diese werden im Folgenden zu einem Widerspruch gefiihrt: Aus o = 0 folgt
v = (u, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von v und u. Aus 8 = 0 folgt
v = ae, im Widerspruch dazu, dass v € ImA sein soll. Daraus folgt nun, dass u,v,e
linear unabhéngig sind.

b) Man forme (u + v)? — u? —v? € Re um zu: u? 4+ uv + vu + v? — u? — v? = wv + vu.
Daraus folgt dann: uv + vu € Re.
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c) Es ist lediglich zu beweisen, dass w > 0. Der Rest gilt laut vorangegangenen
Definitionen. Im Folgenden soll ein Widerspruchsbeweis gefiihrt werden.
Laut Definition gilt:

wW=cae acR

Man nehme an: o > 0. Setze a = 32, 3 € R. Dann ist u? = 5%e, woraus folgt:
0=u®— 8% = (u+ Be)(u — Be)

Aus der Nullteilerfreiheit von A folgt: (u + Be) = 0 oder (u — fe) = 0.

Aus u + e = 0 folgt jedoch u = —fFe € Re im Widerspruch dazu, dass laut Definition
u € ImA gilt.

Aus u — fe = 0 folgt u = fe € Re, was aus eben genannten Griinden auch einen
Widerspruch darstellt.

Daraus folgert man nun: a < 0.

O

10.5 Bemerkung Nach 9.4 ¢) kann man von jedem rein-imaginéren Element v’ # 0
durch skalare Multiplikation zu einem Element u = yu' mit u?> = —e iibergehen.

10.6 Satz Ist u,v,w ein Hamiltonsches Tripel in A, so gilt:
a) e,u,v,w sind linear unabhéingig.

b) Die Abbildung f : H — A, (o, 3,7,0) — ae+ Bu+ yv + dw ist ein injektiver
Algebra-Homomorphismus.

c¢) Es gilt Ru+ Rv + Rw C ImA. Insbesondere enthélt ImA einen dreidimensionalen
Untervektorraum.

Beweis: a) Zunichst wird durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt, dass u,v linear
unabhéngig sind.
Man nehme an, dass u,v linear abhéngig sind. Dann ist v € Ru und v = au, a € R.
Daraus folgt:

vu = auu = a—e) = —ae

und
uwv = uou = a—e) = —ae.

Also: uv = vu woraus —w = w folgt und somit auch w = 0, was im Widerspruch dazu
steht, dass laut Hamiltonschen Bedingungen w? =
Demnach sind w,v linear unabhingig.

Aus (10.4.a) folgt nun: e, u, v sind linear unabhéngig.

Nun ist noch zu zeigen, dass e, u, v, w linear unabhéngig sind. Dazu nimmt man an, dass
e,u,v,w linear abhéngig sind. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen p,o,7 € R, so
dass gilt:

—e ist.

wW=Uv = pe+ou—+Tv

Linksmultiplikation mit « liefert: u?v = pue + ou? + Tuw.
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2 — _¢ erhilt man:

Unter Beriicksichtigung von u
V= —pu—+oe—TW

Setzt man diese Gleichung in w = uv = pe + ou + Tv ein, so erhilt man fiir 7 # 0:

1
v="-w—Pe- Ty
T T T
(Der Fall 7 = 0 muss nicht beachtet werden, da in diesem Fall gilt: v = —pu + oe, was
im Widerspruch dazu steht, dass v, u, e nach (10.4a) linear unabhéngig sind.)
Fiihrt man nun einen Koeffizientenvergleich fiir die Gleichungen v = —pu+ oge — 7w und

v = %w — 2e — 2y durch, so erzwingt die Eindeutigkeit der Darstellung —7 = % Daraus
folgt 72 = —1. Da jedoch 7 ¢ R, hat man einen Widerspruch.
Daraus folgt: e, u, v, w sind linear unabhéngig.
b) Nun ist zu zeigen, dass die Abbildung f ein injektiver Algebra-Homomorphismus ist.
Zunéichst soll nachgewiesen werden, dass f ein Algebra-Homomorphismus ist:
Wegen:

f(e):e, f(l):ua f(]):’U, f(k):w
werden die Elemente der Basis {e, i, j, k} von H auf Basiselemente aus A geschickt und
f ist nach dem Satz iiber lineare Fortsetzung fiir alle Elemente definiert und R-linear.
Die weiteren Eigenschaften fiir einen Algebra-Homomorphismus:

flzy) = f(x)f(y) Yo,y A

miissen laut (9.18) nur fiir die Basiselemente nachgewiesen werden.

Da e,i,j,k € H denselben Verkniipfungsregeln entsprechen, wie e, u,v,w € A, ist dies
klar. Somit ist f ein Algebra-Homomorphismus.

Die Injektivitat von f ist dquivalent dazu, dass der Kern von f nur aus dem Nullelement
von H besteht. f(a,B,7,9) bildet genau dann auf das Nullelement von H ab, wenn
a = =~ =6 = 0. Dieser Fall tritt hier ein, da e,u,v,w linear unabhéngig sind.
Demnach ist f injektiv.

¢) Zuniichst ist zu zeigen: Ru+ Rv +Rw C ImA. Dazu zeige man: (Bu+yv + éw)? € Re
mit 3,7,0 € R:

(Bu + v + dw)? = B2u? + Byuv + Bouw + 720 + yBvu + yovw + §Bwu + Sywv + §2w?
=—(B*++*+6%)e €Re

Nun ist noch zu zeigen, dass Ru+Rv+Rw (im Folgenden als U bezeichnet) ein dreidimen-
sionaler Untervektorraum von A ist. Dass der Unterraum nicht leer ist, da mindestens
das Nullelement von A in ihm enthalten sein muss, ist klar. Es ist noch die Abgeschlos-
senheit beziiglich Addition und sklararer Multiplikation zu priifen.

Dazu sei z = (au+ bv + cw) a,b,c € Rund y = (du + fv+ gw) d, f,g € R. Dann ist:

z+y=((a+d)u+ b+ flv+ (c+gw) eU

und somit die Abgeschlossenheit beziiglich der Addition gezeigt.
Sei nun « € R dann ist:
axr = (aau + abv + acw) € U

und somit auch die Abgeschlossenheit beziiglich skalarer Multiplikation gezeigt. Da
{u,v,w} eine Basis von U ist, ist dim(U)=3.
O
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10.7 Lemma Sei U ein zweidimensionaler Untervektorraum von Im.A. Dann gibt es zu
jedem p € U ein q € U \ Rp, so dass gilt: pq + qp = 0.

Beweis: Im Folgenden ist nur der Fall p # 0 zu betrachten. Der Fall p = 0 ist trivial,
da 0q + q0 = 0 fiir alle g € U gilt.

Sei also p # 0. Dann gilt p? = ce mit o € R, o # 0. Man wiihle € U, so dass p und z
linear unabhéngig sind. Nach (10.4b) gilt dann:

pr+ap=LPe BER.

Durch Nachrechnen findet man heraus, dass q := z+£p mit € :== —3(2a)~! die Gleichung
erfiillt:

B B B B B 5 B 5 p?=ae
pg+qp =p(x 2ap) + (z 20/9)17 =P =Pt AP = opt =

px—geﬂzp—§€=px+xp—ﬁe=ﬁe—ﬁe=0

O

10.8 Satz (Existenssatz fiir Hamiltonsche Tripel) Sei A eine assoziative, nullteilerfreie
Algebra mit Finselement e und sei U ein zweidimensionaler Untervektorraum von ImA.
Dann gibt es zu jedem v € U mit u?> = —e ein v € U, so dass u,v,uwv ein Hamiltonsches
Tripel bilden.

Beweis: Nach (10.4) und (10.5) existiert ein v € U mit v> = —e. Nach (10.7) gibt es
ein v’ € U mit u'v + v’ = 0. Wéhle v € R mit u = yu’ und u? = —e. Dann ist auch
uv + vu = 0.

Nun sind die Hamiltonschen Bedingungen fiir u, v, w := uv zu zeigen:

1) vw = v(uww) = v(—vu) = eu = —u
2) wv = (w)v = w? = u(—e) = —u = wv = —vw
3) wu = (w)u = (—vu)u = —vu® = —v(—e) = v
—uw = —(u(uv)) = —(—ev) = v
= wu = —uw
Zudem gilt: u? = v2 = —e. Nun ist also noch zu zeigen: w? = —e.

Es gilt: —v = uw = (vw)w = vw?. Daraus folgt:
0 = vw? + v = vw? 4 ve = v(w? + e).

Da A nullteilerfrei ist, und v # 0 laut Definition, folgt aus dieser Gleichung: w? = —e.
Damit sind alle Hamiltonschen Bedingungen gezeigt.

O

10.9 Definition Eine Algebra A mit Einselement e heifit quadratisch, wenn jedes Ele-
ment x € A einer quadratischen Gleichung

z? = ae+ fz

mit «, 3 € R geniigt.
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10.10 Lemma (Lemma von Frobenius) Ist A eine quadratische Algebra, so ist ImA
ein Untervektorraum von A und es gilt: A = Re @ ImA.

Beweis: Hier ist zunéchst zu zeigen, dass ImA ein Untervektorraum von A ist. Die
erste nachzupriifende Bedingung, dass der Untervektorraum U nicht leer ist, folgt direkt
daraus, dass das Nullelement in Im.A liegt, und somit auch in jedem Untervektorraum
enthalten sein muss. Die Abgeschlossenheit beziiglich skalarer Multiplikation folgt auch
direkt aus (10.3a). Es ist also nur noch die Abgeschlossenheit beziiglich der Addition
nachzupriifen.

Seien u, v € ImA beliebig. Zu zeigen: u+v € ImA. Dazu werden zwei Félle unterschieden:
1.Fall: u,v sind linear abhéngig. Dann gilt: v = au, und es ist:

utv=u+ou=(1+a)u €ImA.
2.Fall: u,v sind linear unabhéngig. Da A quadratisch ist, bestehen die Gleichungen:
(u+0)? =e+fi(u+v), (u—v)*=ase+fa(u—v) (ar,az, b, €R)

Addieren und Ausmultiplizieren liefert:

2

(u+v)? + (u—v)? = are+ Bi(u+v) + aze + Bao(u—v)

= 2u% 4 20° — (o + ag)e = (B1 + Fo)u + (B1 — Bo)v

2u? + 202 — (a1 + ag)e € Re lisst sich schreiben als 7e mit 7 € R. Dann ist:

(B1 + B2)u + (B1 + B2)v —Te = 0.

Daraus folgt dann mit (10.4a) 5y + B2 = 1 — B2 = 7 = 0 und daraus auch 5 = 5, = 0.
Weiter folgert man: (u+v)? = aje € Re.

Nun ist noch zu zeigen: u 4+ v ¢ Re. Man fithre dazu einen Widerspruchsbeweis durch:
Annahme: u +v € Re Daraus folgt: u + v = ae mit a € R, a # 0. Also gilt auch:
u+ v — ae = 0, was einen Widerspruch darstellt, da u, v, e linear unabhéngig sind.
Insgesamt gilt: v+ v € ImA.

Nun ist noch zu zeigen: A = Re @@ ImA.

Re N ImA = {0} folgt direkt aus (10.3a). Es gilt also nur noch nachzuweisen:

A = Re + ImA.

Zu zeigen ist also: Fiir jedes x € A gilt: x = ye + v mit v € R, v € ImA. Hierzu werden
zwei Félle unterschieden:

1.Fall: Sei x € Re C A. Dann gilt £ = ye + 0 mit 0 € ImA.

2.Fall: Sei x € A, = ¢ Re beliebig. Es gilt 22 = ae+ 26z mit «, 8 € R, da A quadratisch
ist. Man erhaélt:

(z — Be)? = 2% — 208z + B%e = ae + 20z — 28z + Be = ae + e = (a + [)e
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Nun ist noch zu zeigen: x — fe ¢ Re, was im folgenden durch Widerspruch bewiesen
wird.
Annahme: x — e € Re, dann gilt: x — fe = Te mit 5,7 € R. Dann gilt auch = = (7+ f)e
und somit wire x € Re was ein Widerspruch ist, da laut Definition: = ¢ R.
Da z—pfe ¢ Re gilt u := x—fe € ImA. Daraus folgt x = Se+u und daraus A = Re+Im.A.
O

10.11 Satz Sei A eine assoziative Algebra mit FEinselement e. Dann ist fiir jedes Ele-
ment x € A die Abbildung

E.: RT] - A , [~ f(z)
ein Algebra-Homomorphismus (Einsetzungshomomorphismus).

Beweis: Dieser Beweis wird in der Algebravorlesung unter (3.10) gefiihrt.

O

10.12 Satz Jede endlich-dimensionale, assoziative Divisionsalgebra A ist quadratisch.

Beweis: Da die Algebra A assoziativ ist, und nach Satz (9.11) des Vortrages iiber end-
lichdimensionale relle Algebren ein Einselement besitzt, ist E,, fiir jedes « € A definiert.
Da R ein Korper ist, ist R[T] ein Hauptidealbereich. Daher ist Ker(E,) ein Hauptideal
von R[T.

Im Folgenden soll durch Widerspruch bewiesen werden: Aus dim A < oo folgt Ker(E,)#
0.

Annahme: Ker(E;)= 0. Dann ist

E, :R(T) — A, f — f(x).

eine injektive R-lineare Abbildung und R[T] = Bild(E,) ist ein unendlichdimensionaler
Unterraum von A, was wegen dimA < oo nicht moglich ist. Aus diesem Widerspruch
folgt dann Ker(E,)# 0 und daraus Ker(E;)= (p) fiir ein p € R(T), p # 0.

Nach dem Ringhomomorphiesatz gilt:

R[T]/Ker(E,) = R[T]/(p) = Bild(E,) C A

Da A nullteilerfrei ist, ist auch jeder Unterring von A nullteilerfrei, also auch Bild(E,),
und daraus folgt dann die Nullteilerfreiheit des Faktorrings R[T]/(p). Aus der Null-
teilerfreiheit des Faktorrings folgt wiederum die Irreduzibilitéit von p iiber R, was im
Folgenden durch Widerspruch bewiesen wird:

Annahme: p ist nicht irreduzibel. Dann gilt: p = py - p2 mit p1, ps € R[T7,

0 < grad(p;) < grad(p). Daraus folgt:

[P1lp) - P2l ) = [Plp) = O]y mit [p1]p) 7# [0](p) und [pa] () 7 [0])

Demnach wére der Faktorring nicht nullteilerfrei. Aus diesem Widerspruch folgt die
Irreduzibilitét von p iiber R.

Uber R kann ein irreduzibles Polynom nur den Grad 1 oder 2 haben.

1.Fall: p=T? - 8T — a € Ker(E,) (o, 3 € R). Es gilt also p(z) = 0. Eingesetzt ergibt
dies:

2

0=z°— 0Bz — e,
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= 22 = Bz + ae

2Fall: p=T+~v, yeR. 0=p(x) =z + e
= x = —7e
:>$2:’}/26:’}/26—|—0$

Somit geniigt jedes Element x € A einer quadratischen Gleichung.
O

10.13 Lemma (Quaternionenlemma) Jede endlich-dimensionale, assoziative reelle Di-
visionsalgebra A enthélt im Falle dim(A) > 3 Hamiltonsche Tripel und eineUnteral-
gebra B mit e € B, die zur Hamiltonschen Algebra H isomorph ist. Insbesondere gilt
dim(A) > 4.

Beweis: Zunichst ist die Existenz Hamiltonscher Tripel in A nachzuweisen.
Nach Satz (10.12) ist die Algebra A quadratisch. Nach Lemma (10.10) folgt daher: Im.A
ist ein Untervektorraum von A und es gilt dim(Im.A) > 2 wegen dim(.A) > 3.
Nach dem Existenzsatz (10.8) gibt es also Hamiltonsche Tripel in A.
Nun ist noch die Existenz von Unteralgebren B in A mit B = H nachzuweisen. Es wurde
bereits die Existenz Hamiltonscher Tripel in A nachgewiesen. Nach Satz (10.6) gibt es
einen injektiven Algebrahomomorphismus f : H — A. Folglich ist B :=Bild(f) eine
Unteralgebra von A, die zu ‘H isomorph ist. Natiirlich gilt e € B.

O

10.14 Satz (Frobenius, 1877) Sei A eine endlich-dimensionale, assoziative reelle Divi-
sionsalgebra. Dann ist A entweder zu R, C oder ‘H isomorph.

Beweis: Im Folgenden werden 3 mégliche Félle unterschieden:

1.Fall: dim(A) = 1.

Nach Beispiel (9.7.c) des Vortrages iiber endlichdimensionale reelle Algebren gilt: Ist A
eine eindimensionale Algebra mit Einselement, so folgt: A = R.

2.Fall: dim(A) = 2.

Nach Unabhéngigkeitslemma (10.4) und Lemma von Frobenius (10.10) existiert ein u €
A mit u? = —e.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass die Abbildung

fCoA 1l—eir—u

ein Algebra-Isomorphismus ist. Da die Elemente der Basis{1,i} von C auf Basiselemente
aus A geschickt werden, ist f nach dem Satz iiber lineare Fortsetzung fiir alle Elemente
definiert und somit ist f auch R-linear. Da die Multiplikation auf C der Multiplikation
auf A entspricht, ist f ein Algebrahomomorphismus. Die Bijektivitdt von f folgt aus
dim(C) =dim(.A), und somit gilt: A = C.
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3.Fall: dim(A) > 3.
Nach dem Quaternionenlemma (10.13) existiert ein Hamiltonsches Tripel u, v, w € ImA
mit w = uwv.
Im Folgenden wird ein Beweis durch Widerspruch gefiihrt.
Annahme: dim(A) > 4. Nach (10.6.c) enthélt ImA einen dreidimensionalen Untervek-
torraum, mit der Basis {u,v,w}. Nach dem Basisergénzungssatz existiert ein x € ImA,
so dass {u,v,w,x,} linear unabhéngig sind, da dim(Im.A)> 3. Nach Anwendung von
Lemma (10.7) auf U := Ru + Rz C ImA existiert ein y € U\Ru mit uy + yu = 0 und
y=pu+7r T,peR,TH#O.
Hieraus folgt: u,v,w,y sind linear unabhéingig.
Wegen v, w,y € ImA, gilt laut (10.4b) und (10.10): v +y, w + y € ImA und:

vy +yv = ae und wy + yw = fe o, F € R.
Da A assoziativ ist, folgt:
yw = y(uv) = (yu)v = —(uy)v = —u(yv) = —u(ae —vy) = —au+wy = —au+ fe — yw
= 2yw = —au + fe
Rechtsmultiplikation mit w ergibt:
2yw? = —auw + Pw

= =2y =av+ fw

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass u, v, w,y linear unabhéngig sind.
Daraus folgt: dim(A) < 4.
Aus dem Quaternionenlemma (10.13) folgt nun: dim(.A) = 4. Da jede endlich-dimensionale,
assoziative reelle Divisionsalgebra A mit dim(.A) < 3 eine Unteralgebra B hat, die zu H
isomorph ist, gilt in diesem Fall: A = B und somit A = H.

U
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11 Die Auflésbarkeit der symmetrischen Gruppen

Aus der Vorlesung Algebra (SS 03) wissen wir, dafl ein Polynom f € Q[T genau dann
durch Radikale auflésbar ist, wenn dessen Galoisgruppe auflésbar ist (Satz10.13). Darum
ist die Auflésbarkeit von Gruppen ein wichtiger und interessanter Begriff in der Algebra.

11.1 Definition Sei G eine Gruppe und e ihr neutrales Element.

1) Ein (n+1)-Tupel (Gy,G1, ..., Gy) von Untergruppen von G heifit Normalreihe (der
Lénge n) in G, wenn gilt:
i) G=GyD>G1 DG D ...DG, ={e}
ii) Fiir jedes i € {0,...,n — 1} ist Gi4+1 ein Normalteiler in G;

2) Ist (Go,Gh, ..., Gy) eine Normalreihe in G, so heilen die Gruppen G;/G;i1,1 €
{0,...,n — 1} die Faktoren von (Gy,G1,...,Gy)

11.2 Definition FEine Gruppe G heifit auflssbar, wenn es in G eine Normalreihe mit
abelschen Faktoren gibt.

11.3 Beispiel

1) Jede abelsche Gruppe ist auflésbar, aber nicht umgekehrt. (G,{e}) ist eine Nor-
malreihe mit abelschen Faktoren.

2) Ss ist auflosbar: S3 D Ag D {id}.

3) Die Diedergruppe D,, ist fiir n > 2 auflésbar. Dies ist die Gruppe der Drehungen
und Spiegelungen eines regelméfigen n-Ecks. Sei U,, die Menge aller Drehungen.
Dann gilt U, < D,, und D,,/U,, ist abelsch, weil gilt:

Dy : Uy =2,Yn>2

Um eine Normalreihe in einer Gruppe zu konstruieren, gibt es das Verfahren der Kom-
mutatorgruppenbildung. Dazu folgende Definitionen:

11.4 Definition Sei G eine Gruppe. Fiir a,b € G wird das Produkt [a,b] := aba='b~!
als Kommutator von a und b bezeichnet. Die von allen Kommutotoren erzeugte Unter-
gruppe K(G) von G heift Kommutatorgruppe von G, K(G) := ({[a,b]/a,b € G}).

11.5 Bemerkung G abelsch < K(G) = {e}.

Beweis:

" =" K(G) = {[a,b]/a,b € G}) = ({aba"'b71}) = ({aa"tbb71}), da G abelsch ist,
also gilt: K(G) = {e}

" =" K(G) = {e}, das heifit: aba='b™! = e Va,b € G & ab = eba < G abelsch.
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11.6 Satz
1) K(G) ist Normalteiler in G (K(G) < G).
2) G/N abelsch & K(G) C N

Beweis:
1) Zu zeigen: K(G) <G

i) K(G) < G nach Definition

ii) Zu zeigen: aka~! € K(G) Ya € G,k € K(G).
Sei a € G,k € K(G) gegeben. Dann existieren n € N und 1, ..., p, Y1, ..., yn € G,
mit k = [x1,y1] * [T2, y2] * ... * [Tn, yn], und es gilt:
aka™' = a([x1,vy1] * [22,92] * ... * [Xn,yn])a" . Auf der rechten Seite kann man
zwischen den Kommutatoren a~'a = e ergéinzen und man erhilt:
alz1,y1la ta[za, yola™t...a[zy, yaJa™t. Jetzt innerhalb der Kommutatoren mit a~!a
erganzen
(a(zryizytyy HDa™t = axralayra ey e tayy e t) und man kommt zu dem
Ergebnis: aka™" = [az1a™ "}, ayra™] * ... [axnafl,aynafl]l,

~~

€ K(G)
da das Produkt aus Kommutatoren in K(G) liegt.

2)” = 7 Sei v : G — G/N der natiirliche Gruppenhomomorphismus mit a +— alN.
Dann gﬂt v([a,b]) = v(aba=1b71) = v(a)v(b)v(a (b)) = v(a)v(b)v(a) tv(b)~! =
v(a)v(a)~tv(b)v(b)~t, da G/N abelsch ist. Daraus folgt: v([a,b]) = v(e) = N Va,b € G,
also gilt [a, b] € ker(v ) N und damit ist K(G) C N

"<7” K(G)C N =Va,beG:
(aN)(bN) = (ab)N = (ablb=',a"])N = (abb~'a='ba)N = (ba)N = (bN)(aN). Das
heifit, die Faktorgruppe G/N ist abelsch.

O

11.7 Beispiel 1) K(S,)=A4,Vn>2
7 C7 Aus |S, /A, =2 V¥n > 2 folgt, dafi die Faktorgruppe S,,/A,, immer zyklisch
und insbesondere abelsch ist. Dann folgt nach 11.6.2, da8 K(S,) C A,, gilt.
7 D7 Da jedes Element aus A, mit n > 3 ein endliches Produkt von Dreierzykeln
aus Sy, ist, macht man eine Fallunterscheidung und zeigt die Behauptung erst fiir
n = 2 und dann fiir n > 3 allgemein.

i) n = 2: Sy besteht aus zwei Elementen: {e,a}, mit a = a~'. Somit wird die
Kommutatorgruppe von Sy von dem neutralen Element erzeugt und es gilt:

K(Ss) = {e} = A
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ii) n > 3: Es gilt fiir alle paarweise verschiedenen i, j,k € {1,2,....,n} :
(1,7,5) = (i, )2 = (i, 3)(is Ko ) = (5, k) (K, )G k) (K, ), da jede Permuta-
tion m € S, darstellbar ist als Hintereinanderausfiihrung von Transpositionen.
Jede Transposition ist gleich ihrem Inversen, darum gilt: (i, k)(k, 7) (3, k)(k, j)
(i,k)(k,7)(i, k)"t (k,5)~t = [(i, k), (k,7)]. Damit liegen alle Dreierzykeln in
K (S,) und es gilt: A, C K(S,)

2) K(A,) =A,Vn>5
Seien nun i,j,k,l,m € {1,...,n} paarweise verschieden, dann gilt:
(4,4, k) = (1, ]{7)(/{?,])(2, k)(kvj) = (4, k)(lv m)(k, j)(I, m)(z, k)(L,m)(k,5)(1,m) =:
da jede Transposition gleich ihrem Inversen ist und disjunkte Zykeln vertauschbar
sind. Weiter gilt: x = [(i, k)(Il,m), (I, m)(k,j)] € K(4,)
= A, € K(A,) und da trivialerweise auch K(A,) C A, gilt, ist K(A,) = A,

11.8 Definition Sei n € N. Die n-te Ableitung K"(G) einer Gruppe G ist rekursiv
definiert durch

K°%@G) := G und K"(G) := K(K"Y(Q)) fiirn > 1

(Bezeichnung K™(G) =: G™)

11.9 Bemerkung Mit diesem Verfahren erhilt man eine absteigende Kette von Un-
tergruppen von G: K%(G) = G > KYG) D K*(G) D ... D K™(G). Wegen (11.6) ist
K@) < K' und die Gruppe K'(G)/K**1(G) ist abelsch fiir alle i < n,n € N.

11.10 Satz Fiir eine Gruppe G sind folgende Aussagen dquivalent:
1) G ist auflésbar
2) Es gibt ein n € N mit K"(G) = {e}.
Beweis:
1) = 2) Sei G auflosbar, das heifit es existert eine Normalreihe mit abelschen Faktoren:

G=GypDG D..DG, ={e} mit Giy1 <G, und G;/G,41 ist abelsch. Es geniigt also
zu zeigen: K™(G) C G, Vm € N durch vollstédndige Induktion.

Ind.-Anfang: m =0 K@) =G C G = Gy ist trivial
Ind.-Voraussetzung: Es gelte fir m e N:  K™(G) C Gy,
Ind.-Schritt: m — m + 1 Da G,,/Gpn+1 abelsch ist, folgt nach 11.6:

K(Gp) € Gy und nach Ind.-Voraussetzung gilt K™(G) C G, = K™M(GQ) =
K(K™(G)) € K(Gp) € Gy Folglich ist K™(G) C Gy, = {e}.

2) = 1) KY%G) =Gy 2 K}G) 2 ... 2 K*(G) = {e} ist nach 11.9 eine Normalreihe mit
abelschen Faktoren in G und damit ist G auflosbar.

O

11.11 Satz Die symmetrischen Gruppen S,, (n € N) sind fiir n < 4 auflésbar und fiir
n > 5 nicht auflosbar.
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Beweis: I) S; und S sind zyklisch, also insbesondere abelsch und damit nach 11.3.1
auflosbar. S5 ist ebenfalls nach 11.3 auflésbar. Sei nun n =4: Sy O A4 DV D {id} ist
eine Normalreihe in Sy (V ist hier die Kleinsche Vierergruppe). Es bleibt also zu zeigen,
daf} die Faktoren abelsch sind, um daraus die Auflésbarkeit von Sy zu folgern.
1.Faktor: |Sy/A4| =2 = S4/A4 ist zyklisch = abelsch

2.Faktor: |A4/V| =3 = A,/V ist zyklisch = abelsch

3.Faktor: |V/{id}| =4 = V/{id} abelsch.

IT) Sei n > 5. Nach 11.7 ist K(S,) = A, aber K'(A4,) = A, V t > 2. Das heifit,
alle Kommutatorgruppen von S,, sind von der trivialen Gruppe {id} verschieden und
daraus folgt: S, ist fiir n > 5 nicht auflésbar.

[ Der folgende Satz ist von grofler Bedeutung, weil dieser eine wesentliche Rolle im

Beweis von Satz10.13 (Algebra Vorlesung) spielt.

11.12 Satz Fine endliche Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn es in GG eine Nor-
malreihe mit zyklischen Faktoren gibt.

Beweis: 7 < 7 Es existiert in G eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren. Diese sind
insbesondere abelsch und damit ist G auflésbar.

7 = 7 Sei G auflosbar. = es existiert eine Normalreihe Gy, ...,G;, Giy1,...Gy mit
Git+1 <Gy, Gi/Giqq ist abelsch und G,, = {e}.

Sei U :=G;, V:=Gj41 und v : U — U/V der natiirliche Homomorphismus.

Sei a € U/V vom neutralen Element verschieden, dann ist < a > die von a erzeugte
zyklische Untergruppe von U/V. Da U/V abelsch ist und jede Untergruppe einer abel-
schen Gruppe auch Normalteiler ist, gilt: <a > I U/V.

Definiere v~!(< a >) =: N, dann gilt: N U, weil das Urbild eines Normalteilers wieder
ein Normalteiler ist. Betrachte folgende Einschrinkung von v:

VN —<a>mit v (z) =2V Vo € N.

Dann gilt: ker(v') = N Nker(v) = N NV. AuBerdem gilt: V = ker(v) = v~ 1({e}) C
vi(<a>)=N.

Das bedeutet, V ist eine echte Teilmenge von N und es gilt: ker(v') = NNV = V. Nun
existiert nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen der durch v/ induzierte Gruppenho-
momorphismus f: N/ker(v') =< a >. f ist injektiv.

Falls v/ surjektiv ist, gilt zusiitzlich: N/V X< a >.

Also ist noch zu zeigen, dafl es zu einem beliebigen y €< a > ein z € N existiert,
fiir das gilt: v/(2) = y.

Seiy =2V e€<a>und v(z) =2V €<a>

=zevif<a>)=N =2eN =V ()=2V=y.

Bis zu diesem Punkt kann man zusammenfassen, dall man ein N gefunden hat, fiir
welches gilt: V< N < U mit zyklischem Faktor N/V.

Das heifit, die Normalreihe wurde zwischen zwei beliebigen Elementen U und V' erwei-
tert, durch ein Element N, sodal der Faktor N/V zyklisch ist. Da das Ziel aber eine
Normalreihe ist, in der jeder Faktor zyklisch ist, benutzt man hier den zweiten Isomor-
phiesatz: U/N=(U/V)/(N/V).

Da U/V abelsch ist, ist U/N auch abelsch, und man kann die gesamte Konstruktion
mit N statt V wiederholen. G ist nach Voraussetzung endlich, so dafl dieses Verfahren
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abbricht. Man erhélt also Untergruppen Ny, .., N, von GG mit
VAN J...4N,. QU

und zyklischen Faktoren Np/V, Ny/Ni,...,U/N,. Daraus folgt, daf§ in jeder endlichen
Gruppe G eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren existiert.

O

11.13 Beispiel Die symmetrische Gruppe Sy ist endlich und nach Satz 11.11 auflésbar.
Wie man im Beweis sehen konnte, existiert folgende Normalreihe:

Sy 2 Ay OV D {id} mit zwei zyklischen Faktoren: Sy/A4, A4/V und einem abelschen
Faktor V/{id}. V ist die kleinsche Vierergruppe und besteht aus drei Elementen der
Ordnung zwei und dem neutralen Element: {id}.

Sei a € V mit a # {id}, dann kann man die Normalreihe mit der von a erzeugten
Untergruppe < a > erweitern:

Sy DAy DV D<a>D {id}

< a > ist ein Normalteiler von V', da V' abelsch ist und die Faktoren V/ < a > und
< a > /{id} sind zyklisch, weil deren Ordnung eine Primzahl ist. Somit sind alle Fakto-
ren aus Sy 2 Ay 2V D< a >2 {id} zyklisch.

11.14 Satz Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
1) o(K(U)) = K(p(U)) fiir U < G.
2) p(K"(G)) € K"(H) Vn e N\ {0}.
3) o(K™"(G)) = K™(H) VYn € N\ {0}, falls ¢ surjektiv.

Beweis:

1) 7 €7 Sei ¢([u,v]) mit u,v € U ein erzeugendes Element von ¢ (K (U)).Dann folgt:
([u,v]) = pluvuv™) = pu)p(v)pu ) p(™h) = p(u)p)p(u) " ev) ™ = [pu), p(v)] €
K(p(U)), dh. o(K(U)) € K(p(U)).

7 D7 Sei [p(u), p(v)] ein erzeugendes Element von K (¢(U)). Dann folgt:

[o(u),p(v)] = p(we@)e(u)  p)™ = p(u)p)pu)pw™) = pluvuv™) =

ol 0]) € p(K(D)), dh. o(K(U)) 2 K(p(U))

2) Beweis durch vollstédndige Induktion

Ind.-Anfang: n =1 0(K(G)) = K(¢(G)) C K(H) ist klar
Ind.-Voraussetzung:  Die Behauptung gelte fiir n € N, also ¢(K"(G)) € K"(H
Ind.-Schritt: n — n+1  o(K""H(G)) = p(K(K"(Q))) C K(p(K™"(Q))) C K(K"(H)) =
Kn+1(H)

3) Beweis durch vollstéindige Induktion. Sei ¢ surjektiv:

Ind.-Anfang: n =1 o(K(G)) = K(H) ist klar.

Ind.-Voraussetzung:  Die Behauptung gelte fiir n € N, also ¢(K"(G)) = K"(H)
Ind.-Schritt: n — n+1  p(K""HG)) = o(K(K™(G))) = K(p(K"(G))) = K(K"(H)) =
KnJrl(H)
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11.15 Satz
1) Jede Untergruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflosbar.
2) Jede Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflosbar.

3) Jedes endliche Produkt von auflésbaren Gruppen ist auflsbar.

Beweis:
1) Sei U < Gund i : U — G die Inklusionsabbildung. Nach 11.14 (2) gilt:

K"(U) =i(K™(U)) € K"(G)  vneN\{0}

Da G auflésbar ist, gilt fiir ein festes m € N : K"™(G) = {e} und damit ist auch
K™U) = {e}, das heifit U ist auflosbar.

2) Sei N <G und v : G — G/N der natiirliche Homomorphismus. Mit K™(G) = {e}
fiir ein festes m € N gilt auch K" (G/N) = {e}, denn nach 11.14 (3) gilt: N = v({e}) =
v(K™(G)) = K™(G/N)

3) Zu zeigen: Wenn K™ (G x H) = {e}, ist auch K™(G) x K™(H) = {e}. Darum
geniigt es zu zeigen: K"(G x H) = K"(G) x K"(H)
Beweis durch vollsténdige Induktion: Seien a,b € G und ¢,d € H.

Ind.-Anfang: n =1

K(GxH) = {l(a,c), (b,d
{(aba=tb~t cdcfld b

L d)]) = ((a,0)(b,d)(a, )7 (b,d)~") = ((a,c) (b, d)(a" e (7 d ) =
> = <( avb]v[cvd]» = K(G X K(H)

Ind.-Voraussetzung: Die Behauptung gelte fiir n € N, also K"(GxH) = K™"(G)x K" (H).

Ind.-Schritt: n — n+1
K"(G x H) = K(K"(G x H)) = K(K"(G) x K"(H)) = K(K"(G)) x K(K"(H)) =
Kn+1(G) % Kn+1(H)

O

11.16 Satz

1) (Satz von Burnside) Alle Gruppen der Ordnung p®q® (p,q € P,p # ¢,a,b € N)
sind auflosbar.

2) (Satz von Feit-Thompson) Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind
auflosbar.

11.17 Bemerkung Der Satz von Feit-Thompson wurde bereits um die Jahrhun-
dertwende von Burnside vermutet. Ein Beweis wurde jedoch erst im Jahre 1963 von
den Amerikanern W. Feit und J. Thompson gefunden. Der Originalbeweis ist mit
allen Hilfssdtzen 274 Seiten lang.

Ausarbeitungen im Rahmen des Algebra-Seminars bei Dr. Christian Nelius, WS 2003/2004
77



11. DIE AUFLOSBARKEIT DER SYMMETRISCHEN GRUPPEN Patrick Thiemeyer

Aus dem dritten Vortrag dieses Seminars wissen wir, dafl die Galoisgruppe eines
Polynoms f € Q[T] isomorph ist zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,
wobei r die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f ist. Zudem ist bekannt, daf}
ein solches Polynom f € Q[T genau dann durch Radikale auflésbarer ist, wenn dessen
Galoisgruppe auflosbar ist (siche Einleitung).

Daraus ergibt sich direkt folgender Satz:

11.18 Satz Jedes Polynom f € Q[T'] vom Grade < 4 ist durch Radikale auflésbar.

Beweis: Sei » < 4 die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f € Q[T], Z =
Q(a1, ag, ..., ap) der Zerfallungskorper von f (Z = ZFKg(f)) und G := Galg(f).
Dann gilt: G=U mit U < S,.
Nach Satz 11.11 ist S, fiir r < 4 auflésbar.
= nach Satz 11.14 ist auch jede Untergruppe von S, auflésbar.
= G ist auflosbar, weil G zu einer dieser Untergruppen isomorph ist.
= das Polynom f ist durch Radikale auflésbar.
O

11.19 Bemerkung Man kann zeigen, daB es zu jedem n € N ein irreduzibles Polynom
fn € Q[T vom Grade n gibt, mit Galg(f,) = Sy. Da Sy, fiir n > 5 nicht auflosbar ist,
gibt es also zu jedem n > 5 ein irreduzibles Polynom iiber Q vom Grade n, das nicht
durch Radikale auflosbar ist. Folglich kann es keine allgemeingiiltigen Loésungsformeln
fiir die Nullstellen von Polynomen vom Grade > 5 geben.
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12 Die Konstruktion des regelméfligen 17-Ecks

1796 gelang Gaufl die Konstruktion des regelméfligen 17-Ecks. Mit dieser erstaunlichen
Entdeckung wollen wir uns nun néher beschéftigen. Dabei miissen wir von @ {iber die
Zwischenkorper zu dem Kreisteilungskorper L = Q(a) mit o = e aufsteigen. Als
Grundlage werden die Seiten 223 bis 225 aus [?] benutzt.

12.1 Bemerkung Die konstruierbaren Zahlen bilden einen Zwischenkérper von C : Q.
Quadratwurzeln von konstruierbaren Zahlen sind wieder konstruierbar.

Unser Ziel wird sein, dass wir einen Zwischenkorperverband Q = Ko C K7 C Ky C

. € K,, C C aufbauen, wobei [K; : Kj—1] < 2ist V j = 1,2,...,m mit 2z :=
a + a'® € K™, Nach der Algebra-Vorlesung haben wir dann nachgewiesen, dass in
unserem Fall z; = a + o!% konstruierbar ist. Mit der Formel of — a7 = 2 cos(2mk)

17
erhalten wir z; = a + a'® = 2608(%—771—). Es gilt 3 = a = cos(%—’%), da o' = o1 und
Re a =Re a!f = cos(%—;r). Somit ist auch a konstruierbar, wobei a ein Eckpunkt des

regelméfligen 17-Ecks ist.

Seia:=cir € C, L := Q(a),G = Gal(L : Q). Dann ist f := T4+ TY¥ 4 +T+1 €
Q[T] das Minimalpolynom von «/® mit NULLL.q(f) = {a,a?,...,a'%}. G besteht
daher aus 16 Q-Automorphismen o1, 09, ...,014, die durch ihre Werte fiir a eindeutig
festgelegt sind. Wir definieren ein ¢ € G mit o(a) = a3, wobei im Exponenten eine
primitive Kongruenzwurzel modulo 17 steht. Dabei gilt modulo 17:

m 0|12 3| 41|56 71 8 9110|1112 |13 |14 |15 | 16
3" mod17 | 1|39 |10|13 |5 |15 |11 |16 | 14| 8 714112 2 6

Mit 0™ () = o™ ™4 17 erhalten wir:

T T(a) | ord(T) T | () | ord(T)

e=cl « 1 o8 al6 2

o a’ 16 o | o 16

o2 o’ 8 o10 a8 8

o3 at? 16 ot | af 16

ot 13 4 12| o4 4

o° ad 16 o3| al? 16

0.6 a15 8 0.14 042 8

o’ all 16 15 af 16

Damit wird die Gruppe G =2 (Z17)* von o erzeugt und es gilt G = {¢,0,02,...,0'%}.
Um die Zwischenkorper von G zu erhalten, miissen zunéchst die Untergruppen von GG
bestimmt werden. Da G zyklisch, gibt es zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau
eine Untergruppe. |G| = 16. Nach Lagrange folgt, dass |U| € {1,2,4,8,16} . Die Un-
tergruppen von G sind Uy = {e} =< ¢ >,U := Uy = {,0%} =< o® >V = U, =
{e,08,0%, 0%} =< 02 > W 1= U = {¢,0%,0% 0'%2,0%,0% 010, 0!} =< 0! > Ui =
G. Wir erhalten den Untergruppenverband

UpcUCV CW CUsg.
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Da L : Q nach Bemerkung 5.3 (5. Vortrag) eine Galois-Erweiterung ist, gehort hierzu
der Zwischenkorperverband

L=L<>>IWo>LV>LV>L‘=qQ.

Nun wollen wir uns Schritt fiir Schritt von @ nach L hocharbeiten. Benétigt wird
dazu nach Algebra-Vorlesung eine Basis von Q(«) iiber Q. Sei etwa {a, a?, ..., a!®} die
gewihlte Basis von Q(a) iiber Q. Jetzt wollen wir den Zwischenksrper L' bestimmen.

Uns ist die Spur-Abbildung von U aus der Algebra-Vorlesung bekannt, wobei U eine
endliche Untergruppe der Gruppe (Aut(L), o) aller Kérperhomomorphismen von L ist.
Die Abbildung spy : L — L ist definiert durch spy(a) := ) oy o(a) Ya € L. Es gilt
nach Algebra-Vorlesung:

LW — Q(spw (), spw(a2), ey Spw(a16))

spw(a) = e(a) + 08(a) + 04(a) + 012(a) + 02(a) + 06((1) + Jlo(a) + 014(a) =
a+a9+a13+a15+a16+a8+a4+a2

spw (a?) = e(a?)+08(a?)+o(a?)+0'%(a?)+02(a?)+0%(a?) +010(a?) +o'(a?) =
042—|—Oé—|—0£9+0413+0415+0416—|—018+044

Spw(oz?’) — 8(043)+0'8(043)+0'4(a3)—|—012(a3)—{—0'2(ag)+J6(a3)+010(a3)+0'14(a3) —
o +a'%+a’ +atl ot +a’ +al? +af

Durch weiteres Nachrechnen erhalten wir, dass spy (o) fiir i = 1,..., 16 nur aus den
beiden voneinader verschiedenen Elementen x1 := spy (a) und x5 := spy () bestehen.
Dabei gilt

2 =a+a®+a+al®+albtad 4ot
o= +a%+aP +all a4+’ +al2+ab

Es gilt Q(71,72) 2 Q(z1) 2 Q. Da [Q(z1,72) : Q] = 2 und [Q(z1) : Q] = 2, folgt

nach dem Gradsatz [Q(x1,22) : Q(z1)] = 1. Somit ist L = Q(x1,72) = Q(x1). 71

hat unter den Automorphismen von G nur die Bilder x1 und xo. Nach Lemma 2.14

(2. Vortrag) ist dann (T — x1)(T — z2) das Minimalpolynom von z1/Q. Durch leichtes
Nachrechnen erhalten wir 1 +x9 = —1 und 1292 = —4. Daraus ergibt sich das Polynom

(T —2 ) (T —22) =T?% — (w1 +2)T + 2120 =T?> + T — 4
Dabei verwende man, dass x1 = 2(cos(¢) + cos(2¢) + cos(4¢) + cos(8¢)),
2 = 2(cos(3¢) + cos(5¢) + cos(7¢) + cos(6¢)) ist, mit ¢ := 2Z.

Die Nullstellen 1 = 3(v/17 — 1) und 25 = —%(v/17 + 1) des Polynoms 72 + T — 4
sind also nach Bemerkung 12.1 mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Als nichstes betrachten wir den Korper LY, der iiber @ den Grad 4 hat, da

LY : Q] = % = 1746 = 4. Es gilt nach der Algebra-Vorlesung:

LV — Q(SPV(O‘)a SPV(OC2)7 ey Spv(OéIG))
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Ausgeschrieben haben die spy (a?) fiir i = 1, ..., 16 folgende Gestalt
y1 = a+ a3 +al 4 o
Yo = a2+ + al® + af
ys = a3 + o + alt + a2
ya = ab + a0 £ all o7

Nach Lemma 2.14 (2. Vortrag) erhalten wir das Polynom

(T =y )(T — y2)(T — y3)(T — ya).

Damit ist [y; : Q] = [LY : Q] = 4, da das Minimalpolynom den Grad 4 hat.
y1 erzeugt LY iiber @, also auch iiber L. Somit erhalten wir LY = LY (y,). Es ergibt
sich das Minimalpolynom von y; /LW

(T - yl)(T - yg) bzw. (T - yg)(T - y4).

Durch Nachrechnen erhalten wir y1 + yo = x1, y1y2 = 1+ 22 = —1,y1 + y1 = 2
und y3ys = —1. Daraus folgt

(T =y )T —y2) =T = (y1 +y2) T +y1y2 = T° — 1T — 1

(T = ys)(T —ya) = T? = (y3 + y)T + yaya = T? — 2T — 1.
Die Nullstellen

=%+ Ve T, = - VAT T

ys =2 + IV +4und ys = 2 + IV +4

sind also nach 12.1 mit Zirkel und Lineal kostruierbar.

Nun sind @, L, LY bekannt. Als niichstes betrachten wir den Kérper LY. Da die
Vorgehensweise analog zu der Berechnung des Zwischenkérpers LY verliuft, werden wir
uns nun kiirzer fassen. Die spy(af) fiir i = 1,...16 haben folgende Gestalt

zlza—l—aw, 22:a2+oz15
z3:a3+a14,z:4:a4+a13
25 = b +al3, z5 = ab +all
zr=a"+a% zg=0a%+a°

Da das Minimalpolynom von z; iiber @ den Grad 8 hat und das Minimalpolynom
von z; iiber Q(x1,y1) den Grad 2, haben alle diese Elemente den Grad 8 iiber @ und
den Grad 2 iiber Q(x1,y1). LY wird von z; iiber @ erzeugt, also auch iiber LY. Damit
ist LU = LY (z1). Das Minimalpolynom von z;/L" ist nach (2.14)

(T — Zl)(T — 24) =T2_— (2’1 + Z4)T—|—le4 =T2_— y1T+y3

Die Nullstellen
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=% +3 \/yl — 4yz und z4 =

sind also nach 12.1 auch mit Zirkel und Lineal kostruierbar

L— 3Vy? — 4y

6= QCOS(%—?)

Das regelméflige 17-Eck kann nun konstruiert werden, da z; = o + «
konstruierbar ist. Es ergibt sich die folgende Konstruktion.

Die Grundfigur besteht aus zwei orthogonalen Geraden und einem Kreis um den
Punkt O mit Radius OA = OB. Der PunkLO ist der Ausgangspunkt der Konstruktion

e B
/// ? —
d f \\*\ q-"‘""x T
' N \
. R
f/ / / R\\ \\ N
.l'lllr f(/ / -'III \\\ "\ Ay
vy o
s | 1 \‘\ lI.lI
IIIII ) lIII III| /.__ / II' I|II et \!‘ir,\ . I'|II
[ [/ \ | ™|
: | llzf | I". Y | \"\J
F Hl D &l O C Kl }f—\ E
/
\\ \ /
\\ \\‘x P ,//
\\\ "--.._\_\______,__,-ﬂ'" z/
g //
N _

Wir konstruieren zunéchst den Wert +/17. Dazu vierteln wir die Strecke OA und
erhalten den Punkt C. Die Linge der Strecke BC entspricht somit dem Wert %\/17'

Nun schlagen wir einen Kreis um den Punkt C' mit dem Radius BC und erhalten die

Punkte D und E. Wir erhalten die Lingen der Strecken OD bzw. OF

IWVIT-1i=2 bzw. VIT+1=-22.

Nun schlagen wir einen Kreis um D mit dem Radius BD und erhalten den Punkt F

und die Linge der Strecke OF = OD + DF
ERRV(COLED

Analog schlagen wir einen Kreis um £ mit den Radius BE und erhalten den Punkt

G und die Linge der Strecke OG = EG + EO
(5P +1-(=%) =us
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Jetzt halbieren wir die Strecke OF und erhalten den Punkt H. Dann errichten wir
iiber AG den Thaleskreis und erhalten den Punkt J. Zuletzt schlagen wir einen Kreis

um J mit dem Radius OH und erhalten den Punkt K. Somit erhalten wir die Linge
der Strecke HK = HO + OK

=% 4+ /()2 —y3 =+ al® =2cos(3).

Zum Schluss werden wir schlieflen, dass

16 cos(¢) = V1T + 21/ (LT — )2 44

MIT 1
+4\/\/ﬁ—2\/(—@—§)2+4+(@+%—i)2+1—1::§

Benutzt wird dazu Maple. Also:

V17 1 V17 1
T1="3" —3 T2=773 T3
VIT 142 VIT 142
_ VT (97— g (97— T 1
=y =7 T p 1 B p -1 1

= 821 = & = 16 cos(¢)

Damit ist gezeigt, dass 16 cos(¢) durch Wurzelzichen und rationale Rechenoperatio-
nen erreichbar ist. Dann gilt dasselbe fiir 16%;(@ = cos(¢), also ist a konstruierbar.
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13 Das Umkehrproblem der Galoistheorie

Dieser Vortrag beschéftigt sich mit folgender bis heute ungelsten Frage:

Gibt es zu einer beliebigen endlichen Gruppe G immer auch eine Korperer-
weiterung L : @), so dass die Galois-Gruppe von L iiber @ isomorph zu G ist?
Diese Frage ist der Kernpunkt des sogenannten inversen Galois-Problems, welches
sich ganz natiirlich aus den Anfingen der Galois-Theorie ergab, wo gezeigt wurde, dass
sich einem beliebigen Polynom immer eine eindeutig bestimmte Gruppe zuordnen lésst.
Die Frage wird sich als positiv zu beantworten herausstellen, falls G abelsch ist.

Als weiteres Ergebnis wird gezeigt, dass auch fiir die symmetrische Gruppe S,, ge-
eignete Polynome konstruiert werdenen kénnen.

AuBerdem wird eine kleine historische Ubersicht iiber die Entwicklung der Untersuchun-
gen beziiglich des Inversen Galois-Problems gegeben, einige Ergebnisse vorgestellt und
versucht, den derzeitigen ,,Stand der Dinge“ zu skizzieren.

Doch zunéchst sei noch ein einfaches Ergebnis erwiahnt, das klar macht, dass die Forde-
rung ,,Q ist Grundkorper der gesuchten Galois-Erweiterung® die eigentliche Schwierig-
keit der Frage ausmacht (Q ist ja Primkérper):

13.1 Satz Sei G eine beliebige endliche Gruppe.
Dann gibt es Korper L und K mit Q C K C L C C, so dass gilt: Galg (L) = G.

Beweis: Bekanntermafien ist G isomorph zu einer Untergruppe U < S, (falls |G| = n).
Im Laufe des Vortrags wird gezeigt, dass S, als Galoisgruppe geeigneter Polynome iiber
Q realisiert werden kann. Sei also f so ein Polynom (also Galg(f) = S,) und L :=
ZFKq(f) der Zerfallungskorper von f iiber Q. Definiere nun: K := LY der Fixkoérper
von L unter U. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie gilt nun: G = U = Galg (L).
O

Zunichst also die Untersuchung fiir abelsche Gruppen (mit einigen vorbereitenden (be-
kannten) Sétzen):

13.2 Satz (Chin. Restsatz)
Seien ny, . ..,n; € N mit ggT(n;,n;) = 1 fiiri # j, und n := [['_, ni.
Dann ist

t
01 Z — [ Zn, mit o(z) = ([z]n,, [2]ny; - - - [2]n,)
i=1
ein Ringhomomorphismus mit Kern(o) =n-7Z .
Mit anderen Worten: .
1.
i=1

Beweis: siche Vorlesung “Grundziige der Algebra® WS2002/2003 §8.1/8.2/8.3 (dort nur
fiir Gruppen gezeigt, aber Ubertragung auf Ringe klar (argumentiert wurde mithilfe des
Gruppenhomomorphiesatzes, der in analoger Form auch fiir Ringe gilt (Ubertragung auf
Ringe mit ,,demselben“ Homomorphismus)

Il

Ly,

O
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13.3 Satz (Dirichlet)

Seien a,m € N mit ggT(a,m) = 1 und A(a,m) :={a+k-m |k € Ny} (arithmetische
Folge).

Dann gilt: A(a, m) enthélt unendlich viele Primzahlen.

13.4 Folgerung Fiir beliebiges m € N enthilt die arithmetische Folge A(1,m) unend-
lich viele Primzahlen.

Im weiteren wird nur die Folgerung aus dem Satz von Dirichlet gebraucht. Da je-
doch selbst dieser Spezialfall einen sehr aufwendigen (und fiir unsere Zwecke nicht sehr
erkenntnisreichen, da hauptséichlich zahlentheoretischen) Beweis brauchte, wird darauf
verzichtet.

Zur Erinnerung sei nun noch einmal ein wichtiges Ergebnis aus der Gruppentheorie
erwahnt, das im Folgenden gebraucht wird:

13.5 Satz (Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen)

Sei G eine endliche abelsche Gruppe.

Dann gilt: G ist isomorph zu einem direkten Produkt zyklischer Untergruppen von G
(mit Primzahlpotenzordnung).

Der néchste Satz fithrt uns einen ersten Schritt in Richtung Kreisteilungskorper
(dessen Galois-Gruppe ja nach (5.13) (Z,)* ist). Er besagt, dass man jede endliche
abelsche Gruppe als Untergruppe von (Z,)* fiir ein geeignetes n wiederfindet.

13.6 Satz Sei A eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung m.
Dann existiert ein n € N mit A= U < (Z,)*.

Beweis: Aus dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen schlieflen wir zunédchst:
es existieren C1,...C; < A, mit C; zyklisch Vi und A = Hle C;.

Setze: m; := |C;|. (Dann gilt: m = |A| = [[i, |Ci] = [Tty ma)-

Nach der o.g. Folgerung aus dem Satz von Dirichlet folgt nun: es ex. paarweise verschie-
dene py,...,p; prim mit m | (p; — 1) (da unendl. viele Primzahlen der Form p = 1+ k-m
ex.). Setze n:= [['_, pi.

Laut Chinesischem Restsatz gilt nun: Z,, = [[\_; Zp,.

Da gilt: m | (p; — 1), folgt: m; | (p; — 1)Vi.

Aus dem 6. Vortrag (Satz 6.4) ist bekannt:(7Z,,)* ist zyklisch der Ordnung p; — 1.
Daraus folgt: es ex. (zyklische) Untergruppen D; < (Zy)* mit |D;| = m;.

Da nun D; und C; jeweils zyklisch und derselben Ordnung, gilt: C; = D;.

Setze: U := H§:1 D;. Insgesamt gilt nun:

Da fiir unser angestrebtes Ziel, dem Beweis des Satzes von Kronecker-Weber, die
zuletzt bewiesene Figenschaft fiir Untergruppen abelscher Gruppen jedoch fiir Faktor-
gruppen gebraucht wird, zundchst noch folgender Satz:

13.7 Satz Seien A eine endliche abelsche Gruppe und U < A beliebig.
Dann existiert eine Untergruppe V< A mit U =2 A/V.
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Beweis: Es gilt wieder: A = [[i_; C; mit C; zyklisch.

Damit gilt fiir bel. U < A: U = H§:1 U; mit U; < C;.

Seien u; := |U;| und v; := |Cy|/u;.

Da C; zyklisch, existiert (genau) ein V; < C; mit |V;| = v; und da nun auch die Faktor-
gruppe C;/V; wieder zyklisch ist mit der Ordnung |C;|/v; = u;, gilt: U; = Cy/V;.

Setze jetzt: V = H§:1 V;. Dann gilt:

t t

A/V§HCZ-/ Hv =)y =]Jui=v

i=1 i=1

13.8 Folgerung Sei A eine endliche abelsche Gruppe.
Dann existieren ein n € N und eine Untergruppe B < (Z,)*, so dass A = (Z,)*/B .

Jetzt haben wir geniigend ,,Riistzeug” zusammen, um den ersten Teil des Vortrags
abzuschlieflen mit dem:

13.9 Satz (Kronecker-Weber) Sei A eine endliche abelsche Gruppe.
Dann existiert eine Galois-Erweiterung L : Q, so dass gilt: A = Galg(L).

Beweis: Nach (5.13) gilt: (Z,)* = Galg(Qn) =: G (Qn: n-ter Kreisteilungskorper)
Nach der letzten Folgerung ex. jetzt ein B < G mit G/B = A.

Setze: L := QP (also Fixkérper von B in @Q,) und ¢ := ¢*™/™ (prime n-te Einheitswur-
zel).

Also: Q C L = QP € Q,, = Q[¢]. Definiere nun

f=11T=50) € QulT]

beB

Beh.: f € L|T] und f ist Minimalpolynom von ( iiber L.
Sei o € B beliebig und 7 die kanonische Fortsetzung von o auf Q,[T]. Dann gilt:

a(f)=a(J[(@=b)) = [T = (eob)©) = [TT-¥() =7

beB beB veB

k
Also: ZaiTi =f=3(f) = Za(ai)Ti
1=1

i=1

Koeffizienten-Vergleich ergibt: o(a;) = a;Vi.

Da o € B beliebig gewihlt war, folgt nun: f € L[T].
Zeige als néchstes: f ist irreduzibel

Gelte f =g-h, g,h € L[T]. Dann ist ¢ Nullstelle von g oder h. (oBdA: g(¢) = 0).
Fiir bel. b € B gilt damit:

gEL[T]

0 =0(0) = b(g(¢)) 9(b(¢))

Das heifit: alle Nullstellen von f liegen in g, woraus folgt, dass h konstant ist (da f
quadratfrei (alle Nullstellen haben Vielfachheit 1)).
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Damit ist f Minimal-Polynom von ( iiber L.

Bs gilt: |A] - |B] = |G/B| - |B| = 1G] = [Qu: Q] = [Qu: L [L: Q] = |B-[L: Q
Daraus folgt: |A| = [L : Q].

Gezeigt wird jetzt: A = Galg(L) (womit der Satz bewiesen wére).

klar: Galr(Q,) = B

Falls L : @ auch Galoiserweiterung, so gilt nach dem 2. Teil des Haupts. der Galois-
Theorie:

Galg(L) = G/B (= A)

Seien g € G,l € L,b € B bel.

Dann gilt: b(g(l)) = (bo g)(I) gob)(l) = g(b(1)) = g(l)

= ¢g(l) € L. Also: G wirkt insgesamt nur auf L.

Nach dem 2.Teil des Haupts. der Galois-Theorie folgt, dass L : Q) eine Galois-Erweiterung
ist, womit jetzt alles bewiesen wére.

G abelsch (

O

Damit sei die Untersuchung fiir abelsche Gruppen abgeschlossen.
Beschéftigen wir uns nun mit der Frage, ob die symmetrische Gruppe S,, auch als Galois-
Gruppe einer geeigneten Korpererweiterung von @ realisiert werden kann.
Die Idee ist dabei zunéchst, eine Beziehung zu finden zwischen der (Ir)Reduzibilitét eines
Polynoms f iiber Q und {iber Z,. Es wird sich herausstellen, dass sich die Galoisgruppe
von f iiber Z, gerade als Untergruppe der Galoisgruppe iiber @) wiederfinden lasst.
Das Vorgehen ist dann schliellich, ein Polynom zu finden, das gentigend Permutationen
enthélt, um ganz S, zu erzeugen.

Zur Vorbereitung der Untersuchungen sind zunéchst noch einige Aussagen iiber Po-
lynome in mehreren Unbestimmten zu machen. Bewiesen werden wir dabei eher wenig,
da die Aussagen schnell einzusehen, aber (insbesondere auch wegen der vielen Indizes)
formale Beweise relativ miithsam sind.

13.10 Definition ((Elementar-)Symmetrische Polynome)

Ein symmetrisches Polynom in n Unbestimmten ist ein Polynom, das unter allen Per-
mutationen der Unbestimmten invariant bleibt.

Eine besondere Art symmetrischer Polynome sind die elementar-symmetrischen Poly-
nome. Sie haben die folgende Form:

Ok = ngii<i2<...<ik§n Ty - Tiy - Ty

In ausgeschriebener Form:

op="1T; —i—Tg—l—...—i—Tn

oo =TT+ T5+...+ TV T, + T3+ 15Ty +...+ 15T, +. . .+ T, o1, 1+T, 9T, +T, 1T,
o3 =TV I5T5+TWT5T+ ...+ ThIT, +ThVI3Ty+ T35+ ...+ TV, +. ..+ 1 9T, 1T,

(usw.)

O'n:Tl-TQ-...-Tn

Fiir n = 5 ergibt sich somit:
or=Ti+To+ T35+ T, +T;s
oo =TTo + T3+ 11Ty + T T5 + 1275 + ToTy + 1575 + 13Ty + 1375 + T4T5
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o3 = T11oTs + TV Ty + ' TYIT5 + ThT3Ty + ThT5T5 + ThTyTs + ToT3Ty + 121375
. + 15Ty Ts + T5T,T5
oy = TIT3Ty + ThVIT5Ts + T ToTyT5 + ThT3T,Ts + 1151415
05 — T1T2T3T4T5

(In einfachen Worten: oy, ist die Summe aller méglichen Zusammenstellungen von
k Unbestimmten, wobei die Reihenfolge der Unbestimmten in der Zusammenstellung
keine Rolle spielt (deshalb geordnet).)

13.11 Satz (Vieta) Sei K ein beliebiger Korper, f € K[T] und L 2 K der Zerfillungskérper

von f. Gelte also: .

f(r) = ZaiTi = ay - H(T — ;)
=0 i=1

Dann gilt: a,_ = a, - (—1)k cok(an, o, ..., ap) firallek=1,...,n

Beweis:

Die Verifikation dieser Aussage ergibt sich einfach durch Ausmultiplizieren des Aus-
drucks [[/; (T — «;) und Koeffizientenvergleich mit f(T') = Y% ; a;T".

Doch statt eines allzu technischen Induktionsbeweises, sollen uns einige Beispiele (n=2,3,4)
geniigen. Anschaulich sollte dann die Sache klar sein.

Bezeichne im Folgenden fi ein allg. Polynom k — ten Grades.

Also: fi(T) = S0y aiT" = ay, - [T}, (T — o)

fa(t) = a2 (T — an)(T — a2))
= ay (T2 — (Oél + OZQ)T + 011042)
f3(t) = a3 (T — o (T — a2)(T — a3))
= as (T3 — (041 + a9 + ag)T2 + (041042 + o + OéQOég)T — 041042043)
fa(t) = as (T = o (T — a2)(T — a3)(T — o))
= a4(T4 — (a1 + a2+ ag+ a4)T3 + (1 + aqag + ajoy + asas + asay + 043044)T2

—(a1agas + ajasay + agagay + asaszay)T + agasasay)

Bem.: Bei einem normierten Polynom ergeben sich also die Koeffizienten durch die
Werte der elementar-symmetrischen Polynome in den Wurzeln des Polynoms (bis auf
Vorzeichen).

O

13.12 Satz (Darstellungssatz symmetrischer Polynome) Jedes symmetrische Po-
lynom ldsst sich als Polynom in den elementar-symmetrischen Polynomen darstellen.

Bem.: Ein Beweis dieser Aussage ldsst sich per absteigender Induktion nach dem
Polynomgrad fithren. Auch dieser Beweis ist hauptséchlich technisch und aufgrund der
vielen Unbekannten relativ uniibersichtlich. Deshalb wird auch hier auf einen formalen
Beweis verzichtet.

An einem kleinen Beispiel wollen wir diese Moglichkeit der Darstellung aufzeigen:
Betrachte das Polynom

f(T,12) = (Th = )(Tz = 1)(Th — 2)(T> — 2)

welches offensichtlich symmetrisch in den Unbekannten 77 und 75 ist.
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Ausmultipliziert erhdlt man:

f(T, 1) =T2T2 —3T¢ Ty — 3Ty T2+ 9T To + 2T — 6Ty + 2712 — 6T + 4
=2(T1 +T2)* — 6(T1 + To) — 3(Ty + 1) - (1 T3) + (T1T2)* + 5(T1T3) + 4
:20%—601 —301-02—{—034—5024—4
- 9(01702)

wobei
o1 =T1+ Ty ,00=T-Tp und g(U,V) =2U% —6U — 3UV + V2 +5V +4

Dieses kleine Beispiel soll uns in diesem Zusammenhang reichen.

Kommen wir jetzt also zur Untersuchung des oben bereits angesprochenen Zusammen-
hangs:

Sei K ein Kérper und f € K|[T] normiert und quadratfrei mit f = T"+a, T" 1 +.. .+
ap = [, (T — ;) (im Zerfillungskérper K von f). Der Abkiirzung halber definiere
noch: a = (ag,...,qn).

Seien U = (Uj, ..., U,) Unbestimmte.

Definiere nun, was es heifit, o € S,, wirkt auf einen Ausdruck in den U; bzw. «;.

Sei A(U) = A(Uy,...,U,) ein Ausdruck in den U;’s.

Dann sei fiir o € Sy oy (A(U)) := A(Ugqrys - -+ Us(ny)-

Entsprechend auch fiir die a;’s: 04 (A()) 1= A(Qg(1), - - - Qo(n))-

Setze O := Z Ui-a; und F(T,U) := H (T — oy (9))
i=1 o€Sh

Damit ist F(T,U) € K[a,U,T] symmetrisch in den «;’s, denn:

To(F(T,U)) = ma ( IT - UU(ﬁ))> = [[ @—ov(m@) = [] (T—op;(9)) = F(T,U)

o€Sn 0ESRH o'eSp

und damit darstellbar als Polynom in den elementar-symmetrischen Polynomen mit
,, Unbestimmten* «;.

Nach dem Satz von Vieta entsprechen diese «; gerade den Koeffizienten von f (bis auf
Vorzeichen), so dass sich feststellen ldsst:

F(T,U) lasst sich als Polynom in den Koeffizienten von f darstellen.

Also: F(T,U) € K|U,T]

Zerlege nun F(T,U) in (K[U])[T] in irred. Faktoren (Es lésst sich zeigen, dass fiir einen
faktoriellen Ring R der Polynomring R[T'] in einer Unbestimmten wieder ein faktorieller
ist. Also folgt per Induktion, dass der Ring (K[U])[T] faktoriell ist)
F(T,U)=F(T,U) -F((T,U)-...-F.(T,U)

Beh.: Fiir einen Faktor F;, gilt: {o € S, : oy(F;,) = Fj,} bildet eine Gruppe G
(dies gilt fiir beliebiges ) mit G = Galgk (f).

Beweis: Zum 1. Punkt (Gruppeneigenschaften): Abgeschlossenheit, Assoziativitdt und
Einselement sind klar.
Zum Inversen: (o Yy (F;) = (o0 Hy(ov(F)) = F; .
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In K[U, o|[T] zerfillt F(T,U) in Linearfaktoren, denn F(T,U) = [[,cg, (T — ov(¥))
Sei 4y nun so gewihlt, dass Fj, den Faktor T—3Y " | Ujoy; = T — 1 (also: o = id) enthiilt.
Zur Abkiirzung setze noch: L;,:= Menge der Linear-Faktoren von Fj,.

Aus (o0 000)(0) =Y Us)Qomy =9 folgt:  oa(V) = oy (9)
=1

Zwischenbeh.: 0 € G & oy (T — V) € L;,

“=“: Diese Richtung ist klar, denn fiir ¢ € G gilt: oy(F;,) = F;, und damit, da
T-9¢€ Lio: O’U(T—ﬁ) S Lio

“<“: Da oy irred. Teiler von F' in irred. Teiler von F' iiberfiihrt (denn: oy (F; - F;) =
ou(Fi)-ou(Fy)), gilt: oy (Fi,) = Fj (j zunéchst noch unbestimmt). Da nun 7" — ¢ in Ly,
liegt, muss oy (F;,) = F, gelten.

Nun charakterisiere noch die Elemente von Galg (f) (aufgefasst als Untergr. von S,,):

Da Fj, irreduzibel ist und den Faktor T—¢ = T—>"" | U;; enthilt, ist der Zerféllungskorper
von F;: (K[U,T])[a]. Da ja nun jeder Isomorphismus aus Galg (f) durch eine Permuta-
tion der a;’s charakterisiert ist, ist dieser Isomorphismus genausogut durch Uberfiihrung
von ¢ in ¥’ (Konjugierte von 1) charakterisiert.

Damit gibt o, = 0[_]1 einen Isomorphismus der beiden Gruppen an.

O

Dieses Ergebnis, was von reinem theoretischen Interesse ist, fiihrt jetzt zu einem
Korollar, das fiir die weiteren Untersuchungen von groflem Interesse sein wird:

13.13 Korollar Sei f(T) € Z[T] normiert, p prim und f(T) := f(T) mod (p) beide
quadratfrei. _
Dann gilt: Galg,(f) =2 U < Galg(f).

Beweis:
Identifiziere im Folgenden wieder die Galois-Gruppen mit den entsprechenden Unter-
gruppen von S,.
Betrachte: F(T,U) € (QU))[T] mit F(T,U) = [l,es, (T —ov(¥)) = F1-... - F (F;
irreduzibel)
Nach dem GauB-Lemma gilt nun: F;(T,U) € (Z[U])[T] (und damit natiirlich auch:
F(T,U) € (Z[U))T])
Betrachte nun: (F/(7T,U) mod (p)) = (F1 mod (p)) -...-(F mod (p)). (Beachte: (F; mod
(p)) ist nicht unbedingt irreduzibel.)
(Zur Abkiirzung: Setze F; := (F; mod (p)))
Sei nun g € Galg, (f) bel.:
g(irred. Faktor von F';) =irred. Faktor von F';.
Und damit auch: g(irred. Faktor von F;) =irred. Faktor von Fj.
Und damit ist nach obiger Uberlegung: g € Galg (f).
U

Jetzt noch eine kurze Untersuchung, wie man mit moglichst wenig Permutationen die
ganze Gruppe S, erzeugen kann, und dann kénnen wir uns auch schon geeignete Poly-
nome konstruieren.

13.14 Satz FEine transitive Untergruppe U < S, die eine Transposition und einen
(n — 1)-Zyklus enthélt, ist ganz S,,.
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Beweis: Sei (1,2,...,(n—1)) der (n-1)-Zyklus (nach evtl. Umnummerierung der Zahlen
{1,2,...,n}), und 7 := (4,j) die Transposition.

Versuche jetzt eine Transposition der Form (k,n) zu finden. Falls ¢ = n oder j = n, so
ist nichts mehr zu unternehmen, ansonsten fiihre folgende Konstruktion durch:

Da U transitiv, ex. ein o € S,, mit o(j) = n. Setze jetzt: v:=coTo00 L

Dann gilt: o(i) LA N i 0(j)=n
und: o(j) =n 7= j i - o(i).
Klar ist: v(k) = k fiir alle k ¢ {o(i),n}, d.h. v ist eine Transposition der Form (k,n).
Diese Transposition ldsst sich nun mithilfe des Zyklus’ (1,2,...,(n — 1)) in (I,n) mit
le{l,...,n} bel. umformen.
Damit enthélt U alle Transpositionen dieser Form, die ein Erzeugendensystem fiir S,
bilden, sodass schliellich gilt: U = 5,,.

O

Kommen wir nun zur Konstruktion eines Polynoms € Q[7], das als Galoisgruppe
die symmetrische Gruppe S,, hat.
Seien

o f1 € Zs|T| irreduzibel vom Grade n
® g1,92 € Z3[T] irreduzibel mit grad(g;) =n — 1 und grad(gs) =1

e — nungerade: hy, hy € Zs[T] irreduzibel mit grad(h;) = 2 und grad(hs) = n—2

— n gerade: hy, ho, hg € Zs[T] irreduzibel mit grad(hy) = 2, grad(hy) ungerade,
und grad(hy) + grad(hs) + grad(hs) =n

Nach (7.12) sind diese Polynome alle zu finden.
Definiere nun:

® f2:=g1"go,
o f3:=hy hy-hs,

° f = 15f1 + 10f2 + 6f3

Dann gilt:
f=f1 (mod 2)
f = f2 (mod 3)
f = fs (mod 5)

(Es wiirde auch ein anderes f geniigen, das diese 3 Kongruenzen erfiillt.)

Noch eine kurze Uberlegung:

Nach (6.11) ist Galz, (P) zyklisch fiir bel. p prim und bel. P € Z,[T.

Auflerdem gilt fiir bel. Polynom P: Galg (P) ist transitiv < P ist irreduzibel.

Zerfallt nun P € Zpy[T] in der Art P = P, - P, - ... - P, in irreduzible Faktoren und
bezeichne g; := grad(P;), so ergibt sich das Zykelformat der erzeugenden Permutation

von Galg,(P) durch: (12...91)(g1+1 ... g2) ... (gr—1+1 ... gr).
Folgendes gilt deshalb fiir die Galois-Gruppe des gerade definierten f:

e 'mod 2 - Zerfillung’ = Galg(f) ist transitiv,

e 'mod 3 - Zerfillung’ = Galg(f) enthélt einen (n — 1)-Zyklus,
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e 'mod 5 - Zerfillung’ = Galg(f) enthilt eine Produkt aus einer Transposition
und einem Zyklus (falls n ungerade) bzw. zwei Zyklen (falls n gerade) ungerader
Ordnung (bildet man hiervon eine geeignete ungerade Potenz, so erhilt man eine
reine Transposition).

Nach obigem Satz gilt nun: Die Galois-Gruppe von f ist S,.

Mithilfe dieses Ansatzes ldsst sich sogar beweisen, dass asymptotisch jedes Polynom
iiber Q vom Grade n und (n — o0) die symmetrische Gruppe S,, als Galois-Gruppe hat.
Dies beweist einmal mehr die Schwierigkeit des Inversen Galois-Problems.

Zur Illustration des Vorgangs wollen wir als kleines Beispiel die Sg erzeugen:
Whihle folgende Polynome:

o f1:=T64+T3+1

¢ g1 =T°+T3+T%?+2 | go:=T+2

® hy =212+ T+3 | hy:=T*+T?+1| hs:=3T+4

o foi=gl-g2=TC 4275 +T* 4+ 373 + 272+ 2T + 4

o fy:=hl-h2-h3 = 6T+ 1775 + 24T* + 3173 + 2372 + 137 + 12

o f:=15f1 +10fs + 6f3 = 6176 + 12275 + 154T* + 23173 + 15872 + 98T + 127

Mithilfe eines Computeralgebra-Systems (wie z.B. Maple) lassen sich die geforderten
Eigenschaften an die Polynome einfach nachweisen und auch die Behauptung, dass f
die Sg erzeugt, verifizieren.

Eine andere Menge Polynome, die als Galois-Gruppen die symmetrischen Gruppen ha-
ben, sind die sogenannten Laguerre-Polynome, die sich sogar in geschlossener Form
angeben lassen:

13.15 Satz (Issai Schur, 1930)

1. Bedeutet L, das n-te Laguerre-Polynom, also L, = ", (2) #, dann ist
Galg(Ly) = S,.

2. Fiir B, = Y0 L' gilt:
Ist n =0 (mod 4), dann gilt: Galg(E,) = Ay,
fiir alle anderen n gilt: Galg(Ey) = Sp.

Zum Abschluss noch eine kleine historische Ubersicht:

e 1830: Francois Evariste Galois entwickelt eine Methode, einem Polynom eine
endliche Gruppe zuzuordnen.

e Ende 19. Jh.: Kronecker-Weber-Theorem ist allgemein bekannt.
Desweiteren sind einige Polynome bekannt, die abelsche Galois-Gruppen iiber Q
besitzen. (Benutzt werden hierbei Gauss-Reihen, also ein rein zahlentheoretischer
Ansatz.)
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e 1892: David Hilbert beginnt mit der ersten systematischen Studie des Inversen
Galois-Problems. Mithilfe seines Irreduzibilitéits-Theorems beweist er folgende
Aussage:

Fiir beliebiges n > 1 lassen sich Sy, und A, als Galois-Gruppen iber Q realisieren.

e 1916: Emmy Noether beweist mithilfe von Hilberts Irreduzibilitits-Theorems:
Sei G eine beliebige endliche Gruppe der Ordnung n und Q[X1,...,X,]|¢ der
Fizkorper von Q[X1,...,X,] unter den Permutationen der Unbestimmten mit-
hilfe von G. Dann gilt:

Falls Q[X1, ..., X,]%/G rational (rein transzendent) ist, so ist G als Galois-Gruppe
tiber Q zu realisieren.

(Bem.: Nach Konstruktion ist Q[X1, ..., X,]/Q[X1, ..., X,]¢ galois mit Galois-
Gruppe G.)

,rational“ bedeutet in diesem Zusammenhang, dass der Unterkorper relativ zum
Oberkorper algebraisch abgeschlossen ist, d.h., dass es im Oberkoérper nur tran-
szendente Elemente gibt.

e 1937: A. Scholz und H. Reichhardt beweisen folgende Aussage:
Jede endliche p-Gruppe (p prim und |G| = p™) kann als Galois-Gruppe iiber @Q
realisiert werden.
Der Beweis war ein reiner Existenz-Beweis, ergab also keinen Algorithmus, wie
man solche Polynome berechnen kann.

e 1950er (vollst. Beweis erst 1989): Shafarevich beweist:
Jede auflosbare Gruppe kann als Galois-Gruppe tiber Q realisiert werden.
Auch dies war wieder ein reiner Existenzbeweis und auflerdem auch hauptséchlich
zahlentheoretisch, so dass sich die Idee nicht auf nicht-auflésbare Gruppen iibertragen
l&sst.

e 1980: Abschluss der Charakterisierung von einfachen Gruppen
Aussage dieser Charakterisierung ist: Fs gibt genau 26 sporadische Gruppen
und 18 Familien einfacher Gruppen.
Fiir die sporadischen Gruppen ist die Realisierbarkeit iiber @ bereits bewiesen (bis
auf evtl. die Mathieu-Gruppe Mas).
Dieses Ergebnis gab den Untersuchungen bzgl. des Inversen Galois-Problems eine
neue Richtung, so dass es nun natiirlich schien, sich erst auf die einfachen Gruppen
zu konzentrieren und dann durch eine Art Induktion den Beweis auf alle Gruppen
zu libertragen. Wie dieses Verfahren aber aussehen soll, ist noch nicht klar.

Ein letztes Ergebnis, was vielleicht besonders beeindruckend ist, ist folgendes:

e 1984: Thompson beweist: Die Monster-Gruppe kann als Galois-Gruppe iiber
Q realisiert werden.
Warum ist dieses Ergebnis so beeindruckend? Nun, die 1980 entdeckte Monster-
Gruppe beschreibt die Symmetrien eines 196883-dimensionalen Gitters und enthélt
insgesamt 10°* Elemente. . .
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