Penrose Kacheln

Michael Nusken, Paderborn, 31.01.2003
Die beiden Penrose Kacheln Kite (engl. (Spielzeug-)Drachen, im Bild Nr. 1) und Dart (eng|
im Bild Nr. 2) sind ganz simple Polygone. (Wir konnten sie auch Keil und Pfeil nennen, abt
wollen hier bei den durch Penrose gewahlten englischstammigen Namen bleiben.)
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Sie dirfen aneinandergefligt werden wie Puzzleteile oder Dominosteine, wobei immer Kar
gleicher L&nge aneinanderstossen und die roten und griinen Linien aneinanderpassen mu
eigentlich schon alles. Verbluffend ist, was dabei herauskommt. Aber seht selbst...
> restart:
‘mod’ : =nodp:
changecoords: =" changecoords’: wth(plots):
arrow. ="arrow : with(plottools):
Noch ein paar Farben fur spater.
> macro( pi nk=COLOR( HUE, 5/6 ) ):
. macro( lightgray=COLOR( R&B, .9,.9,.9) ):
[ Hier habe ich mich bemiiht, in Maple eine einigermal3en einfache Mdglichkeit zu schaffen,
Kacheln aneinanderzulegen. Weiter unten erklare ich einige Funktionenldes penrose.
> penrose:=module()
local z ¢, ®, complex2point, plotcomplexpolygon, num, plane, data, activetile P, Pdot, A, B, i,
smove, smoveiny, rels, fmove, dflcompose, dfl;
export ¢, @, wantradical, compose, longshift, shortshift, specialmove, move, composemoves
reset, redraw, tryabs, doabs0, doabs, undo, atrel, tryrel, dorelO, dorel, attry, atdo, deflate,
completeaces
wantradical :=false
(:=exp(2011/ 10);
@:=(1+sar(5))/ 2
complex2point :=z - [[I(2), O(2)];
plotcomplexpolygon :=
proc(L) polygonplotmagcomplex2point, L), argg2 .. —1]) end proc,
A:=1/(2T),




B:= @2+ @3/ 4;

P[kite] := display{plotcomplexpolygo(0, ¢"2[L\(-1), @2, ¢2[]),
ardcomplex2point0), ¢, -1t/ 5 .. 1t/ 5, color =red, thickness=2),
arcomplex2poinf@*2), 1, 3001/ 5 .. 7001/ 5, color = green, thickness= 2), curve|
complex2pointB), complex2poinfA), complex2poinfconjugatéA)),
complex2poinfconjugatéB))], color = blue), scaling = constrained, axes = none);

A=@2/C(-1/2L),

B:=@2/(+@1"3/4;

P[dart] := display{plotcomplexpolygo(i0, ¢"2[Z-1), ¢, ¢ 2L L]),
ardcomplex2poinf0), 1, -1t/ 5 .. 1t/ 5, color =red, thickness=2),
ardcomplex2pointy), 1/ ¢, 2001/ 5 .. 801/ 5, color = green, thickness=2), curve|
complex2pointB), complex2poinfA), complex2poinfconjugatéA)),
complex2poinfconjugatéB))], color = blue), scaling = constrained, axes = none);

Pdot := disk(complex2pointl / @), 5[{1/ ¢— (1 /(2[X)))/ 6, color =blue);

smove ;= proc(i, p0, p1, p2, p3, p4)

(i mod10)(z+addargg?2 +j]Z%, =0 ..nargs— 2)[p"2
end proc,

smoveinv := proc(X)
local A, B, j;

B :=collectX, [z D]);
userinfd2, penrose B = collec{simplify(B, rels), [z ®]));
A = coefB, 2),
if A=1thenA:=0
elif A=(thenA:=1
elif A=-1thenA:=5
elif typgA, ‘M) then A:=op(2, A)
elseerror "Huch: %1." A
end if;
B :=simplify(coef(B, ®2), {4 - "3+ ("2 -(+1}),
[A, sedcoefiB, ¢, j),j=0..3)]
end proc,

rels ={e2-o0-1,M-0"3+("2-(+1};

compose := proc()
localp, f, A B;

p:=2
for fin argsdo
p := simplify(expan@subg$z = smovédop(f)), p)C*100), { ("10-1})
end dg
smoveinyp)
end prog,
move := proc(, p0, pl, p2, p3, p4)
if typg(i, list) thenreturn procnaméop(i), argg2 .. -1]) end if;
(i mod10)(x + I0y) + addargq 2 +j]LN, ] =0 .. nargs — 2){p"2;
expan@ao);
complex2point%o);
(simplify(%) assumingeal);



if wantradical then conver{%, radical) end if;
unapply%, x, y)
end proc,
fmove :=
proc(, p0, pl, p2, p3, p4) movdargs); magevalf, %X, y)); unapply%, x, y) end proc,
composemoves := proc(f)
local g, i;
g:=f
for i from 2tonargsdog :=((eva(g))@op)@(argdi]) end da
a(x y);
expano);
(simplify(%) assumingeal ),
combing%, trig);
if wantradical then conver{%, radical) end if;
mapcollect, %, [X, y]);
unapply%, x, y)
end proc,
reset := proc() num:=0; activetile:=[0, kite, [0]]; plane := NULL; data := NULL end proc
redraw := proc() display{plane, scaling = constrained, axes = none) end prog,
tryabs := proc(tile, mv)
displaydisplaytransfornimove&op(mv)))(P[tile]), color =black argq3 .. -1]),
display(transfornfmoveop(activetilg 3])))(Pdot)), plane, scaling = constrained,

axes =none)
end prog,
doabs0 := proc(tile, mv)
local new;

num:=num+ 1,
new := displayP[tile], textplo{
[op(eval{complex2pointl / ¢))), sprintf("%d", num)], color = black),
argg3 .. -1]);
plane := transfornffmoveop(mv)))(new), plane
data :=[num args], data;
activetile := [num, args];
NULL
end proc,
doabs := proc(tile, mv) doabs(args); redraw( ) end proc,
undo := proc(n)
local a, b, j;
if nargs=0thenreturn procnaméactivetild1]) end if;
for j to nopg[data]) do
if n=[data][j][1] then
userinf@2, penrose ‘removing *, [data][j],
if (n=activetilg 1], * WARNING: last position changes!*, **));
data := op(subsofj = NULL, [data]));
plane := op(subsof = NULL, [plane]));
break



end if
end dg
if nopg[data]) =0thenreset)
elif n = activetilg 1] then activetile := [data][1]
end if;
NULL
end proc,
atrel :=proc(n)
local ;
if nargs=0 and 0 < nopg[data]) then activetile:=[data][1]
elsefor j to nopg[data]) do
if n=[data][j][1] thenactivetile:=[data][j]; break end if
end do
end if;
NULL
end prog,
tryrel ;= proc(tile, mv)
local mvl;
if mvin { greenleft, greenright, redleft, redright} then
mv1 := specialmove[my, tile, activetilg2]]
elsemvl:=mv
end if;
tryabgtile, composéactivetilg 3], mvl), argg3 .. -1])
end prog,
dorel0 ;= proc(tile, mv)
local mvl;
if mvin { greenleft, greenright, redleft, redright} then
mv1 := specialmove[my, tile, activetilg2]]
elsemvl:=mv
end if;
doabs(ile, composéactivetilg 3], mvl), argg3 .. -1])
end prog,
dorel :=proc(tile, mv)
local mvl;
if mvin { greenleft, greenright, redleft, redright} then
mv1 := specialmove[my, tile, activetilg2]]
elsemvl:=mv
end if;
doab#tile, composéactivetild 3], mvl), argg3 .. -1])
end prog,
attry := proc(n, tile, mv) atreln); tryreargg2 .. —1]) end proc,
atdo :=proc(n, tile, mv) atre(n); dore(argg2 .. —1]) end progc,
dflcompose := proc()
localp, f, A B;
p:=2
for fin argsdo



p := simplify(expan@subg$z = smovdop(f)), p)C*100), { ("10-1})
end dg
p := simplify(subg®"2 = ®2[({ + ("9), p), { (*10-1}),
smoveinyp)
end proc,
dfi[kite] := proc(n, tile, mv)
[kite, dflcomposémv, [3, op(2 .. -1, longshift[9])]), argd4 .. —1]],
[kite, dflcomposémy, [-3, op(2 .. -1, longshift[1])]), argq4 .. -1]],
[dart, dflcomposémy, [1]), argd4 .. —1]],
[dart, dflcomposémy, [-1]), arg]4 .. —1]]
end proc,
dfl[dart] := proc(n, tile, mv)
[kite, dflcomposém), argd4 .. —1]],
[dart, dflcomposémy, [4, op(2 .. -1, longshift[9])]), argd4 .. —1]],
[dart, dflcomposémv, [-4, op(2 .. -1, longshift[1])]), argd4 .. —1]]
end prog,
deflate := proc()
local newdata, oldplane;
ListToolq Reverse]([data]);
mapix - dfiiX2]](op(x)), %);
newdata :=
ListTooldMakeUnique](%, 1, (x, y) —» evalfx[1] =y[1] and X[2] =y[2]));
reset);
map{doabs0@op, newdata);
redraw( )
end prog,
completeaces := proc()
local allkites, alldarts, X, mv;
allkites alldarts := selectremovex — X[2] =kite, [data]);
allkites := magcompose mapZop, 3, allkites));
for Xin alldartsdo
mv := composeX[ 3], specialmove greenleft, kite, dart]);
if notmvin allkitesthen doabs(kite, mv, op(X[4 .. -1]), args) end if;
mv := composeEX[ 3], specialmove greenright, kite, dart]);
if notmvin allkitesthen doabs(kite, mv, op(X[4 .. —1]), args) end if
end dg
redraw( )
end prog,
reset);
for i from Oto9do
longshift[i] := compos{i], [0, 1, 0, O, O], [-1]);
shortshift[i] := compos€{i], [0, 0, O, 1, -1], [-])
end dg
specialmove = tabld]
(greenleft, dart, dart) =’"ERROR"Dart to dart can never be at green lije"
(greenright, dart, dart) ='ERROR"Dart to dart can never be at green lije"



(redleft, dart, dart) =compos{?2]), (redright, dart, dart) = compos§ —2]),
(greenleft, kite, dart) = composéshortshift[0], longshift[0], [4]),
(greenright, kite, dart) = composéshortshift[0], longshift[0], [6]),
(redleft, kite, dart) = compos@ongshift[1], [5]),
(redright, kite, dart) = compos@ongshift[9], [5]),
(greenleft, dart, kite) = composg 1], longshift[0], shortshift[0], [5]),
(greenright, dart, kite) = composg —1], longshift[0], shortshift[0], [5]),
(redleft, dart, kite) = compos@ongshift[1], [5]),
(redright, dart, kite) = compos@ongshift[9], [5]),
(greenleft, kite, kite) = composéshortshift[ 3], 2C1ongshift[0], [6]),
(greenright, kite, kite) = composéshortshift] 7], 2[0ongshift[ 0], [4]),
(redleft, kite, kite) = composg 2]), (redright, kite, kite) = composf-2])])
L end module
[ Jetzt laden wir den Modul und machen damit alle seine Exporte verfugbar.
> w t h(penrose);
# kernel opts( opaquenodul es=fal se ):
Die Zeile, in deppaquenodul es verandert wird, ist gut firs Entwanzen (Debuggen), sie
ermoglicht den Zugriff auf die lokalen Daten der Module.
reset(): doabsO( kite, [0] ): doabs( dart, [0,1.2] );
Diese Prozedur erlaubt uns spéater selektiv die blauen, roten oder griinen Linien und die T¢
zu entfernen.
> renovecurves: =proc(c::set, p::specfunc(anyt hi ng, PLOT))
| ocal C;
C.=map( ‘plot/color®, ¢ mnus {TEXT} );

p;
if TEXT in c then
subs( TEXT=NULL, %);
end if;
eval (subs(
CURVES=pr oc(x, Y)

if yinCcC
t hen NULL
el se CURVES( ar gs)
end if;
end proc,
%));
end proc:

[atdo, atrel, attry, completeaces compose, composemoves deflate, doabs, doabs0, dorel, dorel0,

L longshift, move, @, redraw, reset, shortshift, specialmove, tryabs, tryrel, undo, wantradical, ]
[ Zurick zum Wesentlichen.

Zuerst soll eine wichtige Mdglichkeit Uberprift werden. Es werden einige Bilder erstellt, in
jeweils eine Kachel festgelegt und ein weiteres, schwarz gezeichnetes probeweise angele
Wir werden gleich genauer auf Einzelheiten eingehen. Seht Euch zuerst einmal die 14 Bil
die alle Moglichkeiten darstellen, wie Kites und Darts aneinanderpassen.
> L :=NULL;

for fin [dart, kite] do

reset);
doab§, [rand-5 .. 5)()]);




for tin [dart, kite] dofor Xin [greenleft, greenright, redleft, redright] do
try L:=L, tryrelt, X title=sprinti("A %s with a trial %s at %a.f, t, X))
catch:
end try
end do
end do
end dg
display(L, insequence = true, scaling = constrained)
DerblauePunkt zeigt immer die Kachel an, an die wir gerade anlegen wollen. Vor dort aus
wir auch schauen, wenn wir entscheiden, was links und rechts ist. Es ist fur spater nutzlic
jetzt klarzumachen. (Am besten fihrt man die obigen Programmanweisungen zwei- oder
aus. Das erste Kite oder Dart wird jedesmal ein wenig anders hingelegt, so hat man Gelec
zum Uben.)

A dart with a trial dart at redleft.

[ >

B Bewegungen



[ Und jetzt fangen wir richtig an.

Als erstes machen wir mit der Prozedaset die Ebene leer.
Dann legen wir fiinf Kites aus. Dazu verwenden wir das Kommanéo , welches relativ zur
aktiven Kachel eine neue auslegt. Das erste Argument gibt an, welches Kachel verwende
soll, einki t e oder eirdar t. Das zweite Argument gibt eine Bewegung an. Das Kommanc
dor el erlaubt hier die Angabe eines der vier Schlusseiveditesf t ,r edri ght,greenl ef t
undgr eenri ght. Die Bewegung wird dann so bestimmt, dass die grine bzw. rote Linie r
links bzw. rechts fortgesetzt wird. Ausserdem kénnen wir auch gleich Farben mit angeber
aber auch ohne.
Zum Schluss legen wir noch ein Kite aus. Allerdings verwenden wir diesmal das Komman
doabs, welches eine Kachel absolut plaziert; es wird also von seiner Startposition (mit dei
am Ursprung in positive x-Richtung blickend) aus bewegt. Die Argumente haben ansonstt
dieselbe Bedeutung wie b#or el . (Die Schlisselworter kdnnen hier natirlich nicht verwenc
werden.)
> reset():

dorel ( kite, redleft, color=COLOR(HUE, 1/5) ):

dorel ( kite, redleft, color=COLOR(HUE, 2/5) ):

dorel ( kite, redleft, color=COLOR(HUE, 3/5) ):

dorel ( kite, redleft, color=COLOR(HUE, 4/5) ):

dorel ( kite, redleft, col or=COLOR(HUE, 0) ):

doabs( dart, [5,1,0,1,-1] );




| Das eben angelegte Kite passt da offenbar nicht hin. Wir méchten es wieder entfernen. L
es das Kommandaondo. Sein einziges Argument ist die Nummer der Kachel, welche wir
entfernen wollen. (Wenn wir keine Nummer angeben, wird einfach die aktuelle Kachel, als
normalerweise die zuletzt gelegte, entfernt.)

> i nfol evel [ penrose]: =2:

undo( 6) ;
i nfol evel [ penrose] : =0:
undo: renovi ng [6, dart, [5, 1, O, 1, -1]] WARNI NG | ast position chang

L es!
Anstatt standig mit undo zu arbeiten, ist es viel einfacher, die Kachel ersteinmal probeweis

anzulegen. Dazu gibt es die Kommandogr el undt r yabs. Sie haben dieselben Argume
wie ihre Namensvettemhor el unddoabs. Das Probeteil wird normalerweise schwarz
gezeichnet. Der blaue Punkt kennzeichnet die aktuelle Kachel beziglich dessen die nach

wird.
> tryrel (dart,redleft);

Dieser Versuch ist offenbar keine gute Idee, wir werden den Dart wohl woanders hinlegen




" Das ist ein guter Zug:
> dorel (dart, greenleft);




- Jetzt wollen wir aber nicht an die zuletzt gelegte Kachel anlegen, sondern an die Kachel i
Nummer 1. Dabei hilft uns das Kommaraor el . Sein Argument gibt die Nummer der Kach

an, das nun aktuell sein soll. Wir machen gleich auch einen Versuch, ein Dart anzulegen.
> atrel (1): tryrel (dart, greenleft);




" Wir kénnen aber auch anders weitermachen. (Ohne Argumenatmaehtdie jiingste Kachel zt

aktuellen.)
> atrel(): tryrel( kite, redright );




| Legen wir dieses und ein weiteres Kite an.

> dorel ( kite, redright ):

| dorel( kite, redleft ):

[ Jetzt musste wieder ein Dart folgen. Und richtig ...
> tryrel ( dart, redleft );




" Das scheint so weiterzugehen:

> dorel ( dart,
redleft ):
dorel ( dart,
redleft ):
dorel ( dart,
redleft ):
dorel ( dart,
redleft );

Ja gut!

redleft ):
redleft ):
redleft ):

redleft ):

dorel ( kite,

dorel ( kite,
dorel ( kite,

dorel ( kite,

redri ght
redri ght
redri ght

redri ght

dorel (
dorel (
dorel (

dorel (

kite,
kite,
kite,

kite,
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| Nach etwas Probieren finden wir eine weitere Runde.
>to 5 do
dorel ( kite, greenleft ):
dorel ( kite, redright ):
dorel ( dart, greenright ):
dorel ( dart, redright ):
dorel ( dart, redright ):
. end do:
' Hoppla, das ist wohl nicht erlaubt:
> tryrel ( dart, greenright );

Wir erhalten eine Fehlermeldung.
Error, (in tryrel) Dart to dart can never be at green line

" Aber so konnte es weitergehen. (Das Kommasaovecur ves ermdglicht uns, die roten, gru
und blauen Linien auszublenden. Das erste Argument ist eine Menge von Farben, das zw

Zeichnung.)
> renovecurves(
{bl ue, TEXT},







@Y
\ TN
\&%;

" Versucht selbst weiterzubauen. Vielleicht lernt Ihr ja sogar soviel, dass Ihr ein Muster autc
(beliebig weit) erzeugen konnt?
>

f
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