Projekt P5 zu Mathe am Computer, WS 2002/03
"Eine ganz besondere Spirale"

von Oleg Gudi und Sebastian Precker
5. Februar 2003

> restart:

wi th(linalg):

wi t h( Li near Al gebra):

with(plots):

wi th(plottools):
Warni ng, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

War ni ng, the assigned nane G antSchm dt now has a gl obal binding
War ni ng, the name changecoords has been redefined

War ni ng, the name arrow has been redefined

(i) Bestimmen der Rekursionsformel.

Die ersten zwei Werte werden vordeffiniert:

a[ 0] : =0;

al[ 1] : =1;

Die n-te Kantenl&nge berechnet sich dann wie folgt:
a[ n]:=a[n-1] +a[ n-2];

a,:=0

a =1

L a,=a,_,+8q,_,

(iI) Procedur zur Berechnung der n-ten Kantenlange:

a: =proc(n)

| ocal b,i:

b[ 0] : =0:

b[ 1] : =1:

for i from2 to n do
b[i]:=b[i-1]+b[i-2];
end do:

return b[n]:

end proc:

> a(20);
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Andere Moglichkeit:
aa: =proc(n)

| ocal b,i:

b[ 0] : =0:

b[ 1] : =1:

if n>1 then;

b[ n] : =pr ocnane( n- 1) +pr ocnane(n- 2) ;
end if:

return b[n]:

L end proc:

> aa(20);
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- Nun wollen wir priifen, welche der beiden Moglichkeiten schneller ist:

"> str=t me():

a(2000):

time()-st;

st:=tinme():

aa( 20):

time()-st;
0.040
1.862

i Wir sehen, dass die erste Variante viel schneller ist. Die zweite Procedur ist z
. Zahlen grofR3er 25 extrem langsam!!

- Und jetzt noch einige Fibonacci Zahlen:
>for i from1l to 15 do

a(i);
od;

89

144

233

377

L 610

(il)) Verhaltnis a(n+1)/a(n) fur wachsende n:

Ver hael t ni s: =proc(n);

eval f (a(n+1)/a(n));

| end proc:
T > Ver hael t ni s(100);

1.618033989

' (iv) Bestimmen der Spirale:

Spi ral e: =proc(n)

local Y, X vy,X,j,i,k,L;

Erster Halbkreis mit Radius r und Nullpunkt (0,0)
y[1]:=(r,x)->sqrt(r"2-(x)"2):




Hier berechnen wir die einzelnen Viertelkreise (insgesamt n+1, weil wir flr we

Berechnungen eine zusétzliche Angabe brauchen):
for i from2 to n+l do

Verschiebung des Nullpunktes auf der x-Achse

X: =add(a(2*])*(-1)"~(j-1),j=1..(i-1)/2): #
X=a(2)-a(4)+a(6)-a(8)+..... a(n)

Verschiebung des Nullpunktes auf der y-Achse

Y: =-add(a(2%j-1)*(-1)~(j-1),j=1..i/2): #
Y=-a(1l)+a(3)-a(5)+a(7)-....a(n)

Es missen jeweils zwei Viertelkreise von oben und unten gezeichnet werden
Dies wird Uber ein Vorzeichen bestimmt, was hiermit berechnet werden soll:
Zuféllig ist das Vorzeichen immer negativ, wenn der Nullpunkt links vom Start

liegt !

if X>0 then k:=-1;
el se k: =1:

end if:

i-ter Halbkreis mit Radius r und um (X,Y) verschobenen Nullpunkt
y[i]:=k*y[1] (r, x+X) +Y;

yli]:=unapply(y[i], (r,x));
end do:

Hier wird der Intervall x=x(unten)..x(oben) berechnet, in dem der jeweilige
Halbkreis gezeichnet werden soll:

solve(y[O] (a(1),x)=y[1](a(2),x)):=-1: # der Anfang wi rd einfach
definiert

for j fromO to n-1 do

X[j+1]=Schnittpunkt von y[j] mit y[j+1] ......... Schnittpunkt von y[j+1] mit y[j+2]
x[j +1] : =sol ve(y[]j](a(j +1),x)=y[]j +1] (a(j +2),x))..sol ve(y[]j +1] (a(] +2

), X)=y[i+2] (a(j +3),x));
end do:

Plotten einzelner Viertelkreise und Darstellung in einem gemeinsamen Diagre
for i froml to n do
L[i]:=plot(y[i](a(i+1),x),x=x[i],scaling=constrained);

end do:

L:= [seq(L[i],i=1..n)]:

di spl ay(L);

L end proc:

[ > Spiral e(15);
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[ Und nun noch als Film:

> M =NULL:

for i from1l to 10 do

M =M Spiral e(i):

end do:

di splay([ M, insequence=true, scaling=constrai ned);
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7 (V) Als Nachstes schreiben wir die obige Rekursionsformel um:
. Zur Erinnerung:

[ > a[n] =a[ n-1] +a[ n- 2] ;

L =& 1 ta, .,

~ Wir definieren einen Vektor:

b[ n]: =<a[ n-1], a[ n] >;

E Dann ist der nachste Vektor:
(> b[n+1]:=<a[n], a[ n+1] >;




. oder
[ > b[n+1]:=<a[n], a[ n-1] +a[ n] >;

+an

[ > b[ n+l] =A Db n]
an ah

[ mit;
> A =<<0, 1>| <1, 1>>;

" Probe:
[ > b[n+1] =A b[n];

Gl
, *ad @, ta,
| Verfeinerungen:

r> J, Q =JordanForn( A output=['J",’Q]);

A5 BEAnE5 a+5)s
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J, Q=
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[ > #?Jor danFor m
- Aus der Hilfedatei erfahren wir, dass Die Hauptdiagonale von J die Eigenwert

A enthalt:
> Ei genval ues(A);

> eval f (Ei genval ues(A));
%1.618033983
0.61803398
1.618033989

ﬁ Ausserdem erfahren wir, dass es qilt:
r>J=evala(Q‘(-1) . A. Q;

- > Ver hael t ni s(100);




A=eval a( Q .

> An=(Q .
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> JN2:
NEACH:
JN10:;

Q' (-1);
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> An=Q . J*n .
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ﬁ Zur Berechnung von J™n:

I = o
NG
+
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' Die obere Gleichung stellen wir nach A um, und erhalten:
J .
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| Fir J*n=Jn gilt entsprechend:
> Jn:=<<J[ 1, 1] *n, 0>| <0, J[ 2, 2] *n>>;

[
%J' 25% 0

LI T

(IOTTITTITIrT]

] 0 %_ 25E

- An=A"n

>in::Q. Jn . Q“(-1);
—1+ﬁ)ﬁ%+£§ (1%)@%—25%”
: 1+N%+ *ER-2E omnf BER S E@
%% i R 5% R 28R 20 =B-2RE-C

"> eval f (% ;
[0.2763932021.618033988+ 0.723606797%-0.618033988)0 ,
0.447213595(1.618033988 - 0.4472135948-0.618033988)]
[0.4472135954.618033988 - 0.4472135954-0.618033988) ,

L 0.7236067972.618033988+ 0.2763932018-0.6180339887]
- Wir betrachten einige Potenzen der Matrix A und vergleichen sie mit den jewse
. Fibonacci-Zahlen:
> AN, a(l);
Ar2, a(2);




A3, a(3);

AN5,  a(b);

AM10, a(10);
o 1M
= 51
01 10
01 1f
= 51
01 20
01 20
= 52
02 30
03 50
= 5|5
05 80

€4 55%
55
L 5 89
- Wir erkennen, dass die Nebendiagonalle die von uns gesuchte Zahl enthalt:
Also gilt ftr die n-te Fibonacci-Zahl: F(n)=linke untere Stelle der Matrix A™n=r«
obere Stelle der Matrix A*n
. Wir schreiben:
> F[n]=simplify(An[1,2]);
F[n]:=simplify(An[2,1]);

5 EE
V55+ E \/3%_ 2
An="""75 G
5 EE
| s5+5 E ‘/E%_ 2
i An):= 5 - 5
| Nun packen wir alles in eine Prozedur:
> a2: =proc(n)
| ocal F;
F:=
1/5*57(1/2)*(1/ 2+1/ 2*5~(1/2))*n-1/5*5~(1/2)*(1/ 2-1/ 2*5
N 2)) Mg
return eval f(F);
. end proc:
> a2(9);

L 33.99999985
(> st:=tinme():

a(2000) :

time()-st;




st:=tinme():
a2(20000000):
time()-st;

0.040
i 0.
- Wir kdnnen aber auch die ganze obere Matrixrechnung in eine Prozedur pacl
a3: =proc(n)
| ocal JJ, QQ An, A;
A =<<0, 1>| <1, 1>>;
JJ, QQ =JordanForn( A, output=['J", Q]);
An: =QQ . <<JJ[1,1]”n,0>|<0,J[2,2]*n>> . QQ'(-1);
return eval f (An[ 2, 1]):
. end proc:
> a3(9);
i 33.99999985
(> st:=tinme():
a(20000) :
time()-st;
st:=tine():
a2(20000) :
time()-st;
St:=ti rre()
a3(20000000):
time()-st;

3.575

0.

L 0.200
[ >
- Wir sehen, dass die dritte Prozedur auch um einiges schneller ist als die erste
Um unsere Prozedur Spirale( ) zu verbessern, kdnnte man Uberall die Prozec
. durch a2(') ersetzen und somit Spirale( ) schneller machen!!




