Projekt 5: Eine ganz besondere Spirale

Marc Kieseheuer & Oliver Kamp
5. Februar 2003

Beginne mit einem Quadrat der Kantenlange 1. Lege ein weiteres daneben. L
an die lange Kante ein Quadrat mit ebendieser Kantenlange. Und wieder...

= Initialisierung

> restart;
# nod’ : =nodp:
wi t h(pl ottools):
wi th(plots):
War ni ng, the nanmes arrow and changecoords have been redefined

B Einleitung: Grafische Ausgabe der Quadrate

> fibl := proc(n)
option renenber:
if n <=2 then
1;
el se
procnane(n- 1) +prochane(n-2);

end if;
end proc:
> quadr at e: =proc(n)
| ocal
a, b, c,d, cst,cct, a2 b2, c2,d2, a3, b3, c3, d3, a4, b4, c4, d4, a5, b5, c5,
d5, quadrat 1, quadrat2, quadrat3, quadrat4,Bild,Bild2, R i, z;

a: =<0, 0>:
b: =<-1, 0>:
c:=<-1, 1>:
d: =<0, 1>:

cst: =<1, 1>:
cct:=<-1, 1>:
z:=0.0:
quadr at 1: =pol ygonpl ot (
map(convert,[a, b,c,d],list),
col or=COLOR( HUE, z), scaling=constrained):

z:=z+40. 3;
a2:=c+fibl(2)*a: b2:=c+fibl(2)*d: c2:=c+fibl(2)*cst:
d2: =c+fi bl(2)*(-b): quadr at 2: =pol ygonpl ot (

map(convert,[a2, b2,c2,d2],list),
col or=COLOR(HUE, z), scaling=constrai ned, axes=none):

z: =z+0. 3;
a3: =c2+fibl(3)*a: b3:=c2+fibl(3)*(-b): c3:=c2+fibl(3)*(-cct):
d3: =c2+fi b1(3)*(-d):




guadr at 3: =pol ygonpl ot (
map(convert,[a3, b3,c3,d3],list),

col or=COLOR( HUE, z), scal i ng=constrai ned, axes=none):

z:=z+0. 3;

a4: =c3+fibl(4)*a: b4:=c3+fibl(4)*(-d): c4:=c3+fibl(4)*(-cst):

d4: =c3+fi bl(4)*(+b):
quadr at 4: =pol ygonpl ot (
map(convert, [ a4, b4, c4,d4],list),

col or =COLOR( HUE, z), scaling=constrai ned, axes=none):

if n=1 then Bild:=(quadratl): end if;
if n=2 then Bild:=(quadratl, quadrat2): end if;
if n=3 then Bild:=(quadratl, quadrat 2, quadrat 3) :

if n>=4 then Bild:=(quadratl, quadrat2, quadrat 3, quadrat4):

end if;

for i from5 to n do
if 1 md 4 =1 then

z:=z+0. 3;

if z>=1 then z:=z-1; end if;

ab: =c4+fibl(i)*a: b5:=c4+fibl(i)*(+b):
c5: =c4+fibl(i)*cct: d5:=c4+fibl(i)*d:

Rl i]:=pol ygonpl ot (

map(convert, [ a5, b5, c5,d5],list),

end if;

col or=COLOR( HUE, z), scal i ng=constrai ned, axes=none):

end if;
if i nmod 4 = 2 then
z:=z+0. 3;

if z>=1 then z:=z-1; end if;

a2: =c5+fibl(i)*a: b2:=c5+fibl(i)*d: c2:=c5+fibl(i)*cst:

d2: =c5+f i b1(i)*(-b):

R[i]:=pol ygonpl ot (
map(convert, [ a2, b2,c2,d2],list),

col or =COLOR( HUE, z), scaling=constrai ned, axes=none):

end if;
if i nmod 4 = 3 then
z:=z+0. 3;

if z>=1 then z:=z-1; end if;

a3: =c2+fibl(i)*a: b3:=c2+fibl(i)*(-b):
c3:=c2+fibl(i)*(-cct): d3:=c2+fibl(i)*(-d):

Rl i]:=pol ygonpl ot (

map(convert,[a3, b3,c3,d3],list),

col or=COLOR( HUE, z), scal i ng=constrai ned, axes=none):

end if;
if i nmod 4 = 0 then
z:=z+0. 3;

if z>=1 then z:=z-1; end if;

ad: =c3+fibl(i)*a: b4d:=c3+fibl(i)*(-d):
c4:=c3+fibl(i)*(-cst): d4:=c3+fibl(i)*(+b):

R[i]:=pol ygonpl ot (

map(convert, [ a4, b4, c4,d4],list),

col or =COLOR( HUE, z), scaling=constrai ned, axes=none):



end if;
end do:
Bil d2: =seq(R[d], d=5..i-1):
display(Bild,Bild2);
end proc:

Ausgabe der Quadrate

>for i froml to 11 do quadrate(i); end do;































Film der Quadrate

> p: =NULL:
for i from1l to 11 do p:=p, display(quadrate(i)); end do:
di spl ay([ p], i nsequence=true, scal i ng=constrai ned);
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B Aufgabe P5.1

Es sei a(n) diKantenldnge des Quadrates, also al=1, a2=1, a3=2, a4=3,...
1. Bestimme die Rekursionsformel fir a(n), n >= 4:
a(n) = a(n-1) + a(n-2)

2. Schreibe eine Prozedur, welche a(n) berechnet.

Das Modul Fib.
(> Fi b: =nodul e()




| ocal
Last Cal cul at ed, F, FPrev, Cal | s, Recur si veRenenber Exec
export
Recursive,lterative,lterativeQpti m zed, ByFornul a,

Recur si veRenenber, Recur si veCount , Get Cal | s, Reset Cal
| s;

description "conpute Fi bonacci nunbers";

opti on package;

Recur si ve: =proc( N: : nonnegati ve),;
I f N>=2 then
return procnanme(N-2)+procnane(N 1)
el se
return N
end if
end proc;

Recur si veRenenber Exec: =proc(N: : nonnegati ve)
option renenber;
I f N>=2 then
return procnanme(N-2)+procnane(N 1)
el se
return N
end if
end proc;

Recur si veRenenber : =pr oc(N: : nonnegati ve)
f or get (Recur si veRenenber Exec) ;
Recur si veRenenber Exec(N)

end proc;

Recur si veCount : =pr oc( N: : nonnegati ve);
Cal | s: =Cal | s+1;
I f N>=2 then
return
Recur si veCount ( N- 2) +Recur si veCount ( N- 1)
el se
return N
end if
end proc;



Reset Cal | s: =proc();
Cal | s: =0
end proc;

GetCal I s: =proc()::integer;
return Calls
end proc;

Iterative: =proc(N::nonnegative)
| ocal F::integer,FPrev::integer,i::integer;
I f N<2 then
return N
el se
F: =1;
FPrev: =1;
for i from3 to N do
F, FPrev: =F+FPrev, F
end do;
return F
end if
end proc;

IterativeOptim zed: =proc(N::nonnegati ve)
| ocal Start::integer,i::integer;
I f N<2 then
F: =N;
FPrev: =0;
el se
I f N<Last Cal cul ated t hen
F. =1;
FPrev: =1;
Start: =3;
el se
Start: =Last Cal cul at ed+1;
end if;
for i fromStart to N do
F, FPrev: =F+FPrev, F
end do;
end if;
Last Cal cul at ed: =N;
return F
end proc;



ByFormul a: =N->si npl i fy(1/sqrt(5)*((1/2+sqrt(5)/2)"
N-(1/2-sqrt(5)/2)*N));

Last Cal cul at ed: =1:

F: =1:
FPr ev: =0:
Cal | s: =0:

end nodul e:

Normale Syntax fir Aufrufe von Prozeduren eines Moduls:

> Fi b: - Recursive(25);

L 75025
> Fi b: - Recur si veRenenber (25) ;
I 75025

> Fib:-Iterative(25);
75025

Einbinden der von Fib exportierten Prozeduren (und ggf. Variablen):
> wth(Fib):

Dann sind die vom Modul exportierten Prozeduren und Variablen ohne
explizite Referenz auf das Modul aufrufbar.

> [terativeOptimzed(25);
75025
> ByFor nul a( 30) ;
832040

Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen Algorithmen (zur Kontrolle

>for i fromO to 15 do
I, Recursive(i),lterative(i),|lterativeOQptim zed(i),
ByFornul a(i); end do;
0,0,0,0,0
1,1,1,11
2,1,1,1,1
322272
4,3 3,33
55,555




688,88
7,13,13 13,13
8,21,21,21, 21
9, 34, 34, 34, 34
10, 55, 55, 55, 55
11, 89, 89, 89, 89

12,144 144 144 144
13, 233 233 233 233
14,377,377,377, 377
15,610,610 610 610

3. Untersuche das Verhaltnis a(n+1)/a(n) mit wachsendem n.

= Berechnung des Verhaltnisses. Der goldene Schnitt.

> fib2:= proc(n)
|l ocal i,j, L, Liste;
I f n<2 then
return 1;
end if;
for i fromO to 1 do
L[i]:= 1;
end do;
for i from2 to n do
L[i]:=0;
end do;
for i from2 to n do
for j froml to 2 do
L{i]:= L[i]+L[i-]]
end do;
end do;
L[i-1];
. end proc:
(> fiblist:= proc(n)
| ocal i, L:
for i fromO to n do
L[i]:= fib2(i);
end do;
[seq(L[I], I=0..i-1)]:
. end proc:
(> fiblist(50);
[1,1,2 3,58, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 377,610 987, 1597, 2584 4181, 6765




10946 17711 28657 46368 75025 121393 196418 317811 514229 832040
13462692178309352457857028879227465149303522415781739088169
63245986102334155165580141267914296433494437701408733113490317(

L 1836311903297121507348075269767778742049125862690252036501107%

(> fiblist2:= proc(n)

|l ocal i, L, K

for i fromO to n do
L[i]:= fib2(i);
end do;
for i froml1l to n do
K[i]:= L[i]/L[i-1];
end do;
[seq(K[I], I=1..1i-1)]:
. end proc:
> fiblist2(50);
358 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765

%’ 2 2'3'5 8’13 21'34' 55 89’144 233 377 610 987’ 1597 2584 4187
10946 17711 28657 46368 75025 121393196418 317811 514229 832040
6765’ 10946 177171 28657 46368 75025’ 121393196418317811514229
1346269217830935245785702887 9227465 149303522415781739088169
832040' 1346269217830935245785702887 9227465 1493035224157817
63245986102334155165580141267914296433494437701408733113490317(
39088169 63245986 102334155165580141267914296433494437 701408733
1836311903297121507348075269767778742049125862690252036501107

L 113490317018363119032971215073480752697677787420491258626902%

> eval f(%;

[1., 2., 1.5000000001.6666666671.6000000001.6250000001.615384615
1.6190476191.6176470591.6181818181.6179775281.6180555561.618025751
1.6180371351.6180327871.6180344481.6180338131.6180340561.618033963
1.6180339991.6180339851.6180339901.6180339881.6180339891.618033989
1.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.618033989
1.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.618033989
1.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.618033989
1.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.6180339891.618033989

1.618033989

scheint zu konvergieren...

> f:=x ->eval f(fib2(x)/fib2(x-1));




B fib2(x)
fi=x > eval%m%

> plot(f,1..10, col or=blue, title="an+1l/an");

an+1l/an
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> plot(f,1..50,col or=green, title="an+1l/an");




1.8
1.6
1.4

1.2

an+1l/an

10 20 30 40 50

> W th(conbi nat, fibonacci):
> g:=x->eval f(fi bonacci (x)/fibonacci (x-1));

> g(50);

> limit(g(x),

> eval f(%;

B @ fibonacc(x)
9-=X = Vi onaccix - 1)

1.618033989
x=infinity);
fibonacc(x)
)l(linw fibonacc(x—1)

1.618033989

konvergiert tatsachlich! Zwei benachbarte Fibonaccizahlen stehen alsc
Verhaltnis 1.618:1 (wenn sie grofl3 genug sind)



> tau: =%

T:=1.618033989
> 1/t au;

0.6180339887
> tau-1/tau;

1.000000000
Es ergibt sich folgende Gleichung:
> @ ="tau’ =1+1/"tau’;

1
GL:=1=1+—
T

5 11 5

> sol ve(x=1+1/Xx);

> L:=[eval f(99];
L :=[1.618033988-0.618033988pD

Dieser Wert flr Tau ist gerade das aus der Geomterie bekannte Zahler
des goldenen Schnittes:

> @L2:="tau =(1+sqrt(5))/ 2;

_ 5 1
7 GL2:=1=""+7
- Das Verhaltnis zwischen zwei benachbarten Fibonacci-Zahlen (gentge
Grof3e) ist also identisch mit dem des goldenen Schnittes.
(War wahrscheinlich schon bei Platon bekannt, Blite des goldenen Scl
bei Leonardo da Vinci und Albrecht Direr in der Malerei in der Renaiss
aber auch hauptsachlich in der Architektur. Ist haufig in der Natur anzu
A. Zeisnig schreibt:" Der Goldene Schnitt ist das Grundprinzip aller, na
Schonheit drangenden Gestaltung im Reich der Natur (...), der die volll

Realisation erst im Menschen erfahren hat.)

Das Bildungsgesetz der Fibonacci-Folge erlaubt es, Quadrate mit dies
. Zahlen als Seitenlange spiralférmig aneinander zu setzen.

4. Finde eine Spirale.

Grafische Ausgabe der Spirale
> spiral e:=proc(n)
| ocal
a,b,c,d, cst,cct, a2, b2, c2,d2, a3, b3, c3, d3, a4, b4, c4, d4, a5, b5,
c5, d5, quadrat 1, quadrat 2, quadrat 3,



quadrat4,Bild,Bild2, R i, dd, dd2, dd3, dd4, dd5, k1, k2, k3, k4;
a: =<0, 0>:

b: =<-1, 0>:

c:=<-1, 1>:

d: =<0, 1>:

cst: =<1, 1>:

cct:=<-1, 1>:

dd: =convert(d,’ list’):
kl:=arc(dd, fibl(1),Pi..3*Pi/2):

a2:=c+fibl(2)*a: b2:=c+fibl(2)*d: c2:=c+fibl(2)*cst:
d2: =c+fibl(2)*(-b):

dd2: =convert (d2,’ list’):
k2:=arc(dd2,fibl(2),Pi/2..Pi):

a3:=c2+fi b1(3)*a: b3:=c2+fi bl(3)*(-b):
c3:=c2+fi b1(3)*(-cct): d3:=c2+fibl(3)*(-d):

dd3: =convert (d3,’ list’):
k3:=arc(dd3,fibl(3),0..Pi/2):

ad: =c3+fi b1(4)*a: bd: =c3+fibl(4)*(-d):
c4: =c3+fi b1(4)*(-cst): d4:=c3+fibl(4)*(+b):

dd4: =convert (d4,’ list’):
k4: =arc(dd4, fibl(4),3*Pi/2..2*Pi):

if n=1 then Bild:=(kl): end if;

if n=2 then Bild:=(k1,k2): end if;

if n=3 then Bild:=(k1, k2,k3): end if;

if n>=4 then Bild:=(k1,k2,k3,kd4): end if;

for i from5 to n do
if 1 md 4 =1 then
ab: =c4+fibl(i)*a: b5:=c4+fibl(i)*(+b):
ch5:=c4+fibl(i)*cct: d5:=c4+fibl(i)*d:
dd5: =convert (d5,’ list’):
Rli]:=arc(dd5,fibl(i),Pi..3*Pi/2):
end if;
if 1 nmd 4 = 2 then
a2:=c5+fibl(i)*a: b2:=c5+fibl(i)*d:
c2:=c5+fibl(i)*cst: d2:=c5+fibl(i)*(-b):
dd2: =convert (d2,’ list’):
Rli]:=arc(dd2,fibl(i),Pi/2..Pi):
end if;
if 1 md 4 = 3 then
a3d: =c2+fibl(i)*a: b3:=c2+fibl(i)*(-b):
c3:=c2+fibl(i)*(-cct): d3:=c2+fibl(i)*(-d):
dd3: =convert (d3,’ list’):
Rli]:=arc(dd3,fibl(i),0..Pi/2):
end if;



if i nmod 4 = 0 then
ad: =c3+fibl(i)*a: b4:=c3+fibl(i)*(-d):
c4:=c3+fibl(i)*(-cst): d4:=c3+fibl(i)*(+b):
dd4: =convert (d4,’  list’):
Rli]:=arc(dd4,fibl(i),3*Pi/2..2*Pi):
end if;
end do:
Bi | d2: =seq(R[d], d=5..i-1):
di splay(Bild, Bild2);
end proc:

Ausgabe der Quadrate mit Spirale

> bei des: =proc(n)
di spl ay(quadrate(n), spirale(n));
. end proc:
r>for i from1l to 11 do beides(i); end do;































Film der Quadrate mit Spirale

> spiral e2: =proc(n)
di spl ay(quadrate(11),spirale(n));

L end proc:
> p:=NULL:
0: =NULL:

for i from1l to 11 do p:=p,display(quadrate(i)); end do:
for i from1l to 11 do o:=o, display(spirale2(i)); end do:
di splay([p],[0],insequence=true, scal i ng=constrained);
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5. Eine neue Rekursionsformel.

. Rekursionsformel mit Matrizen
> b := proc(n)
| ocal A;
opti on renenber:
A =<<0, 1>| <1, 1>>;
if n <=1 then

<0, 1>;
el se
A . procnanme(n-1);
end if;
end proc:

"> b(8):

:
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80

100



= Aufgabe P5.2

. Eigenwerte

> wth( LinearAl gebra ):
> A =<<0, 1>| <1, 1>>;

=i

- > CharacteristicPol ynomal ( A T);
T-T-1

{5 11 s
2 227 2

> solve( %);

N =

"> eval f(%;
1.618033988-0.6180339880

Die Eigenwerte der Matrix A aus 5.1.5 sind gerade die Losungen aus der Gleichun
der Untersuchung des Grenzwertes:

> L

[1.618033988-0.618033988pD

Bestimme J,Q := JordanForm( A, output=['J",’Q’] ).
= Jordanform

> J,Q := JordanForn( A, output=['J", Q] );

A5 BEfsrnfs (axfs)s
{5 158 s {5

=
2 200 5 5 N

Der Befehl JordanForm gibt also die JordanForm der Matrix A und die entsprechenc

J, Q=

T ITTTTTiL]

TTTETTTTT

L Matrix Q aus!
Prife Q. J. Q*(-1).
B Qun¢-1)

> Q. J. Q(-1);

JE+1)J€§

- 145@%@%%

o8
dmwéééuww$é§




R e

2
+
5 5

.

r> simplify( %);

Finde eine geschlossene Formel flir an und schreibe eine Prozedur.

. Geschlossene Formel

> A

N

> for i from1lto 6 do b(i); end do;

[ERN

0 0O
0 10
0 10
0 10
0 10
0 20
0 20
0 30
0 30
0 50
0 50
L 0 80
> W =b(1);
0
w .=
L 1
> AL W
0 10
| 0 10
> AN2 LW
0 10
0 20

> AMS . ow




|
Qo1
|

> fib3:= proc(n)
| ocal A'w, Erg;
A =<<0, 1>| <1, 1>>:

w. = <0, 1>;
Erg: =A"(n-1) . w,
Ergl 2];
L end proc:
r> fib3(6);
L 8
r>for i froml to 10 do fib3(i); end do;
1
1
2
3
5
8
13
21
34
55

Laufzeitbetrachtungen

. Die Rekursionsformel: Exploriende Anzahl der Aufrufe

> with(plots):

. with(Fib):

r>for i to 20 do ResetCalls(): print(i, RecursiveCount(i),
GetCalls()) end do:

1,11
2,1,3
3,2,5
4,3,9
5,5, 15
6, 8, 25
7,13,41
8,21, 67
9, 34,109
10, 55, 177
11, 89, 287
12,144 465
13,233 753
14, 377,1219




15,610 1973

16,987, 3193
17,1597 5167
18, 2584 8361
19,4181, 13529
20,6765 21891

= GetTimeAdaptive: Eine Prozedur zur komfortablen Zeitmessung

GetTimeAdaptive bekommt eine Prozedur und einen Zeitrahmen (in s) fir die Mes:
ubergeben.

Es erfolgt eine Schatzung der bendtigten Zeit. Liegt diese unterhalb der im Zeitrahi
erlaubten Zeit,

so wird die Prozedur mehrfach ausgefiihrt und die Laufzeit gemittelt. Dadurch erhé
auch bei

sehr kurzen Laufzeiten noch verntnftige Messwerte. Ein grof3erer Zeitrahmen erhc¢
Stabilitat

gegenuber Storeinflissen (Hintergrundaktivitaten, etc.)..

Die Ruckgabe ist die Zeit fur einen Prozedurlauf in Sekunden.

> Get Ti nreAdaptive: =proc(P::function, Tinme::fl oat)

| ocal ReqTi ne, Scal e, Count, st,i::integer;
ReqTi ne: =0;
Scal e: =1;
whi | e ReqTi me<0.1 do

st:=tinme();

for i froml1l to Scale do

eval (P)
end do;

ReqTi nme: =ti me() - st ;
i f ReqTime<0.1 then
Scal e: =Scal e*5
end if;
end do;
i f ReqTi me<Tinme then
Count : =f | oor ( Ti me/ ReqTi ne* Scal e) ;

st:=tinme();
for i from1l to Count do
eval (P)

end do;

ReqTi me: =(ti me()-st)/ Count
el se

ReqTi ne: =ReqTi ne/ Scal e
end if;
return ReqTi ne;

end proc:

. ListPlot: Eine Prozedur zum Plotten von diskreten Funktionen ohne
unnotige Funktionsaufrufe

> ListPlot:=proc(P::function, XL::integer, X2::integer)
| ocal L,f;



L: =seq(eval (P),i=X1..X2);
f:=n->L[fl oor(n-X1+1)];
pl ot (f, X1..X2+0. 5)
. end proc:
> ListPlot('IterativeQotimzed(i)',0,7);

12

10 |

"> ListPl ot (' Get Ti neAdapti ve(’ Fib:-Recursive(i)’,0.2)",0,10);
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. Die gemessenen Zeiten fir die verschiedenen Algorithmen

Die nachfolgenden Berechnungen kdnnen (in Abhangigkeit vom gewéhlten Zeitrah
GetTimeAdaptive)

einige Zeit in Anspruch nehmen, daher sind die fertigen Grafiken mitgeliefert.
Vorsicht: Eine Neuberechnung mit den vorgegebenen Parametern dauert mehrere

L > Mrine: =1. 0:
. Der Rekursive Algorithmus (vergrof3ert)

Die Laufzeit explodiert schon fur kleine n.

> f:=n->CGet Ti neAdapti ve(’ Recursive(floor(n))’, Ml ne):
TRecursivel: =plot(f, 1..40, sanpl e=[seq(i,i=1..30)],color=
| COLOR(HUE, 0), adapti ve=fal se):
[ > di spl ay( TRecursivel);




20
15

10

. Vergleich der Algorithmen
[ > X1, X2: =0, 200:
. Die iterativen Algorithmen

> f:=n->Cet Ti neAdaptive( Iterative(floor(n))’ ,Mine):
Tlterative: =plot(f, X1..X2, sanpl e=[seq(i,i=1..200)], co

L 1 or=COLOR(HUE, 0. 4), adapti ve=f al se):

r> f:=n->CGet Ti neAdaptive(’ IterativeQptim zed(floor(n))’,
MTi ne) :
TlterativeOptim zed: =pl ot (f, X1.. X2, sanpl e=[seq(i, i =1.
.200) ], col or =COLOR( HUE, 0. 6) , adapti ve=f al se):

> display(Tliterative, TiIterativeOptim zed);
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. Die geschlossene Formel

> f:=n->Cet Ti neAdapti ve(’ ByFornul a(fl oor(n))’, Mline):
TByFor mul a: =pl ot (f, X1.. X2, sanpl e=[seq(i,i=1..200)],co

L 1 or=COLOR(HUE, 0. 8), adapti ve=f al se):

> di spl ay( TByFornul a) ;
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. Alle Algorithmen im Vergleich

> f:=n->Get Ti nreAdapti ve(’ Recursive(floor(n))’, Ml ne):
TRecur si ve: =pl ot (f, X1. . X2, sanpl e=[ seq(i,i=1..15)], col
or =COLOR( HUE, 0) , adapti ve=f al se):

> f:=n->Cet Ti neAdapti ve(’ Recursi veRenenber (floor(n))’ , M
Tine):
TRecur si veRenenber : =pl ot (f, X1.. X2, sanpl e=[ seq(i,i=1..
200) ], col or =COLOR( HUE, 0. 2), adapt i ve=f al se) :

> di spl ay( TRecursi ve, TRecur si veRenenber, Titerative, Tlte

rativeQpti m zed, TByFor nul a) ;
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