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Eine ganz besondere Spirale

= Aufgabe P5.1(Spiralige Quadrate)

. () Bestimme eine Rekursionsformeld{jr4<n'!

> restart:
‘ nmod* : =nodp:

Die Kantenlangen der ersten vier Quadrate sind bereits vorgegeben. Die weitel
Kantenl&angen kann man dann wie in der Aufgabenstellung beschrieben bereck
. geben einmal dieKantenlangen der erstgis @n:

> a[ 1] =1;
al 2] =1,
al 3] =2;
a[ 4] =3;
a[ 5] =5;
a[ 6] =8;
a[ 7] =13;
a=1
a,=1
a;=2
a,=3
a5 =5
3 =8
| a,=13
| Man erkennt sehr schnell, dass die Rekursionsformel ftibdie wie folgt

_ lautet:a :=a _, +a, _,. Diese Formel gilt offensichtlich auch schon fir n>=3!

| Als nachstes prifen wir die Formel fiir die ersten 15 Quadrate.
> a[1]: =1,
al 2] : =1,
for i from3 to 15 do
a[i]:=a[i-1]+a[i-2];
end do;
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Antwort: Wir halten die Rekursionsformel
a =a _,+a _, fest, die bereits fir n>=3 gilt!

- (ii) Schreibe eine Prozedut:=proc(n)..., welchea berechnet. Dabei darf

die Prozedur sich selbst aufrufen; in MAPLE geht das, indem man
beispielsweisgrocname(n-1)einbaut. procnameist ein
MAPLE-Kommando)!

[ Auch hier sind die Kantenldngen der ersten 2 Quadrate wieder bekannt. Die P
ruft sich Gber procname selbst wieder auf. Eigentlich besteht die Prozedur nur
Rekursionsformel. Allerdings ist sie wegen einer Kleinigkeit, auf die wir spater 1
eingehen, noch nicht so gut geeignet, deswegen nennen wir diese Pavpeldurd
entwickeln sie spater weiter zu unserer gewinschten Raozedur

~> avorl : =proc(n)
if n=1 then return 1; end if;
if n=2 then return 1; end if;
if n>=3 then
procname( n- 1) +pr ocnhane( n- 2);
end if;
end proc;
avorl :=proc(n)
if n=1thenreturn 1 end if;
if n=2thenreturn 1end if,
if 3 <nthenprocnamén - 1) + procnamén - 2) end if

| end proc




| Ein kleiner Test, der zeigt, dass die Prozedur korrekt arbeitet:
> avorl (15);
610
Nun messen wir die Zeit, die die Prozedur bendétigt:
> st:=time():
avorl (30);
tinme()-st;

832040

18.116
> st:=time():
timelimt( 600, avorl (40) );
time()-st;
Error, (in avorl) tinme expired

600.013
| Die Prozedur ist noch nicht schnell genug, fiir n=40 braucht sie bereits so langt
jeden Fall iber 10 Minuten), dass wir sie abgebrochen haben. Aus diesem Gru
wir das MAPLE-Kommandodpt i on remenber " zur Beschleunigung in unsere
Prozedur ein.

"> a; =proc(n)
option renenber;
if n=1 then return 1; end if;
if n=2 then return 1; end if;
if n>=3 then
procname( n- 1) +pr ocnhane( n- 2);
end if;
end proc;
a :=proc(n)
option remember;
if n=1thenreturn 1end if;
if n=2thenreturn 1end if;
if 3<nthenprocnamén — 1)+ procnamén —2) end if

| end proc
| Noch einmal ein Test, ob die Prozedur funktioniert:
> a(15);
610
Jetzt Uberprifen wir noch die benotigte Zeit der Prozedur:
> st:=time():
a(30);
time()-st;
832040

0.
> st:=time():
a(999);
time()-st;




2686381002448535938614672720214292396761660931898695234012317
5997617981700247881689338369654483356564191827856161443B563
97667364221035032463485041037768036733415117289916972319708:

63985615764450078474174626

L 0.020

[ Wir sehen: Nun dauert selbst die Berechnung der Kantenlange des 999-ten Qu
nur noch den Bruchteil einer Sekunde. Diese Prozedur scheint uns geeignet, u
halten sie gleich flr n>=3 fest, da sie auch schon fur n=3 gilt:

-] (i) Untersuche das Verhéiltnﬁ'*ln%1 mit wachsendem n.

[ Zur Losung dieser Aufgabe verwenden wir unsere oben programmierte Prozed

&1
Nun lassen wir uns die Quotienteg;— fur n=1..50 als FlieRkommazahl (Dezimall

mit dem MAPLE-Befehl éval f ") ausgeben. Damit wir erkennen, welchem n sie
zugeordnet sind, geben wir diesem Quotienten die Bezeichnung "quot(n)". Als
Dezimalbruch lassen wir sie uns ausgeben, um sie besser vergleichen zu kénr
>for nfroml to 50 do
quot[n]:=eval f(a(n+l)/a(n));
end do;
quot, :=1.
quot, :=2.
quot, := 1.500000000
quot, := 1.666666667
quot, :=1.600000000

quot, := 1.625000000




quot, :=1.615384615
quot, :=1.619047619
quot, :=1.617647059
quot,,:=1.618181818
quot,, :=1.617977528
quot,, :=1.618055556
quot,, :=1.618025751
quot, , :=1.618037135
quot, . :=1.618032787
quot,, :=1.618034448
quot,, :=1.618033813
quot, . :=1.618034056
quot, 4 :=1.618033963
quot,, :=1.618033999
quot,, :=1.618033985
quot,, :=1.618033990
quot,, :=1.618033988
quot,, :=1.618033989
quot,. :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,. :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989



quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,. :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot,, :=1.618033989
quot., :=1.618033989

Wir kdnnen erkennen, dass sich das Verhaltnis der Kantenlangen zweier

aufeinanderfolgenden Quadrate ab dem 24-ten bis zum 50-ten Quadrat bis mir
zur 9-ten Stelle nach dem Komma nicht mehr andert. Um diese These zu erhai
wir uns auch noch die Quotienten ab dem 985-sten bis zum 1000-sten ausgeb:

> for n from985 to 1000 do
quot [ n] : =eval f (a(n+1)/a(n));
end do;

quotyg. :=1.618033989
quoty, :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989
quotyg, :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989
quot,y, :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989
quot,,, :=1.618033989
quoty,. :=1.618033989
quoty, :=1.618033989
quot,y :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989
quoty,, :=1.618033989

quot, ,,,:=1.618033989

Auch hier lasst sich keine Veranderung feststellen. Als letztes untersuchen wir
Quadrate 1000 bis 10000 in tausender Schritten.



> for n from 1000 to 10000 by 1000 do
quot [ n]: =eval f(a(n+l)/a(n));
end do;

1000-= 1.618033989
quot,,,,-=1.618033989
quot,,,,:=1.618033989
:=1.618033989
quot,,,,:=1.618033989
quOty,,,:=1.618033989
quot,.:=1.618033989
quoty,,,-= 1.618033989
QuOty,,,:=1.618033989

quot, 5,0 :=1.618033989

| Da sich auch hier nichts mehr an dem Quotienten andert, kénnen wir feststelle

quot

quot, 40

7000

a, .
dass der Quotiem?1 gegen 1,618033989 konvergiert!

1+y5
Nun lassen wir uns die Zahl des Goldenen Schnittes, na‘m}rg als

FlieBkommazahl ausgeben:
> eval f((1+sqrt(5))/2);

1.618033988

&1
Der Grenzwert des Quotienteg:— stimmt also bis zur achten Nachkommastelle

1+45
der Zahl—z‘E vom Goldenen Schnitt Gberein! (Diese Zahl wird uns spater no

einmal begegnen!) Damit kénnen wir folgenden Antwortsatz formulieren:

8.1

Antwort: Der Quotient konvergiert mit

wachsendem n (alse - ~») gegen 1,618033989 - das i

: . 1+4y5
ziemlich gena o

B (iv) Finde eine parametisierte Kurve, die jeweils durch diejenige der

beiden &ulReren Ecken eines Quadrates unserer Konstruktion verlauf

nachste Quadrat angesetzt wird.
(> wth(plots):



wi th(plottools):
wi t h( Li near Al gebra):
War ni ng, the name changecoords has been redefined

War ni ng, the nanme arrow has been redefined

[ Als erstes schauen wir nach, wie man in Maple eine parametrisierte Kurve zeic
kann:

| > # ?paranetric

[ Wir tasten uns langsam an die Kurve heran und zeichnen zunachst einen Kreis
> plot([sin(t),cos(t),t=0..7],x=-1..1);

1 -08 —06 -04 02 0| 02 04 06 08

X

- Jetzt kommen wir der Spirale schon ein ganzes Stiick néher!
> plot([t*sin(t),t*cos(t),t=0..20], x=-20..20,y=-20..20);




20

—20 -

[ Um die Spirale richtig zeichnen zu kdnnen, benétigen wir Viertelkreise, aus det
dann die Spirale zusammensetzt. Dabei sieht der Viertelkreis, je nachdem in w
Quadranten wir uns befinden, jeweils anders aus: Die Prozedur "Viertelkreis" i<
abhangig von dem Mittelpunkt, dem Radius fir das jeweilige Quadrat und dem
Quadranten.

> Viertel kreis:=proc(mr,q)
plot([nf1]+r*cos(t),n]{2]+r*sin(t),
t=Pi-gq*Pi/2..Pi/2-g*Pi /2], color=black,thickness=2);
end proc;
Viertelkreis:= proc(m, r, q)
plot([m 1] + rCtogt), m2] + rlkin(t), t=1t— 1/ 2[g0t.. 1t/ 2 — 1/ 2[T,
color =black, thickness=2)

end proc

" Wir testen unserer Prozedur "Viertelkreis" im 3. Quadranten:
> Viertelkreis([0,0],1,3);




[ Jetzt kbnnen wir eine Prozedur "zeichne" schreiben, die die gewlinschte Spiral
Wie schon gesagt, besteht die Spirale aus vielen einzelnen Viertelkreisen. Dab
der Mittelpunkt fur jeden neuen Viertelkreis entsprechend verschoben werden:
> zei chne: =proc(n)

local Mp,r,i,q;

p := table():
r .= table():
M:=10,0]:

for i fromO to n do
= ((i-1) nod 4) + 1;
pl[i] := Viertelkreis(Ma(i+2),q);

if q =4 the
rii] ==
rectangl e(M M+ -a(i +2), a(i +2)], col or =COLOR( HUE,
i/(n+l)));
M2] 1= M2] - a(i+l);

elif g =1 then
riil



rectangl e(M Mt a(i +2), a(i +2)], col or =COLOR( HUE

i/(n+l)));
M1] = M1] - a(i+1);
elif g =2 then
rii] : =
rectangl e(M Mt a(i +2), -a(i +2)], col or =COLOR( HUE
i/(n+l)));
M2] 1= M2] + a(i+1);
el se
rii] : =
rectangl e(M Mt -a(i +2),-a(i +2)], col or =COLOR( HUE
i/(n+l)));
M1] = M1] + a(i+1);
end if;
end do:
di spl ay([op(convert(r,’ list’)),op(convert(p,’list’))], sc
al i ng=constr ai ned, axes=none) ;
end proc:

C Wir gucken, ob die Spirale tatsachlich passt:
> zei chne(6);




> zej chne(15);




> zej chne(20);




L [ Die Spirale hat also genau die gewlnschte Form!
B (v) Schreibe die Rekursionsformel umjir=, _, |a,0

> restart:
wi t h( Li near Al gebra) :
> a: =proc(n)
option renenber;
if n=1 then return 1; end if;
if n=2 then return 1; end if;
if n>=3 then
procname( n- 1) +pr ocnhane( n- 2);
end if;
end proc;

a :=proc(n)
option remember;
if n=1thenreturn 1end if;

if n=2thenreturn 1 end if;
if 3<nthenprocnamé — 1) + procnamé - 2) end if
end proc




Wir suchen eine Matrix A, so dass=Ab weil es sich um eine lineare

Abbildung handelt:

n-1"

r> A =Matrix([[0,1],[1,1]]);

=i

- Wir Uberprufen allgemein, ob die Matrix A richtig gewahlt ist und berebhnen

>n:="n;
n:=n

| -

' Das passt, weil der Ergebnisvektor oben nach der Rekursionsformekfiade der
Vektor(a |a , kb ist! Alsogilt Ab, _, =b!

> A <a[n-1], a[ n] >;

~ Zur nochmaligen "experimentellen” Uberprifubgrdbb, _, gilt, berechen wib_ fir
n=3..11 nach der Definition und vergleichen das Ergebnis mit dem Ergebnis, d:
unsere Formel liefert. Dabei konnen wir ersbsitarten, da, und somib, nicht

definiert ist!

>for i from3 to 11 do
b[i-1]:=<a(i-2),a(i-1)>;
b[i]:=<a(i-1),a(i)> ADb[i-1];

end do;
bz::E
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- Wir erkennen, dass diea, mit dieser Formel richtig berechnet werden und halte
. sie deshalb fest:

. . . 0 1
Die gesuchte Rekursionsformel ist, = El lg b

Dazu schreiben wir noch eine kleine Prozedur, unib desfort berechnen zu konne
> b: =proc(n)
opti on renenber;
if n=1 then print("b[1l] ist nicht definiert!"); end
if;
if n=2 then return <1,1>; end if;
if n>=3 then return A b(n-1); end if;




end proc;
b :=proc(n)
option remember;
if n=1thenprint("b[1] ist nicht definiert!’) end if;
if n=2thenreturn [, 1Cend if;
if 3<nthenreturn A. (b(n-1))end if

end proc

" Wieder ein kleiner Test der Prozedur, der zeigt, dass sie funktioniert:
>for i fromlto 7 do

b(i);

end do;
"b[1] ist nicht definiert!"

i

=

i
i
i
i

[ Und wir prufen, wie schnell die Prozedur ist:
> st:=time():
b(400);
time() -st;

o o a1 o1 w W NN

[108788617463475645289761992289049744844995705477812699099751

202749393926359816304226

[17602368064501396646822694539241125077038438330449219188672

9928965753450442160196]75

L 2.884
(> st:=tinme():

b(800);

time() -st;

[428192994374323026176320535226795887595441254172350710190250
69011950982099745888354964809941468470253059003158607459662¢

7055750510443512830937550167717484757372584701

[69283081864224717136290077681328518273399124385204820718966




40597691435587278383112277161967532530675374170857404743017¢
3467220361778016172106855838975759985190398725
2.654

Alternativ kann man fUrbn eine weitere Rekursionsformel angeben,
die wie die Rekursionsformel f[Hn die Rekursionstiefe 2 besitzt. Dies

Formel ist zwar nicht so schon, funktioniert aber auch, so dass wir ¢
der Vollstandigkeit halber prasentieren:

Zunachst berechnen wir die ersteb_ 1@obei wir erst beb, beginnen konnen,aja

und somit)l nicht definiert sind:
>for i from2 to 11 do

(=2
-
=

I

b[i]:= <a(i-1),a(i)>;
end do;

010
b,:=5 &
" H 15

010
b,:=5 &
T H of

0 20
b,=5 &
*"H a3f

0 30
b;:=5 5
*" H sH

0 50
by:=5 &
" H 8

0 80
b,:=5 &
" H130

1130
b,:=5 &
®" H o1

1 210
b:=5 &
°" H 34

EME
b =
10 55

(oo NG) |
(oINS |




Durch genaues Hinsehen erkennen wir, dass, =b, _, +b__, gilt, was sich auch
durch eine einfache Schluf3folgerung aus unserer Rekursionsformed fergibt,
denn:b =12 _, |a[F& _,+a _;la,_,+a,_,[F& _,|la _,0a& _;|a _,[F
b,_, +b,_,. Damit kdnnen wir auch hier filr, eine Prozedur schreiben, die wir
alternativbnennen.

> al ternativb: =proc(n)
option renenber;
if n<=1 then print("b[1l] ist nicht definiert!"); end

f n=2 then return <1,1>; end if;
if n=3 then return <1,2>;, end if;
~ if n>=4 then return procnane(n-1)+procnanme(n-2); end
;La pr oc;
alternativb := proc(n)
option remember;
if n<1thenprint("b[1] ist nicht definiert!") end if;
if n=2thenreturn [1, 1Cend if;
if n=3thenreturn [1, 2Cend if;
if 4<nthenreturn procnamén — 1) + procnamé - 2) end if

| end proc

[ Ein Test, ob die Prozedur richtig lauft:

> alternativb(1);
alternativb(2);
alternativb(8);
alternativb(100);

"b[1] ist nicht definiert!"
T 10

1

13

I A

I R B

210
%1892299583455516906

i 5422484817926191501
[ Und auch hier messen wir die Laufzeit:
> st:=time():
al ternativb(400);
time() -st;
[108788617463475645289761992289049744844995705477812699099751
2027493939263598163042126
[17602368064501396646822694539241125077038438330449219188672
9928965753450442160196]75
2.363

5




> st:=tinme():
al ternativb(800);
time() -st;
[428192994374323026176320535226795887595441254172350710190250
69011950982099745888354964809941468470253059003158607459662¢
7055750510443512830937550167717484757372584701
[6928308186422471713629007768132851827339912438520482071.8966
40597691435587278383112277161967532530675374170857404748017¢
3467220361778016172106855838975759985190398725

L 3.135
| Diese Prozedur ist auch langsamer als die erste, d.h. die zugehdrige Rekursior
L nur die 2. Wahl!

Antwort; Wir erhalten die alternative Rekursionsformel:

= Aufgabe P5.2 (Verfeinerungen)

B () Bestimme J,Q:= JordanForm( <<0,1>|<1,1>>, output=['J’, 'Q"]).

"> restart:
L w th(Li near Al gebra):
r> J, Q =JordanForm ( <<0, 1>| <1, 1>>, output= [‘J", Q]);
A5 i%—w_)f <1+J_N—=
2 ]
J, Q= 0

, s

E E
i 2 210 5 5

B (i) Was tut JordanForm? (Frag Maple!)

[ JordanForm liefert die Jordanform J der angegebenen Matrix, in unserem Fall (
Matrix A = [0 | 1[] (1, 10 Die Matrix J ist &quivalent zu der Matrix A, d.h. sie
beschreibt die gleiche lineare Abbildung wie A. Die Matrix J besteht aus den
sogenannten Jordanblocken und ist bis auf die Reihenfolge dieser Jordanblock
bestimmt. Auf der Hf)tdiagonalen von J stehen die Eigenwerte von A, in unst

(MM TIrIT

ral = + L ng
1, 145
al g undy, =

Anweisung in deoutput-Option mitliefert, ist die sogenannte Transformationsma
d.h. die Matrix, mit der man die Matrix A auf die Jordanform J bringt, d.h

Die zweite Matrix Q, die JordanForm wegen der

(-1) . (-1) 0 1
J=Q "AQ Alsogilt:QJQ =A=
1 1

0 1
= i) Prife Q(_l):E ) 1%
( > (QM(-1));




e
(> QI Q(-1); ) )
RGIE s RURCIE s
10 10 '
) )
PG SR o R
10 " 10
L 388 BEEs 3-5Er
L 5 5 ' 5 5
r> sinplify(9;
0 1
L El 1%
r> A =(9%;

| =i,

" Wir sehen also, dass Maple uns tatséachlich die richtigen Ergebnisse
| geliefert hat!

B (iv) Finde eine geschlossene Formel 4{ir

Zunachst erinnern wir uns an die Rekursionsforagiridrdie zugehérige Prozedur:
> a: =proc(n)
opti on renenber;
if n=1 then return 1; end if;
if n=2 then return 1; end if;
if n>=3 then
pr ocnanme( n- 1) +pr ocnanme(n- 2);
end if;
end proc;

a :=proc(n)
option remember;
if n=1thenreturn 1end if;
if n=2thenreturn 1end if;
if 3<nthenprocnamé — 1)+ procnamén —2) end if

| end proc
r>for i froml1l to 8 do
i, AN




end do;

o 1M

11 ; ;
01 10
01 1Q
21 ; ;
01 20
01 20
31 ; ;
02 30
02 3H
41 ; ;
03 50
03 54
51 ; ;
05 80
15 8
61 ; ;
08 130
08 134
71 ; ;
M3 210

3 2101

8, =
1 340

Wenn man die Matrix A immer wieder potenziert, fallt auf, dass in zweiten Spal
potenzierten Matrix zwei aufeinanderfolgende Kantenlangen stehen, und zwar

folgt: In der MatrixA" steht an der Stelle 1,2 das Elemggnind an der Stelle 2,2 da
Element, . . (An 1,1 steh&, _, und an 1,2 steht noch einnag).

Um diese Vermutung zu bestatigen, berechnen wir flr i=]@irimal mit Hilfe

unserer Prozedur und einmal wie gerade beschrieben:
>for n from1l0 to 17 do

(A*n)[1,2], a(n);

end do;

55, 55
89, 89
144, 144
233 233
377,377
610,610
987, 987
1597, 1597

L
' Super!! Die Ergebnisse stimmen (berein!

a, A"




den Eintrag an der Stelle 1,2 nimmt! Also kommen wir an eine
geschlossene Formel féjj, indem wir A" berechnen und dann den
Eintrag an der Stelle 1,2 betrachten!

DaA=0JQ ™ gil, folgt: A" =(QJI Q™) = 03"Q™ . Und da J eine

Diagonalmatrix ist, erhalt mad", indem man die Diagonaleintréage,
alsoJ, , und J, , jeweils mit n potenziert und an den Stellen 1,2 und
2,1 jeweils die Null stehen lalt:

| n:=n
> (Q<<J[1,1]"n, O>| <0,J[2,2]"n>>. Q' (-1));

E—Hﬂf% : (143@%-@%

oS58 59 i B3 £

358 e

e 21858 - C08 08
i -
Eﬁ%+:§E +%+ 25E +\/§%— 25E +%_ 25%

3
N e
+
™ [on
(5
3
N e
|
™ [on
[ITTT 15

I




F3-54 550 80 -0

R R

Der Eintrag von AN an der Stelle 1,2 liefert unsan und damit die

geschlossene Formel fajrq Sie lautet also:

(B

an: 1/3

- (v) Schreibe eine zweite Prozedur a2:=proc(n)..., welclagmit Hilfe der

obigen geschlossenen Formel berechnet.
" Mit Hilfe der gerade gefundenen geschlossenen Forragkfimnen wir jetzt sofort c
zugehorige Prozedur schreiben. Sie besteht eigentlich nur aus der geschlossel
Formel. Deisimplify-Befehl liefert gleich schéne Ergebnisse, undptien remembe
r-Befehl beschleunigt die Prozedur a2 ebenso wie die Prozedur a.
> a2: =proc(n)

option renenber;

simplify( (1/sqrt(5))* ( ((1l+sqgrt(5))/2)"n -

((1-sart(5))/2)"n ) );

end proc;
a2 .= proc(n)
option remember;

simplify(((1/2+1/208qri5)yn —(1/2 -1/ 2Csqri(5))y™n)/ sgr(5))

| end proc

Wir prifen diese Prozedur einmal an den ersten 15 Gliedern:
>for i fromO to 15 do

az2(i);

end do;

gag w NN P = O




8
13
21
34
55
89
144
233
377
L 610
| Wir sehen, dass diese Prozedur tatsachlicla dierechnet!

B (i) Vergleiche die Laufzeiten von a und a2.
[ > restart:
[ > a:=proc(n)
option renenber;
if n=1 then return 1; end if;
if n=2 then return 1; end if;
if n>=3 then
procname( n- 1) +pr ocnane( n- 2);
end if;
end proc;

a :=proc(n)
option remember;
if n=1thenreturn 1end if,
if n=2thenreturn 1end if;
if 3<nthenprocnamén — 1)+ procnamén —2) end if

| end proc
[ > a2:=proc(n)
# option renenber;
simplify( (1/sqrt(5))* ( ((1+4sqgrt(5))/2)"n -
((1-sqrt(5))/2)"n ) );
end proc;
a2 :=proc(n)
simplify(((1/2+1/206qr{5)Y™ —(1/2-1/2Csqr{(5))Y'n)/ sqri(5))

| end proc
r> st:=tinme():
a(20);
time()-st;

stl:=time():
a2(20);
time()-stl
6765

6765




[

(> st:=tinme():

a(500);

time()-st;

stl:=time():
a2(500);
time()-stil;

1394232245616978801397243828704072839500702565876973072641089

62948325571622863290691557658876222521294125
0.010

1394232245616978801397243828704072839500702565876973072641089

62948325571622863290691557658876222521294125
0.671

C> st:=tinme():

a(2000);
time()-st;

stl:=time():
a2(2000);
time()-stil;

4224696333392304878706725602341482782579852840250681098010280

13731430858437013070722412359963914151108844608753890960360"
40194711643596029271983312598737326253555802606991585916229¢
24539049987222567953169828744824729922639018337167780606070!
61549788671987985831146887087626459736908672288402365442229°¢
43347964480139515349562972087652656069529806499841977448720!
5612802665404554171717881930324025204312082516817125

0.130

4224696333392304878706725602341482782579852840250681098010280

137314308584370130707224123599639141511088446087538909603607
40194711643596029271983312598737326253555802606991585916229¢
24539049987222567953169828744824729922639018337167780606070!
61549788671987985831146887087626459736908672288402365442229°¢
43347964480139515349562972087652656069529806499841977448720
5612802665404554171717881930324025204312082516817125

15.061

Antwort: Die Laufzeit der Prozedur a2 ist deutlich grofer als die der
Prozedura. Also ist es schnellerg, rekursiv zu berechnen als Gber di

| geschlossene Formel!
L[>



